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IIpearosop

0sa Krwuza Hanucana je kao yubenuk 3a 0e0 0CHOBHOZ KYPCA MAMEMAMUYKE A02UKE
Koju ce basu uckasnom ao2urom. 3acnuea ce na npedasarvuma npop. Kocme
Howena uz npedmema Jloruka, xoja je dporcao na Odemery 3a purodopujy Puno-
sogpckoz garxyamema Yuueepsumema y Beozpady noweswu 0d 2002 z20dune.

Tpydunsa cam ce da Kruza byde Hanucara Mako e 3a HEHO YUMaAHhE Huje Tompeod-
HO HUKAKBO NOCEOHO NPed3Hatbe, 0CUM NO3HABAILA CMaHIapIHE CPEOHLOULKOACKE Ma-
memamuxe u da 6yde wmueo Koje fie wumaoya YnodHaAmMu ca UCKAZHOM AO2UKOM.

Hadam ce da fie osa krvuza ka0 nomohnu yubenur OUMU KOPUCHA 3G KYPCEGE
MAMEMAMUKe METHUNKUL PAKYAMEMa Koju cadpitce eaemenme Mamemamuske A0-
2UKe Ka0 u 36 Kypcese JUCKDEMHE MATMEMATMUKE.

2Keaum da nomenem cee one Koju Cy MU TOMOZAY TIPU PAdyY HA 060] KHU3U U 04
uMm ce 3ax6arum. 3a ceecpdny nomoh napouumy dareasnocm dyzyjem npod. Kocmu
Lloweny wuju ce ydeo y 060j krudu eudu 0d KoOHUENUUjE KYPCa KOju je 0CHOBA 06E
Kruze, 00 wumarba mekcma U Opa2OuEHUT Ca6ema koje mu je dao. 3axsamyjem
ce u cmydenmuma koju cy caywasu xypc Jlornka na Quaosodcrom daryrmemy
u wuje besewre cy mu buse eeoma Kopucke. Ha seoma nascwusom wumarey mek-
cma U OPOJHUM, UBY3EMHO KOPUCHUM KOMEHMAPUMA U CY2eCMUjama, Hajmonauje
ce 3axsanyjem xonrezu dp 3opany [lempuhy. Ha nomohu u nodpwyu éeoma cam 3a.x-
saana npop. Caobodany Byjowesuhy. Koaezu dp Ilpedpazy Januwuhy 3azeanyjem
Ha Kopuwhery rezosoz npozpama GCLC u eeauroj nomohu npu uspadu cauka.
Saxsansyjem ce aexmopy Caru Munaadunosuh wuje cyeecmuje cy mu nomozae da
nobosLULAM YUMMUBOCT, 0802 mekcma, kao u Topdanu Mapjarnosuhi xoja je kru2y
NPUNPEMUAGL 306 UWMAMNY.

Beoepad, 22. maj 2009. z0dune Aymop
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I'maBa 1

YBO/T,

IIpeameT Joruke

[IIra je upemmer Jioruke, Tj. 4dume ce Jioruka Oaspu? Hajyoninrenuju oaroBop Ha
OBO MUTALE je: JIOTUKA ce DABU MOCTYIKOM (TIPOIECOM ) 3aK/byunBama (pacyhusama,
u3Bohea). Y nacrasky hiemo, ananusupajyhu mra je To moCTynak 3aKk/byYuBaba 1
KOje Cy IberoBe KapaKTepUCTHUKe, JONK U JI0 IPEIU3HKjer 0/Ir0BOPA HA [UTAE IITa
je mpeamer soruke. 3aK/byuHMBAGE je jemaH Mucaonu mporec. Taj mporec 6ucmo
HajjeIHOCTaBHUjE MOTJIN OOJACHUTH OBAKO. 34 MOYETaK 3aKJ/bydIUBaha MOTPEOHU CY
Hekn nojanu (uadopmanmje), a pPe3yaTaT TOT mpoleca je HoBu mojartak. Cpaku
Taj mojarak (M MOYETHW W PE3y/Tar) je Hamucan (CAOMINTEH, O FheMy CE€ MUCJIH)
Ha HEKOM TPUPOTHOM je3WKY, Tj. MCKA3aH je PEUEeHUIIOM HEKOT MPUPOTHOT je3WKa.
V 3ak/bydnBamUMa KOPUCTHMO PEYEHHUIe 3a KOje MMa CMHUCJIA MUTATH Ja JIH CY
ucrunure (rayne) uiau Heucrunure (Heraune). Pedenuile Koje umajy TO CBOjCTBO
30By ce mckasu. Jlakiie, MOJA3MMO O/ HEKUX MCKA3a U [MOCTYIKOM 3aKJby4UBaIba
U3BOIUMO HOBM MCKa3. IlojasHe MCKa3e 30BeMO MPeTIoCcTaBKe (TpeMuce), a pesyi-
TaT 3aK/byunBamba je 3ak/bydak. KakeMo ja U3 MpeTrnocTaBKy CJIeIN 3aKJbYy IaK.

Jloruka ce 6aBu ucnpaBHUM (KOPDEKTHUM) 3ak/pyuuBamuMa. Illra cy To uc-
npaBHa 3akpyudnBama?l To cy 3aKk/bydnBama KOjUMa Ce IyBa MCTHHUTOCT, Tj. 3a-
K/bYUMBAEha 33 KOja BAXKHM: AKO Cy IPETIOCTABKE HCTHHUTE, OHJA U 3aK/bydaK
MoOpa OMTH UCTHHUT. EBO MpmMepa MCIPaBHOT 3aK/by YNBAHA.




2 I'IABA 1. YBO/L,

Mpumep 1
Ilexune je anrasnu 2pad Kune.
Kumna je semma ca majeuule cmano8HUKa Ha CGEMY.

Laxae, [lexunea je 2aa68nu 2pad 3emmpe Ca HAJEUWE CNAHOBHUKG HA CEEMYY.

Y oBOM 3aKJbyUHBaIy 00€ MPETTOCTaBKe Cy MCTUHUTE W 3aKJ/bydaK j€ MCTHHUT.
A qyBame HCTHHUTOCTH HUjE jeTMHN KPUTEPUjyM 33 OpehMBambe 1 Jiu je HEKO 3a-
K/by4UBakbe UCIIPABHO. Y UCIPABHUM 3aK/byUMBabUMa 3aK/bydaK MOPA Ja HYZKHO,
HeocnopHo (,,6e3 ocrarka’) cieau u3 npernocraBku. EBO jeHOr 3aK/byduBatba y
KOMe Cy CBW WCKa3W UCTUHWTH, a OYUTIIEIHO je /A 3aKJbyJdaK He CJIeTN HYXKHO U3
TTPETIOCTABKH.

Mpumep 2

Jumyn je eohe.

Hexe epcme eoha cy orcyme boje.
Llaxae, aumyn je orcyme boje.

Caga norsregajmo cienelia 3ak/by YMBarba U OArOBOPHUMO HA IIUTAE /13 JIM CY OHA,
HUCIIPABHA.

Mpumep 3
Heo Andpuh je dobuo Hobenrosy wazpady.
Csu docadauwrvu dobumnuyyu Hobenose nazpade 6uru cy Pycu.

Aaxae, Heo Andpuh je 6uo Pyc.

Mpumep 4
Amason je eeponcka pexa.
Cse esponcke peke ce yausajy y Jadpancko mope.

Haxae, Amason ce yauea y Jadparcro mope.

He majmo na mac 36yHe MCTHHHUTOCT, OJHOCHO HEMCTHHUTOCT IPETIOCTABKA U 3a-
KJbydKa. Mu 1ry1e1amo 1eo mOCTYMaK 3aK/by YMBakha M ONTHA HAM je CAMO UCITPABHOCT
tor mocrynka. ¥ [pumepy 3 mmamo 1a je mpBa mpeTmocTaBKa TadHa, APYra je He-
Ta4yHa U 3aK/bydak je HeradaH. AJiM TO jecTe jeJHO MCIIPABHO 3aK/byduBame. [Ipa-
THMO CaMO IIOCTYIaK 3aK/byduBama: u3 tora ga je Vso Anapuh mobuo Hobenosy
Harpajiy #u Ja cy cBu pocajgammu nooutauiu Hobemose narpage 6unum Pycu, 3aucra
crnemu na je so Aumpuh 6mo Pyc. VY lpumepy 4 obe mpermnocraBke Cy HeTadHe,
3aKJ/byUYaK je HETAUaH, a WIIaK UMaMO UCIPABHO 3aKJbyIHBabE!

Hakme, MmopamMo ONTH BeOMa OIPE3HH y OIEHAMA HCIPABHOCTH 3aKJbyIHBAIbHA.
[Tornenajmo cnenehu mpumep.



Mpumep 5
Ilcu ne aeme.
IImuuye nucy ncu.

Laxne, nmuuye aeme.

Cea Tpu mcKa3a Cy TavHa, aju 3aKJby9dak HE CJIeau HYXKHO, ,0e3 ocraTka”’ u3 mper-
nocraBku. Hanme, He cjie/in Hy>KHO J1a OHO IITO BMa OCOOUHY HUCY NCU TMa OCOONHY
aemu. U mauke Hucy mcu, anu He jerel

Pekjiu ¢M0 a mpeamer JIOrMKe jecy ucnpaBHa (KODEKTHA) 3aK/bydUBarba, ajiu
MOXKe ce pelim 7a je !meH MOCA0 W NCIUTUBAKE KOja 3aKJ/bydMBaha Cy HCIPABHA, &
KOja TO HHCY. Y TOM HCHUTHBAKY MOPAMO PA3/BOjUTH UCTHUHUTOCT U HEUCTUHU-
TOCT HPETIOCTABKM U 3aKJbY4YKA OJ UCIPABHOCTHA CAMOI' IIOCTYIIKA 3aKJ/bYIUBAbA.
ITojeamHocTaB/bEHO PEYEHO, HUje OUTHO W3 UYera je 3aKJbydaK M3BEIeH W KAKaB je
Taj 3aKJbydak, Beh je jelMHO BAyKHO Jia JIM je IPABHJIHO M3BEJEH. Y TOM IIOC-
TyIKY (,IyTOBamy”) O MPETHOCTABKU K& 3aKJ/bY YKy KOPUCTUMO HEKA IPABUIIA HJIU
VIyTCTBa. YIPABO TUM ,IIyTOBAWmEM’ OJ MPETIOCTABKU /10 3aKJbY49Ka, Tj. MPaBU-
JIMa KOja 4YuHe 3aK/byduBame, OaBu ce joruka. Jlakjie, 3ajarak JOruke je Ja
YTBP/IM ¥ OIWINE TPAaBUJIA TO KOjUMa Ce TIPOIeC 3aKJbyUnBama 006aBba. ¥ MpO-
1IeCYy 3aKJ/by4YHMBama OWTHA HAM je MCHOPABHOCT MPAaBHJIA KOja Ce Y IeMy KODHCTe,
Tj. ucCHpaBHOCT (KOPEKTHOCT) MpaBUjia 3aK/byduBarba. La IpaBuja MOpajy dy-
BATH UCTUHUTOCT U 0 BHbUMA 3aKJby9aK HY?KHO, HEOCIIODHO MOPA CJIEIUTH U3 JATUX
npernocraBku. OBaKBa MPABUIIA 3aKJbY YUBaIba, KOja OJ] ACTUHUTUX MPETIOCTABKH
HEOCTIOPHO, HYKHO Najy MCTUHWTH 3aKJbydaK, Ha3WBajy ce JeIyKTHUBHA TPABUJIA.
3akspyUrBamba Koja ce CacToje of] NeyKTUBHIX IPABMJIA CY UCIIPABHA 3aKJby YNBatbha
U 30BEMO MX Je/yKTUBHA 3aK/byUnuBaiba (IeJIyKTUBHA U3BODEba) - JeyKIuje.

JakJe, casa MoXKeMo mpenu3Ho pehin ja cy nefyKiije MpeIMeT UCTPAKUBAbA,
JIOTHKe.

JlelyKTUBHO 3aKJby YUBabe je OUIJIO PeIMeT jOIIl TPAIUIIMOHAJHE JIoTHKe. Apuc-
TOTEJI je YBeO TMojaM MTpeMUCe U TI0jaM HY2KHOT CJIeI0Babha, 3aKJ/by YK U3 MPETIOCTaB-
ku. OcuMm Tora, OH je yTBPAUO U KIACH(DPUKOBAO PA3HE HAUMHE U3BODEHa 3aKIby UK.
Anu cBa mweroBa JIOTHYKa pa3MaTpalba U UCTPAKUBAKbA, KAO M UCTPAYKUBATHA, HAC-
TaB/bAYA HErOBOI JIEa, OMja Cy HA HEKOM IPUPOJIHOM je3UKy, TAYHH]E, HEKOM
MPUPOJHOM je3uky oboraheHoMm mpomenspuBama. Jla Oumcmo mobusim 6OJby mpe-
U3HOCT U CTPOTOCT TOCTYIKA JIEAyKIMje, BaXKaH je je3uk Ha KoMe ce hopMupajy
[PETHOCTABKE, 3aK/bY Ul U IPABUIIA 3aK/byYUBabha (Ie[yKTUBHA [IPABUIA).

Tek y apyroj mosoBwan XIX Beka ModYeso je CTBapame je3mKa JIOTUKEe KOju MU
JaHAC 3HAMO Kao (POpMAJIHU je3WK JIOTHKe. Y OBOj Kibu3U hemo ce HGaBUTH THM
jEe3UKOM, a OBJIE, y YBOY, PEIMMO CaMO OHO HAjOCHOBHHjE O HeMy. Y TOM je3uKYy
nocroje nocebHe pedr Ca CTAJHUM 3HAYEHHEM, JIOTMYKE KOHCTaHTe. Jlorumduke KOH-
CTAHTE CY JOTHYKN BEHUIM: ... U ...} ... UAYU ...} GKO..., OHOG ...; ... AKO U CAMO AKO...
(... axxo ...); me ... KOjU Ce U3ydaBajy y MCKa3HOj JOrUIH. JIOrMYKe KOHCTAHTE
cy u kBaHTU(dUKATOPU (KBAHTOPH): C6GKU U HEKU KOJU Ce 3ajelHO Ca BE3HUIMMA
u3ydaBajy y npeaukarckoj soruiu. OcuM JIOTMYKUX KOHCTAHTH BAXKHA Cy U €Iy K-
TUBHA [IPABUJIA KOja YMHE JEIyKIMje U KOja 30BEMO U JIOrMYKA HpaBuiia (LpaBusa




4 I'IABA 1. YBO/L,

u3Bohera). CBaKO JIOMMYKO IPABUJIO CAJAPKU JIOTMYKE KOHCTAHTE, & MMa U HEKE
JIeJI0Be KOju Cy TPOMEH/bUBH. MOXKEMO TOBOPUTH O TOCEOHUM OOJTUITNMA, JTOTHIKUX
[paBwUIa, Tj. JIOrMIKUM (DOPMaMa THX IPABUJIA. 3aTO CE€ YECTO UCTUYE /1A, Ce JIOTUKA
6aBu dopmaaHuM meaykimjama. I[lomenyhiemo jeaHo mo3HATO JIOTMYKO TPABUIIO,
npaBusio modus ponens. Hexka cy X u Y npowmssospru uckasu. IlpaBuiio modus
ponens je caeneher obmka:

MPBa MPETIOCTABKA: X

apyra npernocraska: Axo je X, onda je Y

3aK/by9aK: Y

Jlormuka mpaBuia ce Hajuernhe 3aMUCyjy OBaKO:

Py,...,Pn
Z

rme cy P, ..., P, mpernocraBke, a Z je 3ak/bydak. Penumo joIr ma cy y JIOTHIIH 34
BE3HUK (AKO..., 0HJa... KOPUCTU CUMOOJ =, 1a je MpPaBmjio modus ponens npaBuiio
n3pobherma caenehier obmkas:

X, X=>Y
Y
rae X u Y Mory Outm OMJIO KOjU MCKAa3M.

Jloruka je mobwia jeqHO3HAYAH, CTPOT W MPEIU3AH je3UK KaIa Ce YAPYKUIA Ca
maremarukoM. OHO IITO je Haj3HAYAJHUjA KAPAKTEPUCTUKA MaremaTuke (IITo je
noryHo ozxpehyje u pasiukyje of aApyrux Hayka) je noka3. CBaku MareMaTUuKu
JIOKa3 je jeHO JeJyKTUBHO 3aKJbyUUBAE KOME Cy LPETHOCTaBKe UCTHHUTE (Ui
npuxsaherne kao ucruaure). Jlakie, JIOrMKa je TIOBE3UBAHEM €A MATEMATUKOM JI0-
6msia M TJIOMHO TJIO NIEJIoBaba, Tj. TOdUesa je aa ce 6aBh JeAyKInjama y OKBUDY
maremaTuke. IIpokuMameM JIOTMKe U MaTeMaTHKe CTBODEHA je CaBpeMeHa, JIOTHKA
quju noverak cy oznagduau pagosu Llopya Byna (George Boole), u noce6uo pasiosu
Torioba Pperea (Gottlob Frege) y apyroj nonosunu XIX Beka. Pazasajame o
TPA/UIMOHAJIHE JIOTUKE IPEJACTABIHEHO je NPOMEHOM MMEHA JIOTHKA y CUMOOJIMYKA
JIOTMKA WJIN MaTeMaTHYKa JIOTWKa. VlaKo OCIMKaBa BayKHY KapaKTEPHCTUKY HOBE
joruke (paj ca cuMGOJUMa HOBOT j€3UKA), UMe CUMOOJIMYKA JIOTUKA HUje BUIIE Y
mupoKoj ymorpedu. Maremaruwka je mocrasa riaBHO MOJbE JEJI0BAaMA JIOTUKE, a
JIOTMKA je mocrasa 3navajua obsact maremaruke. lloBe3wBame JIOrmKe u MareMma-
THKE [I0YeJI0 je Kao Kopuinherme JIOrMKe y MaTeMaTHully, a JO0BejO je J0 Tora Ja
je jormka mocrasna obsiact maremaruke. OrTym u meHo, onmrre mpuxBalieno, nve:
MaTeMATUYKa, JIOTUKA. JlaHac MpUIeB Mamemamuyke TOCTaje CYyBUIIaH jep, ycyhy-
jemo ce pehn, gaHac HeMa JAPYruX BPCTA JIOTMKE OCUM MaTeMaTHUKe.

MaremaTn4Ka MHIYKIIHja

Y oBoM 071e/pKy NEeMO TTPECTABUTH jeIHY BAXKHY JI€IYKTUBHY METOY 3aK/bY YNBAA,
MEeTOy MaTeMaTwdke mHAyKIuje. [Ipupomam OpojeBH M HUXOBE OCOOHHE HMAjy
BAYKHY yJIOU'Y y MaTeMaTudkoj uHAyKiuju. CKym 9uju eJleMeHTH Cy CBH MPUPOIHU
6pojesu 0,1,2,3, ... je ckyn N. Cxyn NT je ckyn npuponuux 6pojesa N 6e3 nyie.




IIpermocTaBuMO J1a IMaMO MCKa3e
IO) Il; 125 o Ik)
¥ 13 je HAIl 33JaTakK 13 JOKAXKEeMO 3 Cy CBU TH HCKA3W TadHh. Jpyrum peumma,
HaIll 33/1aTaK je ma gokaxkemo cjaenehe:
3a cearxu npupodan 6poj n uckasd I, je mauan.
Ha mpumep, Heka je Harmm 3aJaTak Ja TOKAYKeMO 13 3a CBe MpUpoaHe Opojese n
Baxku cieneha ocobmna: 2™ > n. Y 0BOM KOHKPETHOM MPUMEPY HCKA3W
Iy, L, I, ..., I,
Cy peaom
20>0, 2'>1, 22>2, ..., 28>k,
1 MU MOpPpaMO Ja JOKazKeMO Ja Cy CBU TH HCKa3u Ta4YHHU.
IIpema pacyhuBamy Ha KOjeM ce 3aCHHBA METOd MATEMATHYKE WHIYKIIHjE 3
pelnaBame TOT 331aTKa J0BOJ/bHO je moKkasartu ciezehe.
IIpBo: uckas Iy je Tagam.
Hpyro: cBu uckasu
Axo Iy, onda I.
Axo Iy, onda Is.

Axo Iy, onda Ijy1.

Cy TadHH, Tj.
3a CBaKM NMpupoJaH Opoj k TadaH je uckasd: axo I, onda Ii1.

Baspanoct merose mMaremaruyke HMHAYKIMje HOYMBA HA ciemehem, odursemHo
ucnpaBHoM pacyhuBamy. Hajmpe mokakwmo 1a je TauaH MpBU UCKa3, uckald Ij.
Sarum, kopuctehn ynmeHUITy 1 je Tadan uckas Iy, u TO 1a je TavaH uckas axo Iy,
onda I, mobujamo ma je Tauan u ucka3 [;. U3 taunoctu mckasa [; u U3 TavIHOCTH
nuckasza axo I, onda I 3akmyuumo ga je tadan Io. Hacrasmpamo, u u3 TauyHocTu
uckasa Is u axo Iy, onda I3 3ak/bydyjemo na je Tauan uckas I3, u Tako gaspe. Jakie,
MOZKEMO 3aK/bYyIUTH I3 j€ 3a CBAKU IPUPOAAH Opoj n, uckas I, TadaH.

PacybhuBame Ha kojem ce 3aCHHBA METO/a MaTEMATHIKE WHIYKIMje OMUCAHO je U
cremehum nmpumMepoM. 3aMHUCIAMO HE3 JOMUHA KOje CTOje YCIPABHO y jeTHOM pejry
U 3HAMO Koja JiomuHa je npsa (1j. Koja momuna oiarosapa 6pojy 0). IIpernocrasumo
na suamo ciaenehe: mpeo, na he npea momuna mactu (Tj. Ja je uckas Iy Tadan) u
apyro, ma he Kaj roj HeKA JOMWHA, MajJHe, OHA MACTH W JOMHUHA TIOCTE e, H0j
cycenna gomuna (Tj. Ja je 3a cBaku npupojad Opoj k uckas axo Iy, omda Ijyq
ragan). Onza ucnpasHo 3aksbydyjemo zna he cBe jpoMune macru, 6e3 063upa Ha TO
KOJIUKO uX uma (1j. xa cy csu uckazu o, I1, Is,..., Ik,... Taunn).

Merony mMaremMarudke WHIYKIMje MOXKEMO 3aMUCATH U Ha cjegehn HadwH:

ako je tauan [y u 3a cBaKu pupoan Opoj k tavan je uckas: axo Iy, onda Iy yq,

oHJIa je TavaH ucKa3 I, 3a CBaKW Ipupojan 6poj n.

Heo Iy 30Be ce 6aza WHAyKNWje, WHAYKIHJCKA KOpak je: axo I, onda Ixi1, a
BEroB €0 [ ce 30Be MHAYKIINjCKA MPETIOCTABKA.

CBaku MHAYKIUjCKE KOPAK Y OBOj OCHOBHO] BPCTH MaTeMaTHUYKe UHIYKIHjEe je
creneher obyiMKa: W3 TAYHOCTH MCKa3a 3a IPUPOJAH Opoj k ciaeanm TadHOCT MCKa3a




6 I'IABA 1. YBO/L,

3a npupozaan 6poj k + 1. 3aro hemo pehu ga je Taj MHAYKIINjCKA KOpPAK MpeEa3 ca
knak+1.

Jloka:KuMO MeTo/IoM MaTeMaTH4Ke MHIYKIUje jeJHy OCOOMHY MPHUPOIHUX Opo-
jeBa.

Mpumep 1 3a cBaku npupogan 6poj n BaxKwu:
n-(n+1)
O+14+24+3+...4+n= T

0-(0+1)

Baza unaykmmje. 3a n = 0 umamo na je [y tauno: 0 = . Hakumne,

0a3a MHAYKIHjE je TadHa.

Cama okasyjemMo MHIYKIMjCKN KOpak: ako Ig, onda Iiyq.

VY oBoM mpuMepy WHIYKIIAjCKA MPETIOCTABKA,

. k-(k+1
I, je 0+1+2+3+...+k:%,

(E+1)-(E+1)+1)
5 .
IIpernocraBumo ma Baxku I. Tama je meo 0+1+2+ 3+ ... + k u3pasa

. k-(k+1)
0+1+24+3+...+k+(k+1) JenHaxk f,HaI/IMaMO

k- (k+1)
0+ 14243+ +k+(kt1)=———+(k+1)

(k+1)(k+2) B k+1D((k+1)+1)
2 - 2 '
Jakne, Baxu I 1, Tj. BaKu WHAYKIUJCKH KOpak: axo I, onda I, 1.

algir1je 0414243+ +k+(k+1)=

Ha ocHoBy MaTtemaTnyke WHAYKIMjE 3aK/bYTIyjeMO J1a 3a CBAKU MTPUPO-

n-(n+1)

JaH Opoj n Baxu: 04+1+2+3+...+n= 5

IIpumernmo 1a mOCTOje CBOjCTBA KOja HE Barke 3a HEKOJHKO IPBHUX IIPUPOI-
HEX OpojeBa, aIu Bake 3a CBe JApyTre IPUpPOIHe OpojeBe, IOYEB O HEKOT IPUPOTHOT
6poja. 3a HAC je BayKHO Ja Ce METO/Ia MATEMATHIKe WHIYKITHj€ KOPUCTHU U 33 JOKA3HU-
Balbe TAKBUX CBOjCTaBa. ¥ THM CiaydajeBuma 0a3a wHaykiuje uuje Iy, nero I,,, roe
je m mpBu mpupoaaH OPOj O KOjer BaxXKu Ta 0COOWHA.

EBo jegnor TakBor mpumMepa.

Mpumep 2 3a cBaxku mpupomaH 6poj n, n > 4, paxkn: 3n? > 3n + 19.
[Ipso mpuMeTHMO Ja HejeqHakocT 3n? > 3n + 19 3ameTa He BaXKH aKoO
je n jemnako 0, 1, 2 wiu 3. 3aro je 6a3a MHAYKIHje y OBOM IIPUMEDPY 34
n=4:3-42>3-4+19, 1j. 48 > 31 u ona je TauHa.

Nuaykimmjcku KOpax je:

axo paxu 3k% > 3k +19, onna sazku 3(k+1)% > 3(k+1)+19.




I[Ipernocrasumo Iy, Tj. ma je tauno 3k? > 3k + 19. Tama umamo:
3k+1)2=3(k+2k+1)  (jep je (a +b)? = a® + 2ab + b?)
=3k 4 6k + 3
>3k+19+6k+3 (wug mperm. 3k% > 3k + 19)
=3k+3+194 6k
=3(k+1) + 19 + 6k
>3(k+1)+1940 (jep je 6k >0 3a cBaku npuponan 6poj k)

Hakae, saxku: 3(k+1)2 > 3(k+1)+19, 1j. 10Ka3a1M CMO UH/yKIUjCKH
KODaK.

3ak/bydyjeMo J1a 33 CBaKU MPUPOIaH OPOj n KOju je jenHak wuyiu Behu on
4 paxxu: 3n? > 3n + 19.

Bamenom n ca n + 4 y mejeqnakoctn 3n? > 3n + 19 u3 lMpumepa 2 mobmjamo
nejenmaxoct 3(n + 4)2 > 3(n + 4) + 19 xoja je Tadna 3a cBaKum NPUPOIAH GPOj M.
Jlaksie, IMamMo CBOJCTBO: 3a CBaKM Ipupofan 6poj n saxu: 3(n +4)%2 > 3n+ 31 u
TO CBOjCTBO Ce [0Ka3yje WHAyKnujoM 4uja 6a3a je 3a n = 0.

3a mpaBUJIHY IPUMEHY MaTeMaTHdKe WHIAYyKIMje BaykHO je ucrahu melycobmy
nesapuchocr cuaegehux yciosa: (1) ravan je uckaz Iy u (2) 3a cBaku upupojan
6poj k Tauan je mckasz: axo I, onda Ir,1. Hawme, Hujeman ox Tux ycioBa HHuje
MTOCJIEUIIA, OHOT JPYTOr. 3aTo ce y JI0Ka3WMa y KOjuMa Ce KOPUCTH MaTeMaTHYKa
WHIYKIMja MOPAjy M0Ka3aru u 0a3a WHAYKIUje W WHAYKIUjCKA KOPAK. Y KOJIHKO
jeJaH Jieo HUje Ta4aH, OHJA HE MOXKEMO JIa 3aKJbYy4YHMO JIa je 3a CBAKU IPUPOJIAH
6poj n tauan uckas I,. Hasemhemo jeman mpumep y KOMe BaxK¥W HHIYKIWjCKQ
KOpak, a He BaXXn 0a3a WHIYKIIH]je.

Mpumep 3 Tepheme: 3a cearu npupodan 6poj n eascu da je bpoj 2n+1
denus ca 2 Huje tauno. MeljyTum, MHAYKIUMjCKM KOpak Baxku. Haume,
"3 WHIYKIMjCKe TpeTrmocTaBke: 6poj 2k + 1 je memus ca 2, Tj. mocTojn
npupogan 6poj I rako ga je 2k+1 = 2-1, cienu na je 6poj 2- (k+1)+1
nepuB ca 2. Ilokakumo To.
2-k+1)+1=2-k+2+1=2-k+1+2
=2-1+2 (umm mp. 2k+1=2-1)
=2(l+1).
Hakie, 6poj 2+ (k+ 1) + 1 je jennak mponssozay 6poja 2 u 6poja I + 1,
Tj. mepus je ca 2. Tume cMO J0Ka3aau WHIYKIUjCKU KOpak. AJjm mrra
je ca 6a3zom? Bpoj 2n+ 13a n =0 je 1 u oH cUrypHO HUjE TEHUB Ca 2.
3aksbydyjeMo Ja HaIle TBpheme HUje TAIHO.

JlakJie, MOpa ce BOAWTHU PAYyHA Ja CE€ YBEK JOKAXKy U 0a3a MHIAYKIWje U WHIYK-
IIWjCKU KOPaK.

MaTeMaTHIKy WHIYKINjY MOXKEMO ITOCMATPATH Ka0 3aKJbyINBaIbe UHje IpPeT-
TocTaBKe cy 6a3a MHAYKIHNje U UHAYKIMjCKA KOPAaK, a 3aK/by9IaK je: 3a C8aKu npupo-
dan 6poj n, uckas I, je mauan. McrakHUMO a Cy IPETIOCTABKE U 3aKJby4aK MaTe-
MaTUYKe MHIYKIHje PABHOIPABHU, Tj. Ja U U3 IHEHOI 3aKJbY4YKA MOYKEMO HU3BECTH



8 I'IABA 1. YBO/L,

meHe mpernocTaBke. Hawmme, ako BaXku CBOJCTBO 34 ceaku npupodan 6poj n, I, je
mauaM, OHIA;
— 3a n jegaako 0 gobmjamo ma je Tauan [y u
— 3a IMPOM3BOJbAH MPUPOAAH Opoj k m mpupogsan 6poj k + 1 mobujamo ma cy tavnu
Iy w Iy 1, na je Tavan u uckas: axo Iy, onda Ipyq.

To 3uaum ga Baxku ciemehe 3aK/by INBAIHE:

aKo je 3a CBaKW IPUPOIAH Opoj n Ttadan I,
oHna Baxm: Iy je Tauan n
3a CBaKW mMpupoman 6poj k Tauan je mckasd: axo I, onda Iji1.

Haparuo ma y mpakcu 3a [IOKa3WBamke Pa3HUX CBOjCTABA MPUPOJHUX OpOjeBa
HEMaMO MHOT'O KODHCTH OJ OBOT 3aKJ/by4YHBaIba, jep aKO 3HAMO Ja HEKA 0COOWMHA,
BaXXMW 3a CBAKM IPHUPOJAH Opoj m Hema morpede 1a 3aKBydyjeMO [1a Ta OCOOMHA
Baxku 3a n = 0 u nma je 3a cBakm npupogan 6poj k Tauno: axo I, onda Iy 1.

Cazma moxxemo pehu m1a cMo caBiaga M OCHOBHY ODJIMK MATEMATHIKE WHIYKIHje
¥ CIIPEMHU CMO Jia Hay9InMO HeKe BPCTe MaTeMaThuke mHaykmuje. Hamme, mocroje
TBphema Koja ce I0Ka3yjy MEeTOIOM MaTeMaTHYIKe WHIYKIINje, il je JIaKIle ako je
WHIYKIIMjCKA KOPAaK OOJMKa: W3 TOra Ja OCOOMHA BaxKM 3a HEKOJHMKO OpojeBa mpe
k+ 1, cnenu na Baxku u 3a k + 1. pyraunje pedeno, He mpaBuMoO mnpesias ca k Ha
k + 1 Beh je moTpebHO HATPABUTHU Mpea3 Ca HEKOIUKO OpojeBa mpe k+ 1 Ha k + 1.
EBo jemnor takBor mpumepa.

Mpumep 4  Tlocmarpajmo wHU3 npupomuux OpojeBa medbWHUCAH HA CJTe-

nehwn vaumn: a9 =0, a1 = 1, n ax41 = 4ar — 3ai—1, 32 k > 1. Ham 3a-

3" -1
2
[Tomro 6a3a wHAyKIWje W WHIYKIWjCKE KOpak meljycobno He 3aBmuce,

JATAK je Ja MOKaXKeMO /13 3 CBaKHU MIPUPOIAH OPOj n BaXKU: a, =

MO2KEMO TPBO @ JTOKaXKeMO HWHIYKIUjCKu Kopak. Jla 6ucmo mokazasu

gkt _ g .
Ja BaXKU aky1 = — JIOBOJBHO J€ JIa 1IPETIIOCTaBUMO J1a BazKu
3k _1 k=1 _1 .
= — n ap_1 = — Tama mobujamo:
3k 1 gh=1_1 4.3F_4-_3F43 3Ftl_3
apy1 = 4ap —3ap—1 =4- -3 = = .

2 2 2 2
Besza apy1 = 4ap, — 3ax—1 Baxxm 3a k > 1, 1j. k+ 1 > 2. To 3mnaun

Jla TOKA3aHW WHAYKIIA]CKA KOPAK BaXKW 34 dg, d3,... OCTaje HaM jOI 1a

JIOKazkeMo 6a3y mHAyKImje. Y 0BOM Ciydajy 6a3a uHAyKIHje je mposepa
30 3!

J1a OCOOMHA BAXKM M 34 Qg W 38 G1: Qg = =0ua =

=1, mTo
2



j€é 1o MOCTaBIM 33JaTKA TAYHO. 3aKJby4dyjeMO Ja 3a CBAKU IPUPOJIAH

3n—1

Opoj n Baxku a, =

OBpe cMo yoTpeOuIn jeHy MeToy Koja Ha MPBH TOTJIE HIje NCTa Kao MeToIa
MaTeMaTUYIKe WHIYKINje, aJIu FheHa UCIPABHOCT MOYMBA HA UCTUM OCHOBama. Ham-
me, y lMprnmepy 4 3akpyunBame uae oBako: ako Iy u Iy, onda Io; axo Iy u Iz, onda
I3 u Tako maspe. YomrnTe, aKO WHAYKIMJCKA KOpPak mMma | mpermocrasku, rie je [
HeKu npuposaH 6poj Behu ox 1, oBa mMeToma ce Mozke 3amucaTu Ha ciegehn HadwH:

aKo je
6aza: tagnu cy Iy, Iy, ..., ;1
U MHIYKIWjCKU KOpak: 3a cBaku k (k> 1 — 1> 0) je:

axo I_q—1y u Iy u ... u Iy, onda Ijyq,

onya je Tavan I, 3a cBaKn MpUpoJan 6poj .

Baxno je mcrahm ma cy 3a mpupomme 6pojeBe OCHOBHA BPCTa METOE MaTeMa-
THYKE WHIYKIFje U OBA BPCTA MAaTEeMATHYKe WHayKIiuje MelycoOHO eKBUBaJIeHTHE,
Tj. CBE IMITO MOYKEMO [1a JOKAYKEMO JETHOM METOIOM MOXKEMO Ja JOKAYKEMO W JIpY-
roMm, u 0OpHyTO. MeljyTum, Ty eKBUBAJIEHTHOCT HHje OAI jeTHOCTABHO JOKA3ATH U
oBie hiemo Taj MO0KA3 M30CTABUTH.

ITokaxkumo, HA Kpajy, jOIII jeIHY BPCTYy MAaTeMAaTHIKe HHIYKIIHje, IOTIYHY WHIYK-
ujy. Ioruyna unpykuuja uma ciegehun obiuk:

aKo je

6a3a: TagaH je I

¥ WHIYKIMjCKU KOPAaK: 3a CBAKW MPUPOIAH Opoj k BaxKwu:

axo Iy u ... u Iy_q, onda Iy,
onga je Tavan I, 3a ceaku npupogan 6poj n.

Y mapennom mpumepy heMo KOPUCTUTHU MOTIYHY WHIYKIIA]Y.

Mpumep 5  dokaxkumo cienehe Tepheme.

3a cearxu npupodan 6poj n jednar usu eehu 00 2, 6astcu: N je uAu BPOCM
6poj uau je mpouseod npocmus bpojesa.

Baza waaykimje, n = 2: 6poj 2 je Wim TPOCT WU je MPOU3BO IMPOCTUX
6pojesa. Bpoj 2 je mpoct, ma umamo fa je 6a3a WHIYKIHjEe TaIHA.
Cama moxkasyjemMo WHIYKIN]CKU Kopak. I[locMaTpaMo mpon3BOJbaH TPHU-
pomaH 6poj k u 3amaTak HAM je Ja MOKAXKEMO JIa U3 MPETIOCTABKE /13 3
cBe OpojeBe Mame 011 k BaXKu [1a Cy WJIM MPOCTHU WJIU MPOU3BOIN TPOCTHUX
O6pojeBa cimean ma je oHma u cam 6poj k mwam mpoct 6poj WM MPOU3BOLI
npoctux 6pojesa. Ako je k mpocr, OHzA je [OCA0 3aBpLIEH U UHIYK-
LMjCKKM KOpak Bazku. AKo nak k Huje npocr, oHja je k Ipou3BOi, HEKA
JBA MpUPOIHA Opoja [ u Iy Koju cy curypHo Mamu ox k: k=11 -lo
11,1y < k. Kako cy 6pojeBu [ u l; Mamu o1 k, TO 38 HUX BAXKU WHIYK-
[HjCKa TPETIIOCTaBKA, Ta Cy 1 U ly WM NPOCTH WU TPOU3BOIU TIPOCTHX
6pojesa. To 3uHaum ga je ouma u 6poj k = Iy - lo mpou3Bo, mpocTux O6Po-
jeBa. Tako je moka3aH WHIYKIUjCKA KOPaK.
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3ak/byUyjeMo, Ha OCHOBY IOTIIyHE HHJYKIIHje, /1a je CBaKH MPUPOIaH
6poj n, Koju je jemHak mam Behm on 2, WaM MPOCT OPOj MU MPOU3BOI
npoctux Opojesa.

[Mornyna uuaykIimja momceha HA TPETXOAHY BPCTY MaTEMAaTHIKE WHIYKIHjE. Y
PETXO/HO] BPCTH MATeMaTHYKe MHIYKIUje MHIYKIUjCKUM Kopakom ce (3a [ > 1)
npenasu ca k— (I — 1), k —1,..., k va k 4+ 1, 1j. uHIYKOMjCKA OPETIOCTABKA je Ja
ocoOnHa BaXKMW 33 HEKOJIMKO OpojeBa Mamux o k + 1, a y MOTIYyHO] WHIYKINjU WH-
JYKIUjCKH KOpak je mpesas ca 0, 1, 2,..., k—1 "a k, Tj. HHAYKIHjCKA IPETIIOCTABKA
je ma ocobuna BaxKu 3a cBe OpojeBe Mambe of k. Mcrakaumo (63 moka3uBama Te 0c-
obuHe) /1@ Cy MOTIyHA MHIYKIUja U PAHUje MPEICTAB/bEHE JIBE BPCTE MATEMATUIKE
WH/IYKIHje €KBUBAJIEHTHE.

Pernmo na kpajy ga hie nornyna nHaayKnnja 6uTe Hajuerha MeToa 3a JOKA3HU-
Bame TBphema Koja heMo mpencTaBuUTH y HApEIHUM OJIe/bIIMMA OBE KIbHTE.

Hedbununuje

Cnobonuuje peueno, medununujom ce yome (Kaxkemo, nedUHUINY) HOBU TI0jMOBU
HeKe Teopwuje momohy mosa3uux uan Beh meduuncanux mojmoBa Te teopuje. Haj-
BazkHuje je uctahu 1a ce y HEKOj TeOPHju MOCTynKOM nedbWHICAHA HE YTBPDYjy HEKe
HOBe uCTHHE Te Teopuje, Beh ce camo yBoze HOBH 110jMOBH, Kopucrehu no3nare (Beh
nocrojehe) 1ojmMose re Teopuje.

[Tornemajmo cienehe pevenure:

Keadpam je npasoyzaonuk wuje cy cee wemupu cmpanuye jednaxe.

Ilapan 6poj je npupodan 6poj xoju je desus bpojem 2.

OBe pedenunIle MOXKEMO CMATPATH THNAYHUM npumepuma gedununuja. Cpaka
nedbuHunuja caapxku aBa ucrakuHyra gena, definiendum (zeo koju ce jgedunuiie)
u definiens (ueo kojum ce gedunuwe). Ilpsa peuenuna je nedununmja nojma
Keadpam y TEOMETPHUjH, & ApYyra je meduHUNMja MojMa napaH 6poj y apuTMETHIIH.
Y nebunuImMju KBaapaTa MU NPETHOCTaB/bamMo na Beh mMamo nedwuHHCAH mOjaM
MIPABOYTAOHHUKA, T0jaM CTPAHUIIE MPABOYTAaOHUKA, TTOjaM JIy>KH U JeTHAKOCT JIyKU.
Cnuano je u ca pedunucamem mapaor 6poja. IToznar je nojam npupogaor 6poja u
rojaM Je/bUBOCTH HEKOT IIPUPOIHOT Opoja Opojem 2.

Beoma mpenmsan mojam medunuiuje he ce jaBuTu y OKBHPY mM3ydaBama (op-
MaJHOT je3uKa joruke. Melyrum, mama he Beh 3a yBoheme Tor dpopmamHor je3mka
u meroBux ¢gopmysia ouru norpedHe jgedunuimje. 360r Tora ieMo y 0BOM 01€7bKY
pehu camMo HEmTO HAjOCHOBHUjE O TOCTYIKY MPaB/bEHha MCIPABHUX (KOPEKTHUX )
neduHUIH]A.

Bparumo ce medununmju mapuor 6poja. Moxkemo pehm na pedenuria 6poj je
napar ¥ PEUYEHUID 6poj je mpupodar u denue bpojem 2 CAOMIITABAjy UCTO. 3aTO
cMO JedUHUNN]Y TApHOT Opoja MOIJIM 3anucaTd Ha cjiaegehn HadwH:

Ilapan 6poj je 3amena 3a npupodan 6poj xoju je dewus bpojem 2.
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Yormrre, cBaky aeduHUIT]y MOXKEMO (HOPMYJIUCATH ¥ O0JIUKY
A je 3amena 3a B,

rae je A definiendum, a B definiens.

A ca nedpunncamem MopaMo 6uTH BeoMa onpesnu. HaseauMo apa ycjioBa Koja,
Tpeba Ja UCIlyhaBa MCIpaBHa (KOPEKTHA) JAeUHUIMja HOBOI IOJMa HEKE Teopuje.

(ycaos 1, ITackasnos ycnos) dedunuimja Mopa GMTU OTKJIOHMUBA, Tj. CBaKa
pedeHnIa y KOjoj ce mojassbyje HOBHU II0jaM MOKe OUTH 3aMEHEHA Ca BHIIIE PEICHUIIA
(umu camo jemHOM) y KOjUMa ce TIOjaBJbyjy CaMO CTApH MOJMOBHU, Tj. OHH KOjU CY
mosta3uu wim Beh medunurcanmy.

(ycnos 2) Jedbununuja Mopa OMTH KOH3epBATUBHA (MM HEKPEATHBHA), Tj. HE
cmejy ce, kopucrehu Ty nedununmjy, n3secrn Heka TBphema Koja ce 0e3 e nHave
He OM MOIJIa U3BECTH Y TOj TEOPHjH.

OBa mpaBwsa 3HaYe Ja HOBH I0jaM KOju Ce JedUHHUINE Y HEKOj TEOPHUju MOpa,
3aucra na 6yze HOB U camo 3amena 3a Beh mocrojehie (OTKIIOBUBOCT), KAO U JIa OH
HY HA KOjU HAYMH HE CM€ YTHLATU Ha TeopeMe Koje Beh Baxke (KOH3EPBATHBHOCT).

VY ozesbKy O mpejMery JIOMMKE OMEHYJIM CMO JIOTMYKU BE3HUK aKKo (KO U camo
axo). Besuuk axko wiu jepuakocr kopucrumo 3a nosesusBame definiendum-a ca
definiens-om. Hanwme, nedununimjy napaor 6poja MOKeMO 1 0BaKO (hOPMYJIUCATH.

Bpoj je napan akko no nedununmju maj 6poj je npupodan u desvus ca 2.

Y nmamum nedununmjama Mu hemo €0 ,akko 1o AeduHUImju”’ 3alMuCUBATH:
AKKO. Ocum Tora kopuctuheMo U ,,jenHaxo mo Jedununuju”’ mro hemo 3amucuBarn:
=def-

IIpencraBumo cama jeaHy BaxKHY BPCTY OeUHANNjA, WHIYKTABHE AeQUHHAIA]E.
IIpBo mormemajmo jeman mpumep.

Mpumep 1  Kako moxkemo na medWHUITIEMO CTENEHOBAE HEKOT De-
asTHOT 6poja a mpom3BosLHEM OpojeM n u3 ckyna N1, Tj. a™ 3a mpousso-
maH 6poj n w3 ckyna NT? mamo neburnnmjy craegeher obamka:

(1) a' = a;

(2)a"t=a"-an

(3) a™ ce moxe nedunucaTn camo kKoHauroM npumMernom (1) u (2) ose
neduHUIHjE.

OBo je mpumep jenue waayktushe pedunuimje. Ilonekas je morpebHO medu-
HucaTu 6eCKOHAIAH CKyl o0jekara ucte Bpcre. Hajommruje pedeHo, ako je TO Takas
CKYT [la Ce HeroBW CJIOXKEHWjW 00jeKTH Tpaje moMohy jeIHOCTaBHUjHUX, OHIA Cce
KOpuCTe WHAYKTHBHE nedwurunuje. UunykTupHa AedbuHUNNja HEKOT GECKOHATHOT
ckyma S HOBHUX OOjekaTa mMa OOJIUK:

(1) Hedununty ce najjesnocraBauju (nojga3uu) 06jeKTH KOjU NPUIAAA]y CKyIry S.
(2) Hdedunume ce mocrynak xojum ce nomohy oGjekaTa Koju cy y CKyiy S mpase
HOBH O0jEKTH TOI' CKYTIA.

(3) Oxapebyje ce ma ckymy S mpunajajy camMo oHEM OOjEeKTH KOju CE€ MOry a00uTh
npumenom (1) u (2).

TTornmenajmo nedmnanmmjy u3 MNpumMepa 1 y cBeT/Iy OBOT HAjOMIIITHjer OOJTUKA HMH-
nykrusHe nepununmje. [Torpedro je nedpuancaTn 6€CKOHAYMAH CKYI YMjU €JIeMEHTH

Cy CBH CTEIIeHH HEKOT peaJstHor 6poja a: a', a?,... IIpso cmo nedunucamu eement o
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TOr CKyna, crenel 6poja a npsuM 6pojem ckyna NT (neo (1)). 3arum cmo gedunn-
camm Kako ce nmomohy a™ m a, koju cy Beh y ckymy S, npaBu BEros HOBU €J1EMEHT
a1 (meo (2)). Komauno, aenom (3) oxpebyjemo ma ce ememenTH cKyma S Mory
HATIPABUTH CAMO HA HAYMHE MpeCcTaBibeHe y nenornma (1) u (2).

Ucrakaumo ma he y mapeanoj riiaBu oBe Kibure geduHHUIUjE BEOMa BAXKHUX
TOjMOBA, HA MPUMEp TOjMa UcKa3He dhopMysie, OUTH WHIYKTUBHE e UHUIIH]E.

CkymnoBu, peaanuje, OyHKIje U Ollepaluje

VY napemauM omesbiimMa hemo, y3 oapehen cremen crporoctu, ysectu ciezaehe moj-
MOBe: CKYI, penarujy, (hbyHKOujy u omeparujy, TpyJehn ce ma duTasial 3aJaprKu
WHTYUTUBHY CJIMKY KOjy j€ O THMM IIOjMOBHMAa CTEKAO Yy JIOCAJAIIHEM IIKOJIOBADY.

CkynoBu

Konuko rox Hama mmojam cKyma ¥ rmojaM eJieMeHTa HeKOT CKYTIa M3IJIe/ [N TIPUPOIHI
7 KOJIUKO HaM Ce YMHMJIO JIa UX je JIaKo nedWHNUCATH, OHU Ce Y MATeMaTHIM CMa-
Tpajy OCHOBHHM ITOjMOBHMA KOju ce He mAedwurHUILy. HapaBHO mOCTOju OImIITE MpH-
xBalieHa HHTYUTHBHA CJIMKA CKYylla Kao rpynucama (OKylsbama) objekara ca oxpele-
HuM csojersoM (ocobunom) C. Tu oGjexru Koju popmupajy CKyll Cy eJeMeHTd Tor
ckyma. Baxxuo je pehn 13 y 0OBOM MHTYMTHBHOM MOWMAMy CKyNa OCPAHUYEHHA, 34
CBOjCTBO C 1 3a 00jeKTe, KOju MOr'y OUTH €JIEMEHTH HEKOT CKYTIa, MPOCTO HE MOCTOje.
Jlakie, mojaM CKyTia ¥ OjaM eJIeMEeHTa CKYyIa CXBATAMO BEOMa CJIODOIHO U ITHPOKO.
Ta ciaobona HAC JOBOMAM [0 TOra /13 CBOjCTBO C MOXKe OWUTH, HA pUMep, 6poj desnus
ca 7, ma CKyIl 4duHe CBU Iiesin OpojeBu JespuBu ca 7. A C mMoxke Outu u 6poj Huje
deswus ca 7, Tj. 00jeKTe MOKEMO OKYTIJHATH U 1O CBOjCTBY /1a HEMAjy HEKY OCOOWHY.
Ucro Tako C Moxke OuTu CBOJCTBO Oumu Ckyn, 1a, OM OBa MAJIONpPE TOMEHYTa B
cKyma Omjia eJleMeHTH CKyIia 3aJaTor THM CBOjcTBOM. Jlakse, To Ou Ouo cKym uuju
eJIEeMEHTH Cy CKYIOBH. AKo Tako cja000aH0 xolieMo na nepUHHUIIEMO CKYIl, OHIA TO
crBapa mapajgokce. Hasemhemo Pacenos mapamokc.

Pacenos napapgokc

Bunenn cMo na 1Mo OBOM MHTYWTHBHOM OITUCY CKYIA €JI€MEHTH CKYyMa
Mory O6utu u ckymnosu. llocmarpajmo 3aro ckyn R umju cy enemenTtun
CBH CKyToBH X KOjU HHCY caMu ceOn eIeMEeHTH, Tj. CBU CKYIMOBH X KOjH
uMajy ocobuny: X Huje enement ckyna X. Jla jin uMa TaKBUX CKYILIOBa?
Pehu hemo: ma, uma. Ha npumep, ckyn F' auju enemenTtu cy Gpuao3odu
jecte jemam TakaB ckym. Hawme, cam ckym F uuje dbunozod, ma Huje
enemeHT cebe camor u mpumnaja ckyny R. [la sm nMa ckymnosa Koju He
npunagajy ckyny R? Omer hemo pehu: mma. Ckyn M koju oKymiba
CBe IITO HEje KIbWTa W CaM HHUje KIbHUra, Ia je eeMEeHT cebe caMor
e npunaaa ckymy R. Hawmehe ce cimenehe, kao mro hemo Buaern, jako
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OIIACHO NHTAame: IITa je ca caMUM CKynoM R, 11a jin je oH ejleMeHT cKyma
R, 1j. camor cebe? Mmamo ase moryhunoctu: min R jecre eslemenT ckyna
R wniu R Huje enement ckyma R.

Axo ckym R jecre enement ckyma R, onma ckym R Mopa mMaTu cBOjCTBO
KOje nMajy cBu eiqeMeHTn ckymna R, a To je: R nuje emement camora cebe,
Tj. ckyn R Huje emement ckyma R! Ajm 0BO je y CympOTHOCTH Ca HAIIOM
MTOJIA3HOM TIPETIIOCTABKOM /13 CKyT R jecte emement ckyma R.

Jobpo, oHa MOpa BayKUTH 1A

ckyn R nuje enement ckyna R, Ajim 1o TauHo 3Haum Ja ckyn R uma
CBOjCTBO HA OCHOBY KOTa CMO OKYTJ/bAJIM CKYTIOBE W TpaBun ckym R.
Cxkym R, kao ckym ca TuM CBOjCTBOM, MOpa Ja Oyze eaemenT ckyma R u
ofieT CMO JOOUIH KOHTPAJAUKITH]y!

Hakme, cmobomga ma 6MI0 KOJUM CBOjCTBOM MOXKEMO (POPMHUPATH CKYII
JOBeJa HAC je 0 TOra Jia CMO HAIPAaBHIX CKyIl R dumje enemenrte me
MOKEMO [1a OJIPENMO.

Buanmo 1a HE MOYKEMO JOMYCTUTH 2 jé CKYT CBAKO TPyNHCarhe 00jexaTa ca OmiIo
KOJUM CBOjCTBOM H JIa €JIEMEHT CKyTa MOKe OMTH OWJIO IMITa, CaMO Ja UMa TO CBO-
jerBo. Obact mareMaTuke KOja ce 6aBu CKYOBUMA, TEOPHUja CKYIIOBA, TOjaM CKYTIa
7 TI0jaM eJIeMEHTa, Y3UMa 33 OCHOBHE IIOjMOBE M 3aCHOBAHA, je CTPOro (POPMATHO Kao
jenna dbopmasHa TEOpUja Ca CBOJUM AKCHOMaMa U npaBujiuMa ussohema. (Y onesbky
3.1 oBe kwure gahemo nedbununujy hopmasHe reopuje, a y APYyroM ey OBE KIbUIe,
nmeny Yeox y Jjoruky 11, 6uhe npencraBbena akCHOMATCKA TEOPHUja CKYTIOBA).

Mpumep 1 Opx ckymnosa 6GpojeBa Beh cMO TOMUBAIN CKYI TIPUPOTHUX
6pojena, ckyn N. Mmamo jorrn ckyt mieninx 6pojeBa Z; CKyT paInOHATHAX
6pojeBa Q; ckym peanuux Opojea R u ckyn kommiaekcanx 6pojesa C.

Y 0BOM yBO/Ly O CKYTIOBUMA PEIUMO J1a DEUYEHUILY X je easemenin ckyna X MaTeMa-
TUYKH 3anucyjeMo Ha ciaenehu nauun r € X, a PeUeHnIa T Huje esemenm ckyna Y
uma Maremaruudku 3anuc ¢ ¢ Y wmro je ckpahenuna 3a nuje da x € Y. Ha kpajy
[IOMEHUMO IPAa3aH CKyIl KO CKyIl KOju HeMa HujegaH ejgement. Ilpasan ckyn hemo
O3HAYABATH Ca ().

Iloackym

Kaza roBopumo o mozicKyTy y cTBapu TOBOPUMO O OJHOCY HeEKa JBa cKyma. ITocma-
TPajMO JBa CKyma, Ha mpumep ckymoBe X u Y. Jla 6u ckynm Y Omo momcKym CKyma
X mopajy cBu enemenTu ckymna Y ma 6yay enementu u ckyna X . Ckyn napHux 6po-
jeBa je moACKym cKyma mpupomaux OpojeBa N jep je cBaku mapa Opoj u MpUPOIaH
6poj. UurepecanTHo je mocmarparn ciy4daj Kaga je Y Oam ckyn X # ciaydaj Kajga
je Y mpasan ckymn. Mmamo ma cBaku ckyn X jecte TOACKYT CaMor cebe, Kao U Ja
3a IPOM3BOJbAH CKYIl X Ipa3aH CKYI jecTe jeJaH FHeroB MOJICKYT.

Hakme, ako 3a enemenTe cKymoBa X u Y BakKu [1a je CBAaKH €JIEMEHT CKYIIa

Y enement m ckyma X, OHJA KakKeMO Ja je CKym Y MOJACKYI cKyma X, y O3HaIu
Y CX.
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Y HapejHOM npuMepy hemo ykazaTu Ha 3aMKy Yy KOjy MOXKEMO yIacCTH Ca TaKO
JeTHOCTAaBHUM M TPUPOJTHUM MOjMOBUMA KAO IITO CYy CKYI W MOJACKYI.

Mpumep 2 Tlocmarpajmo ckymose A = {1,2} u B = {{1},{2},{3}}.
Ha mu je ckyn A moackyn ckyma B?  Ako cMmo Op3ormiersn MOXKeMO
pasmunubaTu 0Bako: 1 je enement ckyna A m {1} je enrement ckyna B;
nasbe, 2 je emement ckyna A m {2} je exement ckyma Bj; M HAKOH Tora
Ha HaIe nuTambe hemMo oxrosopuru: JA. AJin ako NaXKJbUBO MOTJIEIAMO
eJIeMeHTEe OBa JIBa CKYTIa BHIMMO 11a je eseMeHT ckyma A 6poj 1, a ese-
MmenT ckyna B je ckyn {1}, a to umje ucro. Enemenru ckyna A cy
6pojeBu, a esnemenTu ckymna B cy ckynoBu! 3akibydyjemo ma ckym A
HEje TIOACKYN CKyTa B.

HBa ckyna X n Y cy jemnaxa, y o3samu X =Y, ako je ckym X IMOICKYI CKYIIa
Y m ckyn Y moxpckym ckyna X. JIpyrum peumma, aBa ckymna X n Y cy jeaHaxka axko
¥ caMO aKO UMajy UCTe eJIeMeHTe.

Caza 3HaMO 1ITA je MOACKYI W IITA 3HAYN jeTHAKOCT CKYIIOBA, 1A MOYKEMO 113
yBEIEeMO U mojaM: OWTH MpaBy MOACKYT. AKO je cKym Y momckym ckyma X u cKym Y
HHje jeqHaK CKymmy X, OHIa KaykeMo Ja je cKyl Y mpaBu moickyi ckymna X. IIpasm
mozckyn Y ckyna X o3magyasamo Y C X. Ha mpuwmep, ckyn npupoxaux 6pojesa N
j€ TIPaBU MOJCKYT CKYyIa Ieaux Opojera Z.

ITocmarpajmo camo KOHAYHE CKYIOBE, Tj. CKyIIOBe 4uju je Opoj esemeHaTa HEKH
npupomaan 6poj. OBae hemo camo 3a KOHAYHE CKYTIOBE YBECTH MTOjMOBE: KA IWHAJIHI
OpOj ¥ TAPTUTUBHU CKYII.

Kapmunanuu 6poj ckyna X je Opoj meroBux ejemMeHara, a o3nagasahemo ra ca
card(X).

Kaza ropopumo o mojickymoBuma HeKor ckyna X Hamele ce 3aJaTak 1a HATIPABU-
MO CBe eroBe MOJICKymoBe. HakoH Tora, MOXKeMO IIOCMATPATH CKYIl YUAjU CY €JIeMEH-
TH CBU MOJACKymnoBu TOr ckyma X. Taj ce ckym Ha3wBa MAPTUTUBHU CKYI CKyma X,
a obenexasa PX. Ilornenajvo ciaenehin jennocraBan mpumep.

Mpumep 3  Tlocmarpajmo ckyn X = {a,b,c}. HaBenumo cBe merose
nomckynore. Ilpro, @) je mogckym ox X. Tlomckymosu ckyna X Koju
uMajy jemau exeMent cy: {a}, {b} u {c}. JIBowianu moaCKynoBu CKyma
X cy: {a,b}, {a,c} u {b,c}. Ha kpajy, ckyn X uma camo jean moickyI
ca Tpu esemenTa, a 1o je cam ckyn X = {a,b,c}. Hakie, umamo na je
PX = {0,{a},{b},{c}, {a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}}. Unrepecanrno je
BHUIETH KOJWKO ejemenara nma ckym PX. Ckym PX uma 8 enemenara,
7). kapauHagHu O6poj ckyma PX je 8, card(PX) = 8. Ilpumerumo aa
paxk: card(PX) = 23 = 20ard(X),

Moxke ce mokaszaTu ma OBa Be3a KapAuwHAIHuUX OpojeBa m3 [lpmmepa 3 Baxku
3a cBaku ckyn X u mweros maprutuBHu ckym PX. Jlakie, 3a KapauHAJIHE OPO]
uekor ckyna X, card(X), u kapauHaiaau Opoj HEroBOr HapTUTHBHOr cKymna PX|

card(PX), saxu: card(PX) = gcard(X)
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YHuja, nmpecek um pasJjmkKa cKylioBa. JlekapToB Impom3BoJ CKyIoBa

Y oBoMm ozebKy hemo ce mojceTwTH J0OpPO TO3HATHX TOJMOBA: IIpPECceKa, yHWHje,
pasiiuke u JlekapToBOr MpOU3BO/IA CKYIIOBA.

IIpecek ckymosa X u Y, y o3mamu X NY, jecre ckyn cBux esemenara z u3 X u
Y takBux ga z npunaga ckymy X ¢ z NPUOAIA CKymy Y.

Mpumep4  3Backynose X = {a, {b,c},{d},{b}}uY = {{a}, {b}, {c}, {d}},
umamo ga je X NY = {{d}, {b}}.

Cnenujaino, ako je mpecek aBa ckyma X u Y mpasaH ckym, Tj. X NY = (),
oHIa 3a ckymoBe X m Y KaxkeMmo Ja Cy AMCjyHKTHEH CKymoBu. Ha mpmmep, mpecek
CKyIla TmapHuUX OpojeBa W CKyIla HemapHUX OpojeBa je mpasaH CKym. Ta aBa CKyIa
Cy JIUCjyYHKTHU CKYIIOBH.

Yuuja ckynmoBa X u Y, y o3nanm X UY, jecte ckym cBux enemenata z u3 X n Y
TaKBUX J13 z TPHUMAIA CKymy X WM z MPUMAIA CKYIy Y .

3a X u Y us Mpumepa 4, nmamo 1a je X UY = {a, {b, c}, {d}, {b},{a}, {c}}.

Mo2kemo mocmarpaTd yHHjY W IPEceK BHIE Of JIBa CKYyId, YHH]Yy U IIPEceK
ckymoBa X1, Xa, ..., Xp, 01e je n Heku npupogan 6poj sehu om 2. Ilpecek ckymosa
X1,Xs,..., X, je CKyn cBUX ejJleMeHATa Z W3 TUX CKYITOBA KOjU MPHUITATIAjY CBAKOM
on ckynosa Xi, Xo, ..., X,,. Taj mpecex xpahe 3amucyjemo N7 ; X,,. YHHja CKynoBa
X1, Xo, ..., X, je CKyIl CBUX eJIeMeHaTa 2 U3 THX CKYTOBa KOjU MPUNAIa]y HEKOM O
ckynosa X1, Xs, ..., X,,. Ty ynujy 3amuacyjemo U7, X,,.

Ilornmemajmo mHeke ocoOWHE KOje BazKe 3a CKYIOBE W IbUXOBE yHHUjEe W IIPECEKe.
ITornymo je jacuo ma cy ckymorm X UY m Y U X jennakm Kao CKyNOBH, Tj. Ja
Baxxm: X UY =Y UX. Takohe Baxku: X NY =Y N X. Nmamo jom xa 3a 6usio
koje ckymoBe X, Y u Z Baxku cienehe:

(XNY)NZ=Xn(YNn2Z) (XUY)uZ=XU(YUuZ2)
(XNY)uZ=(XUuzZ)n(YUuz) (XuY)nZ=(XnZ)u(Ynz)
XNnX=X XuX=X

XNnYuXx)=X XUl¥nXx)=X

Pazsuka ckynosa X u Y, y osnanu X \ 'Y, jecre cKyn cBux ejiemeHara u3 CKyna
X Koju He IPHUIAIajy CKymy Y.

3a ckymoe X un Y, u3 lMpumepa 4, nmamo ckynm X \' Y = {a,{b,c}} n cxyn
Y\ X = {{a}, {c}}.

IToce6no ako je ckyn Y moackyn ckyna X, Y C X, onja ce pasiuka X \ Y 30Be
KOMILIEMEHT cKyla Y y omnocy Ha ckyn X, u To fiemo o3uauasaru ca CxY (wim

Y axo je jacHo o KoM ckymy X je ped).

Mpumep 5  TTocmarpajmo ckym mpuponuux 6pojesa N = {0,1,2,3,...}
u ckym nennx 6pojesa Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Ckyn N je
nozckyn ckyna Z, na je NUZ =Z u NNZ = N. Pazmuka N\ Z je
Hapasso npasan ckyn. Kako je N C Z, onga Baxu Z \ N = CzN u 13j
CKyn 4mHe B HeraTwBHE nesu 6pojesu, CzN = {—1,—-2,-3,...}.
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YBeJsin CMO Pa3JIMKYy CKYIIOBA, [1a MOYKEMO HABECTH jOII HeKe OCOOMHE KOoje BazKe
3a 6mio koje ckynose X, Y u Z. (X u 'Y cy komiementu pegom ckynosa X u Y
y OfHOCY Ha HeKu cKyi X7.)

X\(YNZ)=(X\Y)U(X\2)  X\(YUZ)=(X\Y)n(X\2)

XNy =XUY X=X Xuy=XnY

Caza hemo yBecru joir jean BeOMa BaxKaH [10jaM TEOPUje CKYIOBA U LEJIe MaTe-
MaTuke, mojam ypehenor mapa. 3a aBa objekta a u b, ypehenu map objekara a u
b (mmm ypehena npojka) je ckyn {{a},{a,b}}. VYpelenn nmap objexara a u b 03-
Havyasamo (a,b), rae je 6GuTHO Ja je a npBHU, a Aa je b apyru winan Tor ypeheHor
napa. Ha ucru Hauun moxemo ysectu ypeheny Tpojky (a, b, ¢), ypeheny uerBopky
(a,b,c,d) u rako pasmwe. 3a pasnuuutre esemenre a u b Baxu {a,b} = {b,a}, amu 3a
Te paznnunTe enemente ypehen nap (a,b) nuje jennax ypehenom napy (b, a). Ocnm
TOora, aKo cy 06jeKTH a ¥ b jeJHaK¥ He TOBOPMMO O CKyImy {a, a}, anu mocroju ypelen
nap (a,a). Jenmakocr ypeljenux naposa nedunumemo Ha cienehn Havun:

(a,b) = (¢,d) AKKO a=cub=d.
Kopucrehu mojam ypehernor napa, yBoauMo BeOMa BayKHY BPCTY CKYIOBa, JlekapTos
MTPOM3BO/I IBA CKYTIA.

HexapToB mpousso ckymoBa X n Y y o3nann X X Y, jecTe cKyn cBUX ypehennx
napoBa (x,y) TAaKBUX Ja T NPHUIALa CKylly X ¥ Y NPUNaIa CKyIy Y.

3a jemanm ckynm X JexapTos mpomssoq X x X kpahe zammcyjemo X2. Ommax
MPUMETUMO JIa U3 KapaKTepucTuke ypeleHor mapa, Ja je BaXKaH PeJoCe]] iheroBuX
4/1aHOBa, Hobujamo crenehy ocobumy JlekapToBor mpom3Boja: ako CKymoBu X u Y
HHCY jemHaKH, OHJA cKymoBu X X Y m Y X X HHCY jeHAKH.

Kao un 3a yanjy u mpecek, moctoju u JlekapToB mpon3Bo, cKymoBa X1, Xo,..., Xn,
rze je n Heku npupoan 6poj sehin o 2. ITpasumo cse moryhie n-topke (1, T2, ..., Tn )
y KOJUMa je HIPBH €JIeMEHT W3 IpBOT CKyma, Tj. ;3 € X, IpYyrd eJeMeHT je u3
Jpyror ckyma, Tj. Zo € X9, U TaKO Jajbe cBe 10 T, € X,. Ckyn umju cy eie-
MEHTH CBe N-TOpKe (T1,T2,...,Ty), rue je ©1 € X1, xo € Xo, ..., z, € X, jecre
Hexkapros upoussoy, ckynosa X1, Xo, ..., X, y o3namu X7 X Xo X ... X X,,. 3a Heku
ckyn X [exkapros npoussom X X X X ... X X (rme ce ckyn X mojaBibyje m myTa)
kpahe 3anucyjemo X™.

Penamnuje

Wznarame 0 pejanujaMa MOYHHMO TPUMEPUMA u3 OOMYHOr KuBOTa. Ha mpuwmep,
peuenuriom Josan je cmapuju od Huxose, npeiacraBibeHa je penanuja usmehy npa
JOBEKa ...Je cmapuju od.... 13 oBor 3ammca ce BUAM [ Ta peJialyja TPazKu IBa
objekTa, ma KaxkeMo 1a je bmnapaa. EBo jemme pesamnuje 3a Kojy Ham Tpeba Tpu
VUIECHUKA: ... je 2pad y dpocasu ... Ha KOHMUHEHMY .... IIuTaMo ce: KaKo mpaBUMO
weky penanujy? Ha mpumep, kako hemo u3 HeKOr ckymna jpyau L m3aBOjUTH TTAapOBE
KOjH Cy y peslaluju ...je cmapuju od.... IIpso nanpasumo cse moryhe ypelene mapose
o/, Jbyau u3 ror ckyna L (rj. nanpasumo ckyn L X L), a oHzia U3BOJUMO OHE NAPOBE
KOje YdHe JBa YOBEKA, TAKO Ja je NpPBH M3 TOr mapa crapuju oj japyror. CBu Tu
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ypehenn mapoBu mpase jemaH moacKym ckyna L X L, mOACKym o, 3a KOju KaXKeMO
Ja je jemHa bunapHa penanuja Ha cKymy L. Bazkmo je pehu ga cmo mormm, nmpasehn
nozcKyIl ckyna L X L 110 HeKOM JpyroM CBOJCTBY, HA LIPUMEDP, ...Je HUMCU 00..., 1a
J00MjeMo MCTH MOACKYT o cKyma L X L. Y moumarsy pesanyje MU 3aHeMapyjeMo
pasnuky m3mely cBojcraBa Koja Cy HAC J0OBeia OO0 MOACKyma o ckyma L X L u
TOBOPHUMO O PeJIaIliji o Ha CKymy L.

Haxne, moackyn Jdekaprosor mpoussoga X X X, ckyn p, p C X x X, na3usa ce
OmHapHa penanuja p HA CKymy X .

Jenna o ocHOoBHUX OMHAPHUX Peslaliuja je pesranuja jeJHaKoCTu: =. Y MareMa-
TUIM UMAMO jeITHAKOCT JBa Opoja U jeaHaKOCT aBa cKyma (o yemy cmo Beh roso-
puin). Kako je cBaka GuHapHa pejalja HEKU CKYIl, OHJA je U pejlanuja = jeJan
ckyn. MehyTum, 3a Heka maBa O0jeKTa T W Y KOjU Cy jeTHAKW HUKA/IA HE MUIIEMO
(z,y) € =, mero numemo x = y. U 3a 6uso kojy Gunaphy pesnauujy p, ocobuHy
Ja cy © uy y penaumju p, 1j. (x,y) € p saumucusaliemo u na cienehu Havun:
z py. Y 0le/bKy O CKYMTOBUMA OCUM peJiallije jeTHAKOCTU CKYTOBa, TTOMUHATIN CMO
U pejlalmje ...je nodckyn 00... u ...je npasu nodckyn od....

[IpumeTnmo 1a HAIKM TPUMEPH DPENAIHUje ...Je CMaPUuju 00... M ...je nodckyn
od... jecy nomckynosu dekaprosor npousBoma X X X mekor ckyma X. Haume, Te
pesanuje cy Ounaprae u 006a WiaHa U3 Mapa Cy UCTE BPCTE: [IBA YOBEKA, /[BA CKYIIA.
Mebyrum, mra je ca pejganujom ... je epad y dpocasu... na koumunenmy ...7 Cana
hemo mpencTaBuTH W TAKBY BPCTY peJIallnja W jOII HEKE Ipyre BPCTe.

BuHapHa penaunja nsmehy enemenata ckyna X nckynaY  Mozxke ce yBectn u Ouna-
pHa pesarmuja u3Mehy erleMeHara CKymnoBa koju Hucy jeqnaxu. Ilogckyn JlekapToBor
mponsdBoma X X Y je bunapwua penarmja m3mehy esemenara ckyma X u ckyna Y.

Mpumep 1 Mwmamo ckyn X = {Ilerporpax, Beorpax, Jlonnon, [Tapus}
u ckyn Y = {Epmwurax, Jlysp}. Jemma Gunapua penanmja p msmely
enmemMeHara ckyna X u ckyma Y je meduHucana Ha ciaeaehin HAYWH:
(x,y) € p AKKO T je 2pad y kKome ce HaAa3u My3ej Yy, Tj. p je MOACKyI
{(ITerporpax, Epmurax), (Illapus, JIysp)} ckyna X x Y.

Penaunja pyxune n (n > 2) Ha ckyny X  Moske ce Ha jeJHOM CKYITY, HEKOM CKYTLy
X, ocum OWHapHE YBECTH W HEKA pejanuja ayxkuue 3, 4,... Y ommrem Caydajy 3a
npupoaan 6poj n Behu oz 2 moackyn p ckyna X", p C X", jecre penaruja Iy KuHe
n Ha ckymy X. Hamomenumo ma ce 3a HeKy penanujy p may:kuHe Belie o7 1Ba U HEKY
n-T0pKy (Z1,...,T,) KOja je y pejauuju p, OCUM 3amnuca (1, ...,Tn,) € p, KOPUCTU U
3amuc P(1, ..., Tp)-

Mpumep 2 Mwmamo ckyn X = {Ilerporpax, Beorpax, Jlongon, [Tapus}
u3 [pumepa 1. Jenna pesnanuja gyxune 3 Ha cKyiy X je HOICKYII CKyIa
X3 nebunncan na cienehu naumn: (1, 79,73) € p AKKO 2pad x2 uma
suwe cmanosHuka 0d 2pada x1, a Mmare 0d 2pada T3.

VHapHa penauumja Ha ckyny X  Bwmiio koju moackyn p ckyma X je pesmamnuja Ty KuHe
1 na ckyny X, ynapua penangja #Ha ckyimy X. CBaka yHapHa pesaluja Ha HEKOM
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ckyny X ce y CTBapu OJHOCH Ha HEKO CBOjCTBO ejieMeHara cKyma X (ako HHIITa
JIPYrO Ha CBOjCTBO Ja NPUIIAAjy HOACKYILY KOju untu Ty pesauujy). Haume, ynapua
penanuja pa3BpCTaBa €JIeMEHTe TOT CKyIla Ha OHE KOjH MMAajy HEKy OCOOHHY, U OHE
JIpyre KOju Ty OCODMHY HEMa]y.

Mpumep 3  Tlocmarpamo ckym mpupogaux 6pojesa N u ocobumy mpupo/i-
nux 6pojeBa 6umu napar. Iloackyn ckyma N Koju OKymjba CBe IapHe
Opojese je jenHa yHapHA pesamja Ha CKyIy Ipupogaux opojesa N.

Penaunja pyxune n (n > 2) nawveljy enemenara ckynosa Xy, ..., X,,  Mozxke ce uper-
MMOCTABUTH Y KOM TIPABILY BOJM OBO YOIIIITABAKE MIOjMA peianuje. 3a HeKU IPUPOIAH
6poj n Behu oz 2 nouckyn p ckyna Xy X ... X X, (mehy xojuma moxke Guru u jeu-
Hakux), p C X1 X ... x X,,, jecre penanuja ayxume n udmely eseMenara CKymnoBa
X1, Xn-

Mpumep 4  3a ckynose G = {Cpemckun Kapiosuu, Ileknnr, Jluma},
D = {Cpbuja, ®pannycka, Ilepy, Kuna} u K = {Asuja, Eppona,
Jyxna Amepuka, Aycrpanuja} pesanuja y: ...je 2pad dpotcase... Ha KOH-
MUHEHMY..., KOjy cMO Beh MOMUbAIN, jecTe pesaluja JyKuHe 3 udmehy
enemenara ckynoBa G, D uw K, 1j. v C G x D x K. Horosop o 3a-
nucy 3a penanmjy AyxKube n (n > 2) Ha HEKOM CKylmy X BaxKu W 34
pesanuje ose Bpcre. Ha mpumep, nucahemo (Cpemcku Kapmosuu, Cp-
6uja, Espona)€ v umu y(Cpemcku Kapsosuu, Cpbuja, Espona).

OcobuHe OMHApHUX peJialja

Ha mogerky oBor ofespka jaheMo faBa mpuMepa OMHAPHUX PEJIANNja Ha HEKOM CKYITY
u Kopuctehu \mUX0oBe 0COOMHE MpencTaBuieMo BaykKHe 0COOMHE OMHAPHUX DeJIalluja.

Mpumep 5  Imamo cKyn Kora 9MHe HEKOJIMKO CBETCKHUX IPECTOHHUIIA:
P = {Mocksa, Ilapus, Mazapun, Jlucabon, Jluma, Ilexunr, Texepan,
Xapape, Kanpo}. Hedwunummmo cueznehie npe GuHApHE penarpje Ha
ckyny P:
P1 0 P2 AKKO 2pad p1 u epad pa CY HG UCTIOM KOHMUHEHMY;
p1 0 P2 AKKO p1 je y dpoicasu xoja je cycedna dpocasu y kojoj je 2pad po.

V lMpumepy 5 3a cBakm rpajl p BaxKu Ja je OH 3aj€IHO Ca CAMUM COOOM HA MCTOM
KOHTUHEHTY, Tj. 33 CBAKW IPAJ P BAXKU /I3 je Y PEJIALKjU 0 Ca CAMUM CODOM: P O p.
IIITo ce Tuue pemarmje o HUjeIAH TPAL P HEje y PeTalHju 0 ca CAMUM CODOM, Tj. He
Baku p o p. OcobuHa Kojy uMa pesanuja ¢ Ha3uBa ce pedIEKCUBHOCT, a pejaluja
KOja uMa Ty ocobuny je pediekcuBHa penamnuja. Hamme, 3a OumHapHy penanujy p
Ha ckymy X KaykeMmo 1A je pedJieKCHBHA KaJa 33 CBAKW eJIeMEeHT X CKyma X BaKu
TpzT.

YV mMaTemMaTuIm mocToju myHo pedieKCHBHUX Peanuja: jeJHAKOCT OpojeBa, jes-
HAKOCT CKYIIOBA, IIAPAJIEJIHOCT IIPABUX y PABHHU, MOAYJAPHOCT (HA LpPUMEDP, TPOY-
[JIOBA Y HEKOj PaBHU), pesanuja < Ha HEKOM CKylly OpojeBa (Ha upuMep, Ha CKyILy
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npuposHuX OpojeBa), pesanuja MoACKyn C HA HEKOM CKYIy YHUjH €JIEMEHTU Cy
ckynoBu. lIpumermmo ma camMo MasioM W3MEHOM pesanuje <, W30CTaBIbAEM jesl-
HaKOCTH, A00mjamo pesamnujy < Koja Huje pediekcusaa. IloTmyHo ucro Baxku u 3a
mpesia3ak ca penaryje C Ha pesannjy npaBu moacKym C.

Koja je cieneha ocobuna kojy dbucmo Bosiesin Ja uMa OuHapha pesanuja? To je
ocoOMHA /1a He MOpPaMO Ja BOAMMO pPAavyHa O peJocieny HaBohema Ba eJIeMeHTa
KOJU Cy y TOj peiamnuju. AKO KaxKeMO I je Yy Peaauuju p ca Yy Ja TO OAMaX 3HAUH
u Jia je y y peaayuju p ca x, 1 1pocto Moxkemo pehnm x u y cy y pesayuju p. Ta
0cOOMHA Ce 30Be CUMETPUYHOCT. 3a OMHADHY pesarujy p Ha ckymy X Kaykemo Ja je
CUMETPUYHA Ka/1a 33 CBAKA /IBA €JleMeHTa T U Y CKymna X BaKu: ako je T p Y, OHJA
jeypua.

Ilornenajmo name penamuje 0 u o wa ckymy P u3 [lpumepa 5. [da mm cy
orne cumerpuune? Onrorop je: JA. Hedbwunwmmnmo penanujy 7 Ha ckymy P ®oja
HUje CUMETPUIHA: P1 T Po AKKO epad p1 uma eehiu 6poj cmanosruka 00 2pada ps.
OuurenHo T HUje CHMETPUYHA PEJIAIH]a.

Kaksa je curyanmmja ca HammM MaTeMATHYKAM pejlalfjaMa MO MUTAY CHMe-
tpuarocTr! Masonpe moMumane pejanyje: jeIHakoCcT OpojeBa, jeTHaAKOCT CKYIOBa,
MapaJIeTHOCT PABUX Yy PABHU, MOIYIAPHOCT, OCUM IITO Cy pedJieKCHBHE OHE Cy U
cumerpuuane. Mebhyrum, penamnuje < u C mucy cumerpuune. Ha mpmmep, 3a ckym
npupoanux OpojeBa N u ckyn peansnux OpojeBa R Baxkm N C R, aju me Baxn
RCN.

Ha 6ucMo npeacTaBuIn jOIII jeIHY BaXKHy 0cOOMHY OMHAPHUX pPesialuja Ha HEKOM
CKYyMy, OCTAaHMMO KOJ TIpuMepa penanuje jemnakoctu. Ilo3maro je cBojcTBO jen-
HAKOCTH 13 aKO YTBPAUMO [1a je HEKU ODjeKaT x jeHak O0jeKTy y u 11a je y jeaTHaK
HEKOM O0jeKTy 2, OHJA 3aK/bydyjeMo [a je X jeqHaK z, Tj. BayKh: ako je & = y u
y = z, oA je x = z. Ta ocobuHa HA3UBA Ce& TPAH3UTUBHOCT. 3a OMHADHY pesialujy
p Ha ckymy X KakKeMO /1 je TPAH3WTHBHA Ka/1a 33 CBAKA TPU €JIEMEHTA X, Y U Z
ckynma X BaxKW: akO je x py My p 2, OHJA je T p 2.

Ilornenajmo cana name pesanuje o u o Ha ckymy P u3 [pumepa 5. [la sm cy
one tpam3utuHe? Penamnuja o jecre TpamsuruBHa. Meljyrum, penanuja o Huje
TpausuTuBHA. 3amcra, Baxu (Jlucabon, Mampun)e€ o u (Magpun, Ilapus)e€ o (jep
ce IpaJOBU KOje YWHE Te MapOBe HaJIa3e y CYCeJHUM Jp:KaBama), ajd He BaxKu
(JTucabown, ITapus)e p.

O MaTeMaTHIKUX peanuja Koje cMo Beh moMumbai TPAH3UTUBHE pesalyje cy
U [apaJiesIHOCT IIPaBUX Yy PaBHU, nogyaapHocT, <, <, Cu C.

A cama mpencraBuMo ocobuHy OMHApHE pesalyje 3a KOjy MOXKEMO CIMKOBUTO
pehm 1a je cymporHa 0COOMHM CHMETPUIHOCTH W TAKO NEMO je W 3BATH AHTHUCHME-
rpugnoct. Hamwme, ta ocobuna karke Ja ako je T y pejlaluju p ca Yy U T HUje vy,
OHJ/Ia HEMa, CHMETPUYHOCTH, Tj. OHJIA Y HUje y pejamuju p ca x. Jlakne, 3a OuHapHy
pejaiujy p Ha ckyny X KarkKeMo Jja je aHTHCHMEeTPUIHA KaJla 3a CBaKa J[Ba eJIeMeHTa
T 1y cKyna X BayKu: ako je T py M Yy p T, OHJIA je T = Y.

ITornemajmo omer mame penamnyje o u o u3 [lpumepa 5. Hujenna onx mux Huje
anTucuMerpudna. EBo 00pasioxkema 3a penanujy o. 3a cBaka JIBa rpajia ca jeTHor
KOHTUHEHTA P U P BAXKU P1 0 P2 U P2 0 P1, &JIA P U Py MOTY OUTH [ABA PABIUIUTA
rpaja u He MOpPA J1a BaXKu P1 = Pa.
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JBe Hajmo3HATHje MaTeMaTUYKe AHTUCUMETPHUUHE pejalifje Cy pejanuja < u
penamuja C. QuuriegHo je mga ako 3a aBa 6poja x u y Baxku x < y u y < x, OHIA
mopa Ja je z = y. [Hocmarpajmo cazga penaiujy C. 3aucra, ako 3a ABa cKyna X u
YBaxu X CYunY C X, ougaBaxun X =Y.

Bpcre 6unapuux pesanuja. Ilojam apsera.

Y oBoMm ojesbky hemo mpejcraBuTH J[Be HAj3HAYAJHEjE BPCTE OMHAPHUX PeJIalija
HA HEKOM CKyIly X: pejaryje eKBUBAJEHIIA]e U Iapiujaanor ypehema.

Bunapna penamnuja p Ha ckymy X Koja je pedJieKCHBHA, CHMETPUYHA, W TPAH3W-
TUBHA HA3WBA Ce pejlalija eKBUBAJIEHITH]E.

Hajuerrhe o3nake 3a penamujy eKBUBAJIEHIHjE Cy ~ WA =.

Koje maremaruuke penanuje cy pesnanuje ekpupasediuje? To cy, el Buiue myra
MOMUIbAHE, JeIHAKOCT, TApAJeJHOCT MPABUX Y PABHU W TOLYJAAPHOCT (HA TIPUMED,
TpoyryioBa y uekoj pasau). IllTa je ca penanujama o, o u 7 Ha ckymy P u3 lNpumepa
57 Penanmja o je penanuja eKBuBajeHIMje, a 0 u T TO HUCY. OCTaHMMO KOJ, pejialmje
0 W MOCMATPAajMO jelaH eneMeHT ckyma P, mexku rpan pi. Ilpupozmo je oko rpasa
Pp1 OKYIHUTH CBe IrpajoBe u3 P Koju cy ca rpaJioM p; y pelaluju o, Tj. CBe IPaoBe
KOj! Cy Ha MCTOM KOHTHHEHTY Ha KOME W TPaJ p1. 1aj MOCTyMmaK, y OMIITEM CIyYda]jy
3a HeKM CKym X, jellaH HeroB MPOU3BOJbAH €JIEMEHT X U PEIAINjy eKBUBAJIEHIIH]E
~ Ha cKymy X wW3rjeaa OBAKO: IMPABUMO CKYIT KOrd YWHE CBU €JIeMEHTH CKyma X
KOjU Cy y peamuju ~ ca eqeMeHToM x. Taj CKym ce Ha3uBa KJaca eKBUBAJIEHIIN]E
eJIEMEHTA T y OJTHOCY Ha penamyjy ~ u obenexkasa ce [z] (umm C,). laxme, enemMent
ckyna [z] je cBakm eneMeHT y cKyna X, 3a KOJU BAXKH X ~ Y.

3a penanujy ¢ u HAII TPaJ p; U3 ckyma P, Kjaca eKBUBAJIEHINjEe €JIEMEHTa, D1
y OJHOCY Ha pejaiyjy o je ckym [pi], a umHe ra CBU rpajaoBu u3 P Koju Cy Ha
WCTOM KOHTHHEHTY Ha KOMe je Tpaj p;. Ha oBaj HaumnH cBaku rpaj p u3 P mobuja
CBOjy KJacy ekBuBaJsieHmHje, ckyn [p]. IlpumeTmmo nma, Ha mpuMmep, ako je rpam p;
y EBponm, onzma [p;] uune cBu rpagosu u3 P koju cy y Esponu.

ITIra MoskeMoO Ja KaskeMo O ocoOMHaMa Kjaca [p] 3a rpajgose p w3 ckyma P.
ITpBo, nujeana kjaca [p] HUje npasad cKyI, jep 6ap rpaj p Opurajia CBOjOj KJIACH
[p]. Apyro, ako nocMarpamo JBe Kjace eKBUBaJIeHImje, [p1] u [ps], one mory na 6yay
WK jeJiHAKe WM JAUCjYHKTHE. JAcHO je [a cy Kiace [p1] u [ps] jeanake kaua cy p1 u pa
Ha ucroM KouTuaenry. OHe Cy JUCjyHKTHE KaJla P1 ¥ Po HUCY HA HCTOM KOHTUHEHTY .
Hawwme, ako 6 y TOM ciiyuajy Kjaace [p1] u [pe] umase 3ajeTHUUKY eJeMeHT TO Ou
3HAYWIO /13 je Taj rpaJ HA KOHTWHEHTY HA KOME je rpaJ p; W HA KOHTWHEHTY Ha
KOME je Tpaj pa, amau TO je Hemoryhe jep ce Hujeman rpaj u3 ckyna P He HAJIA3W HA
aBa KouTuHEeHTa. 1pehie, ako HAIPABUMO yHUjy KJIaCa €KBUBAJIEHIIN]E€ CBUX IPAI0Ba
u3 P: [p1] U ... U [pg], rme mpeTmocTaBbamMo na cy pi, ..., P9 CBE TPAJOBU M3 CKYyTIA
P u raj ckyn oznaunmo (J,¢ p[p], onna nvamo fa je Ta yHuja jesmaxa camMom CKyty
P, 1j. saxn U, plp] = P

Baxxno je pehu 1a oBe Tpm ocobuie, KOje UMajy Kaace eKBUBAJECHIIA]E PeTallije
ekBuBasiennuje o u3 [lpumepa 5, mmajy m Kjace €KBUBAJICHIIH]e CBAKE DeJIAIlHje
ekBuBaJsiennuje ~. Ilokaxumo To.
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3agatak 1 Heka je ~ penamuja eKBUBaJeHIMje HA HEKOM CKymy X.
Tlokazkumo 7a Taga 3a Kjaace eKBUBAJEHIIH]e pesallije ~ BarXKu:

(1) 3a caku enement z ckyna X kjiaca [z] je nenpasan ckyu, [x] # 0;
(2) 3a crake jBe Kiace eKBUBaJIEHIM]e [x] M [y] Baskm Wian 1a Cy jeaHake,
[z] = [y], wm na cy mucjymkrre, [z] N [y] = 0;

(3) ynuja cBuX Kjaca pejalyje eKBUBaJjeHIuje ~, yauja Uzex [x], jecre
jennaka ckymy X.

(1) Pesnaumja ~ je pesauuja ekuBajienuuje, na je pedJeKCuBHa: T ~ .
Buauu, z € [x], 1j. [z] # 0.

(2) 3a cBaka ;gBa ejgeMeHTa T U Yy CKyma X BaxKu: WK Cy T U Y Y
pesanuju ~ (CUMETPUIHOCT PEJIalyje ~ HaM J03BOJbUBA J1a 0BAKO (POP-
MYJTATIIEMO OTHOC OBA JIBA eJIEeMEHTA) WIN T U Y HACY y perammju ~ . Ako
Cy eJIeMeHTH X U Y y PeJaluju ~, Tj. T ~ Y, OHJA MOKAXKUMO A BaXKH:
[z] = [y]. Hokaxumo na je [z] C [y]. Heka je z € [z], 1j. = ~ z. U3
Z ~ 7, HA OCHOBY CUMETPUIHOCTH peJiaruje ~, nobujamo y ~ x. Cana us
Y~ TUZI~ Z, H4 OCHOBY TPAH3UTUBHOCTH PeJIaIije ~ T00ujamMo y ~ z,
1. z € [y]. Hakmne, Baxu [z] C [y]. Ha ncru HaunH nokasyje ce 1a BaxKu
[y] C [z], na umamo [z] = [y]. AKo esleMeHTH T U Yy HUCY y pejlaluju ~,
oHza 6m Tpebasno mokasaru na cy knace [z] u [y] mucjyakrae. To hemo
HoKa3aTH Tako mTo iemo momasehn o mpermocraske 1a kiace [z] u [y]
HUCY JUCjYHKTHE, JOOUTH KOHTPAIUKIM]Y. 3HAYU HAIIA MPETIOCTABKA
je: kmace [z] u [y] mucy mucjyukrue. Tama, xknace [x] u [y] umajy Gap
jeIaH 3ajeIHUYKY eJIeMEeHT, HEeKHW eJeMeHT 2: 2z € [x] m 2z € [y]. Ha oc-
HOBY AedUHUIEje KIace eKBUBAJICHIE]e HIMAMO 13 33 €JICMEHT 2 BAXKU:
T~ zuy~ 2z Kopuctumo cumerpudHOCT pestangje ~, IIa u3 Yy ~ 2
3aK/bydyjemMo z ~ y. Caja KOPUCTMMO TPAH3UTHBHOCT pejlanuje ~, Ta
U3 X ~ 2z W z ~ Y 3aKJbY9yjeMO Ja BaxKu & ~ y. Ajm, 1o je memoryhe jep
je y CyIIpOTHOCTH €a HAIIOM HOJA3HOM IPETIOCTABKOM Ja T U Y HUCY Y
penamnmju ~. Jlakie, Halma mMPeTIOCTABKA JOBEIa HAC je 0 3aKJbydKa
Koju je meradan. To 3Ha4YM Ja Ta MPETHOCTABKA HEje TadHA, Tj. 13 je
TavHa FheHa Heraimja: kjace [z] u [y] ¢y aucjyHKTHE.

(3) Jda 6ucmo moKaszasu jeIHaKOCT CKynoBa X ¥ YHHje CBUX [z], CKyma
Uzex [2], Tpeba nokasaru ja je X MOJACKyI Te YHUje U Ja je Ta YHU]ja IO/
ckyn ckyna X. IIpso nokasyjemo X C Ugex[z]. Y3mMumo npoussosban
emeMmeHnT ckyma X, enement y. Tpeba mokazaTu 1a je y eleMeHT CKyIa
Uzex|z]. EnemenT y mpumaza cBojoj KJIac eKBUBAJIEHINjE peJialje ~,
KJach [y], ma Tume u cKyny Uyex[*] KOju je yHHja CBUX TaKBHX KJaca,
makie, X C Ugex[z]. Cazma jour octaje jJa mokaxkeMo Ja je Uyex (]
nozckyn ckymna X, maza je o ouuriento. Haume, ckyn Ugex [x] uune
eseMeHTH CKyma X, ma je cBaku emeMenT u3 Ugc x[z] ounrnenno u en-
ement ckyna X. Hakme, u3 X C Uyex|z] u Ugex[z] € X mobumu cmo
ma Bakn X = Ugex|z].

3a HeKy penaljy eKBUBAJEHIHje ~ Ha CKylmy X MOCMAaTPajMO CKYIl YUjU CY
eJIeMEeHTH KJIace eKBHBAJIEHIHje peJanuje ~ cBux emeMenara m3 X. Taj ckym ce
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o3HauaBa X/. U HA3UBA C€ KOJMYHWYKK CKyl (Wju napruimja) ckyna X U mherose
pesaiuje eKBUBAJICHIH]E ~.

Komuunuuku ckyn ckyna P u3 [lpumepa 5 u merose pesanuje eKBUBaJIEHIT]jE
o, ckyn P/,, unHe Kiace eKBMUBAJIEHINjE ONl KOJUX CBAKa KJIAaca CAAPIKM TPAJIOBe
jemsor kouTunenta. Crora je Opoj enemenara ckymna P/, 0poj KOHTMHEHATa KOju
nMajy 6ap jemaH cBoj rpan y ckymy P.

Y mapennom mpumepy mokazaheMo Kako ce momohy Kjaca Heke pesialyje eKBH-
BaJICHIHje MOTY Je(PUHUCATH BAaXKHU IOjMOBH.

Mpumep 6  Beh cmo peknm na je pesamuja mapajieTHOCTH MPABUX Y
jemHoj paBHU pedIeKCHBHA, CUMETPUYHA W TpaH3uTuBHA. Jlakie, TO
je jemna pesamnuja eKBUBAJIEHIIMje HA CKYIy CBUX MPABUX jeJHE DAaBHM.
Tlornemajmo mita cy Kiiace eKBUBAJIEHIMje OBE pesaiuje. JemaHy Kiacy
eKBHUBaJIeHIIje dnHe cBe MehycobHo mapasente mpase Te pasuu. [lojam
[IpaBIA y paBHHU ce JeUHUIIE KAO jeHa KIaCa €KBUBAJIEHIIA]E PEIalnje
napasensocTy (Bueru[14]).

Jpyra 3nHadajua BpcTa OMHAPHUX peJaluja Ha HEKOM cKymy X je pejaiuje map-
umjasaor ypehema. Bunapna penamuja p ma ckyny X Koja je pediiekcuBHA, aHTH-
CUMETPUYHA W TPAH3UTUBHA HA3UBA Ce MapIujaaHo ypeheme.

Hajsnauajuuje maremarnuke pesaipje napuujagaor ypehema cy penammja < wa
HEKOM CKyIy OpoOjeBa, HA MPUMEpP HA CKYIy MpUpPOIHUX OpojeBa u penamnuja C HA
HEKOM CKYIIy UHjU Cy €JIEMEHTHU CKYTIOBH.

Tlopen penamnuja eKBUBAIEHIIHjE W MAPIHjaTHOr ypehema MOMEeHnMO 1 Ipeaype-
bemwe. Bunapua penamuja p Ha ckyny X Koja je pedjieKCuBHA 1 TPAH3UTUBHA HA3UBA
ce mpeaypeheme.

Ha xpajy oBor omespka mpeactaBulieMo jeaHy BarXHy OWHAPHY peJialujy Ha
HEKOM CKYIIy, PEJIAIlHjy APBO, KOjy heMo y ma/beM u3jIaramy 9eCTO KOPUCTHUTH.

dpeo

TTocmaTpajmo nmponsBosban Henpasan ckyn X. Enxemente ckyna X 30Bemo
ugopoBu. Ckyn X u Omrapua penarmja d Ha ckymy X, 6 € X x X, unne
jeHO IPBO § aKO CBAKM eJleMeHT (X1, To) pejaiyje § (9uju IpBU YiIaH X1
30BEMO HPETXOIHUK, a APYIH U4IAH To HACTEIHUK) 3370BOJbaBa cieselie
ycJioBe:

(1) Tlocroju TauHo jeman YBOP Ty CKyma X, TaKaB & CKYI 0 HEMa ejle-
MeHT 06amKa (Y, Zo), Tj. HUjeJaH €JIEMEHT CKyIa 0 Kao APYTH YjIaH HeMa
Taj 9BOp . pyradmje pedeHo, MOCTOjN TATHO jeJaH IBOP T CKyma X
KOju HeMa IMPeTXOAHNKA. Taj IBOp Tg 30BEMO KOPEH.

(2) Ako Baxu (21,y), (x2,y) € d 1j. 10y u x20 y, oHuA je T1 = .
Wnu npyradmje, cBaku 9BOP ¥, KOju HHUje KOPEH Tg, UM TAIHO jETHOT

MTPeTXOIHUKA.
(3) 3a cBaku 4BOD Y, OCUM KODPEHA T, IIOCTOjU jeIUHCTBEH HU3 YBOPOBA
X0y ey Ty, (32 HEKO M > () TAKBUX Ja BAXKHU: Lo 0 T1,e.., Typ—10 T,

Tm6 y. Jpyraduje pedeno, 3a CBaKM YBOP Y, OCUM KOPEHa T(, MOCTOjU
jeIMHCTBEeHA TPaHA OJf KOPeHa T /10 TOr YBOPA Y.
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Ako ckyn X wmma koHadan Opoj YBOPOBA, OHJA JPBO O 30BEMO KOHAYHO JPBO.
Konauno apBo ce 3aBpimaBa YBOPOBHMA KOjU HEMajy HACTIEIHUKA U TE€ YBOPOBE
30BeMO JucToBH. IpBO rpadudku MoxKe OUTH MPEACTAB/HEHO HA Caeaenyn HAInH:

/

r7le Cy WIaHOBM jeJHOTr Tapa m3 0 TMPEJICTAB/HEHN OBAKO . u Tpe-
TXOJHUK je JTOHa TadKa, a HACJEeJIHUK Iropiha. JeIHo TpaHame y APBETy d Ha CKYIy
X uune cBu enementu (x;,y;) u3 0 (1 < i < m 3am > 1) Koju UMajy UCTH NPBU
9/IaH, HEKH eJeMeHT T u3 cKyma X, x; = x, 1 < ¢ < m, Tj. CBH TH HAPOBHU CY
obmuka (2,y;), 1 < i < m. Axo je IPBO MPEJCTABIHEHO KAO HA OBOj CJIMIM, OHJA
eJIEMEHT T 30BEMO JIOU YBOD IPaHaba, & CBE JIpyTe WIaHOBE THX IapOBA, Tj. CBE
Yi, 1 <4 < m, 30BeMO I'OpHU YBOPOBU I'DAHAA.
JIpBO MOzKe OUTH IIPEICTaB/HEHO W HA OBAj HAYWH CA KOPEHOM Ha BPXY.

/ \
/T\ /.\
. . . /.\\ .

../.\.

I

Wcrakuumo u jenny mocebHy BpCTy ApBera, OMHApPHO ApBO. [IpBO Wmju cBakwu
9BOp, OCUM JINCTOBA, MMa TAYHO B HACJIEIHUKA 30BEMO OMHAPHO ApBO. EBO jemnor
KOHAYHOT OMHAPHOT IPBETA.

o
° \./ ° °
N N
\ /
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DyHKIHIjE

VY cBUM KibUraMa ejieMeHTapHe MaTeMaTuKe n3jaratmbe 0 GyHKIHjaMa MoUnbhe I[pTe-
JKOM Ha, KOMe Cy ABa obOsladuka O KOjUX jeJaH MPEeacTaB/ha HEKH CKym X, a Ipyru
ckyn Y. VY obiadky X MCTaKHyTa je TA4Ka ca MMEHOM T, y 00JjiadKy Y MCTaKHyTa je
Ta4YKa KOja mMa uMme y. JeaHa 3aKPUBJ/bEHA JIMHU]A [10J1a3U U3 TAYKE T, & 3aBPIIaBa
Ce CTPEeJIUIIOM y TadYKW Yy U U3HAJ Te IuHuje muie f. Y3 Ty CIuKy nae jeaHo OBaKBO
objarbemne: MpaBujo (JIOroBOp, 3aKOH) f MO KOME Ce CBAKOM €JIeMEHTY & CKyna X
JI07e/byj€ Ta9IHO jeJaH eJeMeHT y CKyma Y Hasmupa ce dyHkmuja ckyna X y ckym Y.
3aruM ciaenu jeJlaH TpUMep KOjUM Ce WIYCTPYjy OBH IMOJBYYEHH 3aXTEBU: CBAKOM
enementy u3 X Jo7ie/byje ce TadHo jenaH enement u3 Y. OBakaB jefjaH mpumep.

Mpumep 1 Tlocmarpajmo ckymose X = {Ilerporpan, Beorpas, Jlon-
nou, ITapus, Beu}, Y = {J/lysp, Epmuraxk, Bpurancku mysej, IIpaso,
Mysej rpaga Beua} u Z = {Hesa, Casa, lynas, Tem3a, Cena, Bosra}.
(1) TIuramo ce ma s je KOroBOpoM 2zpady T dodenyjemo my3ej y Koju
ce Haaa3u y mom 2pady neduHucaHa jenHa (pyHkuuja u3 ckyma X y
ckynn Y? Ogrosop je: HE. 3amro? Taksum J0roBOpOM jeHOM ejie-
menty ckyna X (Beorpamy) Huje mome/beH HUjeJaH My3ej Y CKymy Y,
Tj. HHje CBAKOM ejeMeHTy m3 X 1o7esheH Heku ejeMeHT m3 Y. J[la
M MOKe [1a Ce HEITO MPOMEHH [1a O OBaj HaIll J0rOBOP HIIaK OO
jenna dyskmuja? Oarosop je morepmad. Tpeba ma Masio HpOMEHUMO
ckymoBe. Hanme, MozkeMo HampaBuTu CKynm X m30aIuBameM €IEMEHTa
Beorpan u3 ckyna X, X; = X \ {Beorpan} = {Ilerporpax, JloHoH,
[Tapus, Beu}. Ilpunpyxupame ereMeHTHMa U3 X7 ejeMeHTe cKyma Y
110 HAMPABJ/LEHOM JIOTOBODPY jecTe jemua (dbyHKIUja u3 CKyma X1 y CKYII
Y. Moryha je u apyraumja mpomena. Moxkemo 1a He MemamMo cKym X,
aju Ja MPOIMUPUMO CKym Y mojaaBameM, Ha npumep, Myzeja Hukome
Tecne, Y1 = Y U {My3ej Hukose Tecne}. Ormer je Hamm moropop jeana
dyuknmja, amm caga n3 X y ckym Y.

(2) Turamo ce ma ji je JOroBOpoM zpady & ce dodemyje pera z u3 cKyna
7 Koja kpo3 tbeza npomuve nedpuHUCAHA jenHa QpyHKIHja cKyma X y
ckyu Z7 TIpobuem u3 (1) cana ue nocroju. CBaku 0/ rpaJoBa U3 CKyla
X Jexu Ha Hekoj peuu u3 ckyua Z. Auu, Beorpay (ouer Beorpan)
nexu Ha nse pexe! OBum morosopom Beorpany ce momemyjy u Casa u
Hynas! To 3naum ga ce jemuom enementy ckyna X (Beorpamy) na Taj
HAYMH J07e/bYjy JBa eJleMeHTa CKyla Z, a He TadHo jeqad. Jla nu u
oBe nocroju moryhnocr nonpaske? Jla, Tpeba camMo Ja Ipenusupamo
goropop. Haume, poropop rpeba ua ryacu 2pady x ce dodemyje Haj-
dyoica pexa z u3 ckyna Z Koja xpo3 rweza npomuve. OBUM ITOTOBOPOM
Beorpany ce nomemyje camo lynas. IlltaButie, m cBaKOM JApYroM rpay
u3 ckyma X ce JI07e/byjeé TadHO jeqHA PEKa W3 CKyma /. JHAYH, OBAj
HOBH JIOTOBOP jecte pyHKIHja n3 ckyma X y CKyHd Z.

Mu nmojam ¢yHKIHje yBOAUMO HA caeaehn HAYIHH.
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IMocmarpajmo ckymose X m Y. Iloackym f lekaprosor mpom3soma X X Y,
f C X xY, koju 3anoBosbasa cienelie yciose:

(1d) cxyn cBux npsux 4ianosa ypehenux naposa (z,y) u3 f jeanak je ckyuy X;
(2d) ako mpa ypehewa mapa (x1,y1) W (z2,y2) W3 cKyma f wMmajy jemHake TpBe
9JTAHOBE, Tj. aKO je T1 = X9, OHJIA W IPYTHU YJIAHOBU TuUX ypeleHmx mapoBa mMopajy
OWTH je/THAKHU, Tj. MOpa OuTH Y1 = Yo;

HazuBa ce ¢pyuknuja f n3 ckyma X y ckym Y.

IIIra je, makmne, ¢dpyukuuja u3 ckyna X y ckyn Y? To je mouckyn Jlexap-
roBor ckyuna X X Y koju 3azososbasa ycsose (1d) u (2d), mwiu 1o je jenna Gu-
HapHa pesnanuja u3mehy enemenara ckynosa X u Y Koja 3amososbasa yciose (1)
u (2¢d). Enementu dyuxuuje f cy ypehenu naposu (x,y) Koj KOjUX je IPBU UIaH T
opurutaJi (IpBa KOMIIOHEHTa, aPIYMEHT), a JAPYTd YWiIaH je CIUKa o & (DYHKIUjOM
f (zpyra komnonentTa, Bpennocr dyukuuje f y rauku x) u numemo y = f(z). Cryn
X je pmomen dpyukumje f, a ckyn Y je meH KOJOMEH.

Mpumep 2 Tlocmarpajmo ckynose A = {a,b,c} mw B = {1,2,3,4,5}.
Jenna dyuknuja f uz ckyna Ay ckyn B je na upumep caeiehn nojackyn
Hexapropor npoussona A x B: f ={(a, 3), (b, 1), (¢, 4)}.

3a dyukiujy f m3 ckyma X y ckym Y HanmpaBUMO TOACKYT CKyTa Y KOju 4uHe
Jpyru WiaHOBM cBUX ypelenmx maposa ckyna f. Taj ckym ce 30Be CKyn Bpe-
nocru byukimje f u obenexasa ce ca f(X). Hakne, ckyny f(X) npunaza cBaku
e/leMeHT Yy CKyma Y 3a KOju IMOCTOji HEKH eJeMEHT T M3 CKyma X, Takas [a je

y=f(z).
Hagennmo jeman mpumep y kome heMo KOPUCTUTH U yOOMYajeH! 3AMUC PEICHHUTIE:
f je dyukmuja u3 ckyna X y ckyn Y, f: X — Y.

Mpumep 3  Ilocmarpajmo ckym peanrux OpojeBa R m medumummmo
bynxmmjy f: R — R caenehnm 3amcom f(x) = 2.

Koju esementu ckyna R uune ckyn f(R)? Esnementu ckyna f(R) cy
peasau 6pojeBu z w3 ckymna R Koju cy jeaHaku KBAApaTy HEKOT PEAJTHOT
6poja x, z = f(z) = x?. 3naun, umamo 1a je f(R) ckyn cBuUX HemeraTu-
BHUX (HyJle ¥ CBUX MO3UTUBHUX) peaHux GpojeBa Koju o3HadaBamo RT.

OparosopumMo Ha mHTame: Kaja cy ape dyakuuje f un g jennake? PyHkimje cy
CKYIIOBH, 3aTO IbUXOBY j€/THAKOCT IIPOBEPABAMO TAKO IITO IIPOBEPABAMO j€THAKOCT
THX CKYTOBA.

3agatak 1  TMokaxkwumo ga ako ape GyHKIHje f U g UMajy UCTH TOMEH U
3a CBaKW esleMeHT T Tor JomeHa Baxu f(x) = g(z), onua cy dyukuuje
f u g jennake. 3ajgarak HaMm je Jla [MOKAXKEMO Ja Cy CKynou f u g
jemnaku, Tj. maje f C gwu g C f. Oyukunje f n g Umajy uctu JToMeH
M 3aTO TIPBE€ KOMIOHEHTEe IHhUXOBUX ejeMeHara duHe mcTh ckym. Cama
upBo nokaxumo Ja je f C g. Heka je (z,y) € f. Tana je y = f(x).
Us f(z) = g(z) mwawo (z,3) = (2, f(2)) = (2,9(2)) 1 Kaxo (z,9(x))
upunajaa g, 3akspydyjemo ja (z,y) € g. Ha cimuan nayun ce nokasyje aga
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je caku eqtlement (z,y) u3 g ejqement u f, tj. g C f, cTora 3aK/bydyjemMo
aaje f=g.

ITokakumo koje ocobune jenna dyHukIimja ve mopa Aa uma. llornemajvo ciemehu
mpumep.

Mpumep 4  Tlocmarpajmo ckynose X u Z u3 [Mpumepa 1. Jledunurmmmo
OmHapHy pesarujy f 3a eleMeHTe TUX CKymoBa. 3a x € X u z € Z:
xfz AKKO najdyorca peka koja mpomuye kpo3 T je z. OBa pejamnmja je
nozuckyn f = {(Ilerporpax, Hesa), (Ilapus, Cena), (Beorpau, dynas),
(Beu, dynas), (Jloumon, Temsza)} cxkyna X x Y. Taj monckyn [ jecre
jemna dyukimja w3 ckyna X y ckym Y jep cy 3a70BOJbeHA 003 yCIOBA
(1b) u (2¢d). Baucra, ycnos (1d) jecre 3a70BObEH jep CKYN KOjU UUHE
NIPBY YJIAHOBH €JIEMEHATa OBOT CKyTla je 9mTas ckym X. Aum, mpume-
THMO J1& CKYIl KOjU 9HMHE APYTH YJIAHOBH €JIE€MEHATa OBOT CKyIla, CKYTI
f(X), nuje unras ckyn Y. Hamwme, f(X) = Y \ {Casa, Bonra}. 3a-
KJbydyjemo na 3a dynknmjy me mopa na saxkm: f(X) =Y. Ycaos (2d)
jecre 3310BOJbEH jep f HEMa MapoBa Ca WCTUM MPBUM, & PA3IUYUTHM
apyrum ujnanom. Mebhyrum, nornenajmo napose (Beorpan, lywas) u
(Beu, dynas). Onu uMajy paziuuure mpBe WIAHOBE, & JAPYIH YIAHOBU
cy uM uctd. 3akbydyjemo fa 3a enemenre (1, f(z1)) u (v2, f(z2)) u3
f He mopa ga Baxku: ako je x1 # 2, ouna je f(x1) # f(x2).

Omax peruMo Jia Heke (byHKIMje MOTY MMATH OCOOMHE KOje CMO IIOMEHYJH Y
Mpumepy 4. Dyukuuja f : X — Y 4guju je ckyn spegnocru, ckyn f(X), jennak
cKyiy Y HasuBa ce cypjekumja. @ynkiuja f: X — Y 3a umja cBaka JBa ejleMeHTa
(21, f(x1)) u (z2, f(x2)) Baku na axo je x1 # x2, onma je f(x1) # f(x2) HasuBa ce
unjeknuja. [IpumeTnMo a yCioB ,ako je x1 # X2, ouxa je f(x1) # f(x2)” Moxemo
Jla McKaxkeMo: ,ako je f(x1) = f(x2), ouma je 1 = 3", ma cMo Tako J06UIU jout
jelaH HAYWH A 3AMUIIeMO OCOOMHY (DYHKIHje: OUTH WHjeKITHja.

Mpumep 5  Tlornenajmo monoso dyukumjy u3 MNpumepa 3, byukimjy
f:R—R, f(z) = 2% la 1m je bynkmmja f cypjekmmja, Tj. ma au je
f(R) = R? Beh cmo nokazamm na je f(R) = RT, na je mam oarosop na
oBo nmrame: HE. [da mwm je dyuknuja f unjeknmja? Omuer je oarosop:
HE. Jla 6u f Ouia uHjekimja, MopaJie Ou CJIUKe pasjM4YuTHX OpojeBa u3
R na 6yny pasnuuntu 6pojern y f(R). Anm mu 3a byukunjy f nmamo
Jla Cy CIUKe JIBa pa3juyanta Opoja, Ha mpumep 2 u —2, uctu Opoj, Opoj
4: f(=2)=(-2)2%=4mu f(2) =22 =4.

Ako je neka pynkuuja f : X — Y u cypjekumja u uHjekuuja, OHAa OHA LIPULIAIA
BeoMa BayKHOj BpCTH (DYHKIMjaA, OHA je OmjeKnnja.

Ilocmatpajmo mHavac camMO KOHA4YHE CKYIIOBE W CETUMO Ce TOjMa KapIuHAJHOT
6poja Hekor ckyma. Ilormemajmo mta mobmjamo jeamom oOmjekmmjom f @ X — Y
n3mely konaunux ckynopa X u Y. mamo na je f dyukuuja, 3aT0 je CKyl IpBUX
KOMIIOHEHTH HEeHMX HapoBa jeaHak ckymy X. [laswe, dynkumja f je uHjekiuja,
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I1a CBU ITAapOBH MOpPAjy UMATH U PA3JIMYNTE JPYre KOMIIOHEHTE, a OHe Cy eJeMeHTH
ckyma Y. U3 oBor MoxKeMO 3aK/BYUHTH [a CKyI Y MOpa MMATH eleMeHara bap
kosuko u X, a moxua u Buie, 1j. card(X) < card(Y). Konauno dyukuuja f
je cypjexmmja, 3aro Y = f(X), 1j. ckym X CHUTYypHO MMa ejleMeHaTa KOJIWKO U
ckyn Y, a moxkza u Bumie. Jakze, card(X) < card(Y) n card(Y) < card(X), na
saksbyayjemo: card(X) = card(Y), 1j. ckynosu X u Y umajy ucru 6poj ejemeHara.
To 3raun ga ako nmocroju 6mjeknuja f : X — Y uzmely konagaux ckymnoBa X un Y,
OH/Ia TU CKYIIOBHM MMajy jesHak 0poj eiaemenara, 1j. card(X) = card(Y). 2Kesuumo
Jla, MCTAKHEMO JIa Ce JIEHOTA U BAXKHOCT Oujekiuje 3a oxpehuBame KapauHAIHOD
6poja Bumm Tek mehy OeckomauHmM ckymoBuMma. O OECKOHAYHUX CKYTIOBA OBIIE
hemo momenyTH camo mpebpOjuBe CKyIoBe, OECKOHAYMHE CKYTIOBE UNjU KapIHHATIHH
6poj je jemHak KapaumHAIHOM OpOjy CKyma mpupoauaunx opojesa N.

Craka dyuknuja f u3 ckyna N y Heku ckyn X mpaBd jemaH OECKOHAYAH HU3
ememenara ckyna X . Haume, dyukmujom f : N — X nobujamo ciaenehin beckonagan
uu3 esemenara ckyna X: f(0), f(1), f(2),-.., Te eaemenTe o3HaYaBAMO peaoM fo,
f1, f2,... u 30BeMO ux wnaHou Hu3a. Axo je ¢pyHkuuja f Gujeknuja, onga hemo 3a
ckyn X pehu na je npedbpojus. CIuKOBUTO pedeHO, Ta OujeKiuja HAM IOBOPH Ja
ckynm X mma uctu 6poj ememenara Kao ckynm IN. Hamomennmo 1a meka KOHCTaHTHA
dyuknuja f : N — X, koja cBaku mpupogan Opoj n CIMKa y UCTH €JIEMEHT & CKYIa
X, npaBu jesjan OeCKOHAYaH HU3 X, ... UUjU CYy CBH UJAHOBH jeTHAKH.

VYBeammo n mojamM KOHAYHOT HM3a eJeMeHaTa Hekor ckyma. llocmarpajmo mHekn
ckyn X m komauan noackyn ckyma N1 obmmka {1,...,n} 3a wexku n € Nt. Craxa
dbyukmmja g : {1,...,n} — X nebdunnie jesan KoHAYAH HU3 eJeMeHaTa CKyna X,
HU3 §1,..., §n, TJI€ j& g1 IETOB MIPBU WIaH, U TAKO JaJbe J0 WIAHA ¢, KOjH je MOCTIe/I-
U, N-TH, 9IAH TOD HU3A.

A cama momeHuMO journ jeman mojam Be3aH 3a JIOMeH (DyHKIHje.

Heka je nara dyukumja f: X — Y u jenan noxckyn ckyna X, ckyn Xi. Jdedu-
nutemo GyHKIH]Y ¢ @ X3 — Y Ha ciaenehm HavywH: 3a CBakM eJeMeHT & cKyna X1,
g(z) je no nedbununuju jenuaxa f(r). OyHKimja g ce 30Be pecTpukimja QyHKIuje
f na ckyn X; u to ce 3anucyje g = f |x,-

Bparumo ce caga dynxmaju f : R — R, f(z) = 22 (u3 Mpumepa 3 u Mpumepa
5) u nocmarpajmo nojackyn RT ckyna R u pecrpuxuujy dbynkuuje f Ha Taj ckyi,
bynxmujy g : RT — R, g(x) = 22, Kojy ocobuny uma dynkumuja g, a Hema

dbyukmuja f?7 Oynknuja g je uHjeknnja, a pynkuuja f To HuUje.

Komnosumuja dyHKImja

Kao u 3a mojam dbyHKIMje TOCTOjU OMUCHO TMPEICTAB/bAE IIITA, j& KOMIIO3UIIN]ja, IBE
dyukmuje f: X - Y ug:Y — Z. lIpoussoban enemenT x ckyma X WMa CIUKY
f(x) y ckyny Y. Barum, enement f(x) ckyna Y uma ciuky g(f(z)) y ckyny Z. Ha
Taj HAYWH JOOUIN CMO jeaHy (PyHKIHN]y u3 cKymna X y CKyI Z, KOjOM CBAaKH €JIEMEHT
x ckyna X mobuja canky g(f(z)) y ckyny Z.

3a tpu ckyna X, Y u Z u nBe dysknuje f: X — Y u g:Y — Z komnosuryja
dyukuuja f u g, y o3uauu go f, jecre dpynkuuja u3 ckyna X y CKyll Z TakBa Ja 3a
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cBaku ejement x ckyna X Baxu: go f(x) = g(f(x)). Apyrauauje pedeno, go f je
nozackyn ckyna X X Z uuju ejaementu cy csu ypehenu naposu obsuka (z, g(f(x))),
z € X. IlpeacraBuMo TO HA jeIHOM NPUMEDPY.

Mpumep 6  Ilocmarpajmo ckynose L = {a,b,c}, B={1,2,3, 4,5} u
K ={A,B,C,D} u byukuuje f: L > Bug: B — K:
f=A(a,1),(b,4),(c,5)} m g = {(1,4),(2,€),(3,B),(4,4),(5D)}.
Kowmmoznnimja dyukmmja f u g je dyukimja go f u3 ckyna L y ckym K:
go f(a) = g(f(a)) = g(1) = A
go f(b) =g(f(b) =g(4) =A
go fle) =g(f(c)) =g(5) =D

WU JIpyraduje:

gof= {(CL, A), (b,A), (c, D)}

[Ipumerumo ga y lMpumepy 6 mmje moryhe mampasutn dyHKImjy f o g. Amm
ako nocmarpamo gpyaxuuje f,g : X — X, oHga mocroje u KOMIO3HIMja f © g U
koMmmo3uija g o f. Y ToMm ciaydajy Hamehie ce nurame: 1a M BaXKU JEIHAKOCT
fog=go f? llornemajmo caenehu mpumep.

Mpumep 7 Mmawmo ckyn K = {A,B,C,D} u dbyukuyuje f : K — K u
g: K— K:

= {(A7 0)7 (B’ D)v (C, B)7 (Dv A)} ng= {(A7 A)7 (Bv A)7 (07 B)v (Dv D)}
Y oBoMm npumepy nocroje u GyHkimja g o f u dyukiuja f o g:

gof = {(Aa B), (B’ D), (C’A)’ (D’A)} u fog = {(Aa ), (B7 C)’ (Ca D)’ (DvA)}'

Quurnenno je na cy go f u f o g nBe pasnuunrte GyHKIH]E.

Ha nurame: ma qm 3a npoussosbue pynkiuje f,g: X — X Baxun go f = fog
OBUM HPHMEPOM CMO Jajiu oJaroop. Oarosop je: HE. Aum, jeaHa japyra ocobuHa
BayKM 3a KOMMO3UIHN]jy dbyHKIMja. Axo nmamo tpu dyukmuje h: A — B, g: B — C
u f : C — D, urpajyhu ce 3arpagama moxkemo (GhOpPMUPATH JIBE KOMITO3UIIH]e:
komno3uijy (f o g) o h u komnosuiwmjy f o (g o h). Ilocrasba ce nuTame: na Ju
cy oBe JBe kommosunuje jennake Kao dyuknuje? Oxprosop je: TA. To 3maum ma ce
3arpaJje Mory usbpucaru u npocto nucatu f o g o h.

3apgatak 2 Ilocmarpajmo tpu dyuknuje h: A — B, g: B—Cu

f: C — D. Tokazahemo na cy dbyukuje (fog)oh u fo(goh) jennaxe.
[IpBu ycioB je na dpyHKIMjE Unjy jeJHAKOCT UCIUTYjEMO MOPAjy UMATH
uctu pomen. Taj ycios je mcemymen, nomen u ynkmmje (fog)oh u
dbyukmje fo(goh) je ckynm A. Mopamo mokasaTh Jia 3a CBAKH €JIEMEeHT
x ckyma A Baxku: ((fog)oh)(x) = (fo(goh))(x). Yzehemo npoussoban
esleMeHT cKyna A u nokasaru Ja je mwerosa ciauka Gyskuujom (fog)oh
jennaka mwerosoj caunu pyakuujom f o (goh). 13 ocobune na ce re ase
dyukuuje noksanajy sHa jeHoM 1pou3BosbHOM (6MII0 KOjeM) ejieMeHty
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ckyma A, ciaenu fa ce oHe MOKJIANajy Ha CBaKOM ejieMeHTy ckyma A. 3a
[IPOU3BOJ/bAH €JIEMEHT T CKyla A mmaMmo:

(f 0 g) o h(x) = (f o g)(h(x)) = f(g(h(x)))-
C apyre crpane uMamo,
fel(goh)(z)=f((goh)(z)) = flg(h(z))).
[Tokazann cMo fa 3a MPOM3BOJbAH €TEMEHT T CKyma A Bayku:
((fog)oh)(z) = (felgoh))(z)
Hakie, dyuxuuje (fog)ohu fo(goh)cy jennaxe.

[Tornemajmo jour jeany Bpcry dyHKIHja KOje Cy BeOMa BaXKHE 3a KOMIIOBHUIIA]Y
dyuknuja. 3a 6wio koju ckyn X gedunuiiemo dysrnujy iy : X — X Ha caenehu
Hauun: ix(r) = x. Qysxkuujy ix HazuBamo uiueHrudka dyHkumja ckyna X. 3a
npousBosbHy GyHkuujy f: X — Y u uaenruuky pyskuujy ix : X — X Baxku:

foix =

HNHuBep3Ha dyHKIMja

Onucuo u He Gaml nperusHo, nojaM uHBep3He (pyHKIMje 3a MPOU3BOIbHY (DYHKIU]Y
f: X — Y 6u 6mo npeacraBsbeH Ha ciaenehin Hauna. [ocmarpajMo jeman OpurnHadl,
HEKH eJIeMeHT ¥ cKyna X ¥ meroBy cauky dyukuujom f, exement f(x) ckyna Y.
Opurunan = je dbyuxmujom [ oruimao y f(z). Hamelie ce nurame o Bpahamy ciuke
y ¢Boj opurunai. Ja s nocroju dbyskuuja u3 ckyna Y y ckyn X koja spaha f(x)
y 7 Ako rakBa (pyHKIMja IIOCTOjH, OHZA je OHA MHBep3Ha (yHKIMja GyHKIuje f.
pyrum peduma, komuosuuuja ¢gpyakuuje f u oBe ¢pyHKuuje OUI0 KOjU €JIEMEHT X
ckyna X CIWKa y Fera caMmor.

IMocmarpamo weky dyurumjy f: X — Y. Axo 3a 1y dyukuujy f mocroju
dyukmmja g : Y — X, rakBa ga je dyHkKIHja g o f naeHTHUKa GyHKIHMja HA CKYILY
X u na je dyuknumja f o g waenTudka GyHKIHja HA CKyTy Y, Tj. Ja BayKu:

gof=ix m fog=iy,
Taja je g unsep3na dynknuja GbyHxnuje [ 1 meHa o3Haka je 1.

[Ipumerumo na ce me TBpauW 1a cBe GbyHKIHje nMajy nHBep3HY dyHKIHjy. Ha
nuTame Koje GbyHKIuje nMajy uHBep3Hy (QyHKIwm]jy, onroBopuhemo y cieaehem 3a-
JIATKY .

3agatak 3 Axo je dyuknuja f : X — Y Oujeknuja, OHIA OHA MMa,
jemuucTBeny nusep3ny ¢byuxuujy f'. Tom DYHKIHjOM CBAKH eI€MEHT
y ckyna Y uma Bpeasocr x u3 ckyna X 3a koju Baxu f(x) = y, 1j.
weHn naposu cy obauka (f(z), ).

IMokazkumo ma Baxku oBa ocobuna. Ilocmarpamo moackym JlekapToBor
npomu3soga Y x X, Koju hemo o3naunTy ca f~ !, amju cy eeMeHTH HapOBH
(f(z),z) 3a cBe ememente x ckyna X. [a au je Taj moackymn jemHa
dbyukuuja uz Y y X7 a 6u 6uo 3amoBosben ycsos (1d) mopa ckyn
CBUX IPBHX wiaHOBa ypehenux maposa u3 f ! 6uru jesmak cxymy Y.
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Taj ckyn je ckyn f(X), a kako je f cypjekumja umamo f(X) =Y 1j.
ycaos (1d) je sapmososben. [ro ce ruue yenosa (2¢d) nocmarpajmo asa
eJIEMEHTA TOI CKylla KOju uMajy ucru upsu wian: (y,z1) u (y,z2). Ilo
nebunnmmjn bynxmuje f1 umamo y = f(xq1) ny = f(x3), ma go6ujamo
ma Baxkn f(x1) = f(z2). @ynkimja f je nnjeximja, na n3 f(x1) = f(z2)
3aKJbydyjeMo Ja je x1 = To. Jlakie, mocMaTpaHu TOICKYII 33/I0BOJhaBA 1
yeros (2d). Tobujamo aa f~1 jecte jemna dbynxuuja us ckyna Yy ckym
X. Hocmarpajmo caga dbyuxuuje f~'o f u fo f~!. JTomen dpynkuuja
flofuix jeckyn X, a 3a HPOU3BO/AH €IEMEHT X CKyla X HMAaMO:
flof(x) = f(f(2) =2 =ix(z). Jaxne, ynkmuje f~1ofuix cy
jemmake. Ha MOTIyHO MCTH HaYUH ce HOKa3syje aa cy ¢yuxmuje fo f~!
U iy jemHaxe. J3akmbydyjeMo fda dyHKumja f! jecte jemma mmBepsHa
byukupja pyaknuje f. Jda Oucmo mokazaiu jeqMHCTBEHOCT (DYHKIH]je
£~ npermocrasumo ga mocroju jom jenua dpyukmuja g, g : Y — X, 3a
Kojy Baxkm go f =ix m fog=1iy. Tamapaxku flof=gof=ixmu
fofl=fog=iy u nobujamo:

“l=floiy=f"lo(fof)  (epje fofT'=iy)

= (f~tof)of! (ocobuna kKommnosuimje byHKIIja)
=(gof)of! (jepje f1of=gof)
=go(fof™h (ocobuna kommnosunuje dbyHkimja)
=goiy =g (jep je fo f~' =iy)

Jakie, dynxmuja f~! je jernaxa GyHKIHjH g, Ta IMAMO jeJUHCTBEHOCT
mmBepsne bynkmmje f1.

Mpumep 8  Ilorsenajmo oner dyHKIN]jy KOjy cMo ocmarpann y [pumve-
py 3 u Mpumepy 5, byrkmmjy f : R — R, f(zr) = 22. VY lNpumepy
5 cmo mokazanm ga f Huje cypjeknmja HuTH uHjeknuja. ledunucann
cMo pecrpuknmjy dyukmmje f Ha ckyny RT dymkmujy g : RT — R,
g(z) = 2% xoja je mmjekmuja u g(R*Y) = RT. Cama mocmarpajmo
byrkmmjy h: RY — R, h(x) = 22. @ynkmmja h je 6ujexnuja, maxie,
nocroju dynxmuja h~!: RT — R 3a xojy Basku:
hloh=igs u hoh !=igs.

To 3Ha4M Ja 3a IPOU3BOJbAH eleMenT x u3 R paxu:

h=toh(x) = h=t(h(z)) =h~1(2?) ==
u hoh=Yx) = h(h=Y(z)) = (h1(2))? = z.

Bakmydyjemo aa je h~! mosnara kopena dbynkuuja, h~!(y) = VY- (Axo
xohemo 1a momryjemo yobudajeHe O3HAKE, /1a CE OPUTHHAJ YBEK 30BE
T, a CJIUKA Y, OHIa mobujamo ma je mHBep3Ha dyHKIWja dyHKIHjE h,
dbyrkmmja b~ : RT — RT, h=1(2) = /x.)
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Omnepanuje

Maremaruka je jako 60orara npumepuma onepaiuja. Cabupame, 0/ly3uMarmbe, MHOKe-
e, JIeJberhe TPUPOIHNX, MEeJNX, PAIMOHATHUX MM peajHuX OpojeBa, cBe Cy TO
npuMepu oneparmja. Ha mpumepy cabupama mpupogHux OpojeBa, AeTajbHuje hemo
IpeacTaBuTH mojam omeparmje. Kako mpupomme Gpojese cabupamo? Y3meMmo 1Ba
npupoana 0poja, Ha npumep 2 u 3, IPUMEHUMO OIMEPAINN]Y + U KAO PE3YITAT Te
onepammje o6ujemo rpelin npupogan 6poj, 6poj 5. [IpuMeTnMo 1a cy 3a 06ABIbAE
OBe omepanuje morpedbua aBa objexta (6poja), ma je ona bunapHa onepanuja. Pesyn-
TaT Omepalnuje cabmparma aBa Opoja je o0jekar mcTe BPCTE KAO W OOJEKTH HA KOje
cMo npuMeHHsn onepainjy. Hanve, cabuparmem JBa mpupo/Ha Opoja Kao pe3ysiarar
nobujamo tpehu (tauno jeman) npupoznan 6poj. Ilpouec cabupama jako noaceha Ha
bYHKIH]jY: y3eau cMO IBa 00jeKTa, Tj. jeman map objekara, u MPUIAPYKUIA CMO UM
TayHo jexan objekar (wuxos 36up). To 3nauu ja je cabupame upupoiuux 6pojesa
jemna dynknmja n3 ckynma N x N y ckym N.

Oynkiyja o u3 ckyna X X X y ckyn X, o : X xX — X, nazua ce OunapHa omnepa-
n@ja o Ha cKymy X.

ITocmarpame HAIUX CTApUX OIEpaldja HA OBAj HAYUH JIOHOCA HAM HOBOCTHU Y
BUXOBOM 3anucuBamwy. Ouepanuja cabupama je caga dyskiuja + : N xN — N, na
YMEeCTO Harer crapor 3anuca 24+5 = 7 umamo 3anmc +(2,5) = 7. Aan, yobudajeso je
J1a 33 OUJI0 KOjy OMHAPHY OIepalyjy * yMecTo 3anuca *(, y) KOpUCTUMO IIPUPOHUI
x xy. Canma hemo mpusHaTH Ja CMO y OJe/bKY O CKyNOBHMAa HAMEPHO U30GEeriu Ja
VHH]Y, IpeceK, pa3iauky u JlekapToB mponu3BO ABA CKyla HA30BEMO OMepalnjaMa.
Yekaau €MO 1 ce 3BAaHMYHO ymo3Hamo ca onepaiujama. Canga moxkemo pehu ja
cy TO OMHApHE Omepanuje Yuju Cy MoJa3Hu 00jeKTH JBa CKyma (map CKyloBa), a
pesyarar Heku Tpehu ckym. [Ipumernmo ma, Kaga ce TOBOPHU O OTepaIjama Mpecex,
VHHja, pa3auka 1 leKapToB MpOU3BOJ U caMa OTepaIlija U IeH Pe3YJITAT UMAa]y UCTO
nme. Hanwme, pehiu hiemo omeparnuja npecek N, amau u npecek X NY | u ucro 3a yuwujy,
paznuky u lekapToB MpOU3BOIL.

VYkaxkumo Ha HeKe merasbe. [IpBo, momceTmMo na cy enementn ckyma X X X
ypehenn mapoBu, Tj. ma je OuTan pemocyien 4iaHoBa y cBakoMm ypehenom mapy. Ha
mpuMep, OTepalrja OLy3uMambe Ha CKYITy [eJauX OpojeBa Z maje pasjinduTe pe3yi-
rare 3a ypehenu map (5,2): 5 — 2 = 3 u 3a ypefenu nmap (2,5): 2 -5 = —3.
Hpyro, Kajga kaxkemo 1a je omeparnuja PYyHKIHja, OHIA CE€ MO TUM IOAPa3yMeBa
Ja 3a ceaku eneMenT n3 X X X mocroju pesynrar y X. Ha mpumep, 3a cBaka nBa
nesa Opoja & W y pe3yaTar ody3uMama T — Y je 1eo 0poj. Ajm, ako omy3umarbe
xohemo 7a nedbWHUIIIEMO HA CKYITy TIPUPOIHUX OpOjeBa, OHIa uMaMo cieaehu mpob-
agem. Kaxemo na je ro dynkiuja — : N X N — N u norpaxkumo —(2,5), 1j. 2 — 5.
Pesynrar oBor oxy3umama je meraruBan 6poj —3, KOju HUje TpuUpoJan OPOj, ma He
npumaia Kojgomeny ¢gynkuuje —, ckymy N! HopmaJiHo je ga ce 3anuraMo 1a Ji je
OHJIa ofy3uMarhe orepaiija Ha ckyny N7 3awncra, HUje HCITyHEeH YCJIOB J1a CBAKH
enement ckyna N x N nma ciauky y ckyny N omepanmjom —. Mu hemo nnak pehn
Ja Oy3uMarbe jecTe omepanuja Ha cKymy N, ¥ TO jeaHa MapIirjaaHa Omeparmja Ha
ckymy N. Ta omepamuja maje pesyarare camo 3a Heke mapose m3 N X N, mapose
(z,y), KOju 3ag0BOBABAjy ycaoB T > y. [esbemwe je napuujajiHa onepanuja Ha




32 I'IABA 1. YBO/L,

ckyny peasnux 6pojesa R, jep camo 3a mapose (x,y) KOju 3a70BOJbaBajy YCJIOB
y # 0 mocToju pesyarar T : y.

Onepauuja gyxune n (n > 2) Ha Hekom ckyny X  3a mpupozman 6poj n Behu ox 2
dyuknuja o : X™ — X je jemna omepanyja o gyXKWHE 1 HA CKyTMy X .

Mpumep 1  Kao mpumep jemme omeparmje mayKuie 4 Ha CKYILy IEIAX
6pojesa Z nedunucaliemo onepauujy *. 3a cBaky 4erBopky (x,y,z,t)
u3 ckyna Z* onmepanuja x : Z* — Z je: x(x,y,2,t) = (x +1t) - (y — 2).

VHapHa onepauuja Ha ckyny X  Oyukmuja o : X — X je omeparmja myxKuHe 1
Ha ckymy X, Tj. yHapHA omnepamnuja Ha ckymy X. Moxke ce mocMarpard U yHAPHA
omeparija Ha B3 pa3auyuTa ckyma X u Y, a TO je HHUINTA APYro HEero obWYHa
dynkmuja f: X — Y.

Mpumep 2  ITocmarpajmo HEKH cKyn X ¥ HEroB HapTUTHBHE CKy PX.
Ba cakm MoAcKyn Y ckyma X TpaBibeme KOMILIeMenTa Y y OIHOCY Ha
ckyn X je jemHa yHapHa omepanuja Ha ToM ckymy PX. Moxkemo je
osaxo 3amucatu: ¢: PX — PX, c(Y)=Y,3aY € PX.

Mpumep 3  ®ymkmmja f : R — R, f(z) = % 3a cee x # 0 je jeqna nap-
IpjaJiHa yHApHA ornepanuja Ha ckymy R. Ako mocMaTpamMo pecTpukIinjy
dynxrje f na cxkyn R\ {0}, dymxumjy g : R\ {0} =R, g(z) = 3, onza
je g ynapua onepanuja Ha ckynosuma R\ {0} u R.

HynapHa onepauuja Ha ckyny X  Heko u3aBajame jegHor ememenTa ckyma X Kao
moceOHOT je omepanuja ayxuue 0 Ha ckymy X, Tj. HyJapHA Oomeparnja Ha ckymy X.

Mpumep 4  3a meku ckyn X u meroB mapTutuBhu ckyn PX usnpajambe,
Ha npuMep, mpassor ckymna () xao mocebnor enemenra ckyuna PX je y
CTBapW jegHa HyJapHa omeparnuja #Ha PX. PermmMo ma cmo Ha ucth
HAYWH MOIJIM W3IBOJUTHU W OWJIO KOjU JPYTHU €JIEeMEHT TOT CKYyTa U TaKO
JeduHECATH HEKY ApYry HyJIapHY omneparujy Ha ckymy PX.

BunapHa onepaunja Ha ckynosuma X, Y u Z Moske ce mocMaTpaTh W OMHAPHA
orepanuja Ha ckynoBuma X, Y u Z Koju Hucy jennaku. Ta 6unapna omepamnumja je
dbynkmujao: X XY — Z.

Mpumep 5  Tlpumep OwHApHE OmMepaluje HA CKYTIOBUMA KOjU HUCY jelI-

HAKW MOXKe OWTH Omepanuja ,,IPaB/bemhe pa3jgoMaka’ Ha CKYMOBHMA

HenX, IPEPOJHAX U paruoHaannx opojesa: Z, NT u Q.

To je onepanuja r: Z x Nt — Q, r(i,n) = %
Onepauuja gyxune n (n > 2) Ha ckynosuma X1, ..., X, 1Y  3a npupoman 6poj n
Behwu ox 2 dyukmmja o : X7 X ... x X;;, — Y je omeparuja o nyKuHe n Ha CKyTOBHMA
X1, o, X u'Y (mehy kojuma moxke 6UTH U jeIHAKHX).

Maga oneparmuje mayxkune n 3a n > 2 mocroje, najuernhe ce cpehemo u pamaumo

ca OMHAPHUM, YHAPHUM U HYJIAPHUM OlEpaIjaMa.
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Ocobune GmHApHUX ollepanuja

Ocobune bDunapHUX oneparmja Koje heMo mpeacTaBuTH y OBOM O/IeJbKY, Beh Cy mo3-
HaTe 0cOOMHE KOje BayKe 3a, Ha MpHUMep, cabupame WIn MHOXKEhe ABa Opoja, a To
Cy KOMYTATUBHOCT U aCOIMjaTUBHOCT.

3a OuHApPHY Omepanujy * Ha cKymy X KayKeMmo Ja je KOMyTaTHBHA aKO 33 CBAKa
JIBA €JIEMEHTA T W Y CKyma X BaXKW: T * Y = Y * .

3a GuHapHY omepanujy * Ha cKymy X KaykKeMo Ja je acOIjaTHBHA aKO 33 CBAKa
Tpu esieMeHTa T, Yy u z cKyna X Baxu: (T xy)*x z = * (y * 2).

Koje xomyrarusue n acouujarusae omnepaiuje 3aamo? Cabupame u MHOKEHE
(ma yobuuajenoj BpcTu OpojeBa) Cy M KOMYTATUBHE M aCOLUjATUBHE OIEpallyje.
[Mpumehyjemo 1a oay3uMame U JI€/herhe HUCY HU KOMYTATHBHE HH ACOIMjaTHBHE.
On omepanuja HA CKYNOBHMA, YHUjA M TIPECEK Cy W KOMYTATHUBHE W ACOIUjaTUBHE
(Buaeru ocobune TUX oulepanuja y OJesbKy O cKynosuma). Pasziuka ckylosa Huje
HI KOMYTaTHBHA HU acOIMjaTHBHA onepainja. ¥ oJe/bKy o (DyHKIIMjama MOKa3an
cMo Ja 3a aBe npousBosbHe dyukIiwje f,g: X — X ne Baxu go f = fog, 1j. 1a
orepanuja Kommosunuje GyHKIMja HIje KoMyTaTuBHa. MehyTum, nokasaan cMo Ja
KOMITO3HITHja (PYHKIHjA jecTe acoIrjaTuBHA, OepaImja.

Ha pajy maBenmmo jeany ocobmHy Koja ce OIHOCH Ha Be3y JBe OWHApHE orre-
parmje, 0COOMHY AUCTPUOYTUBHOCTH.

3a OuHApHY omepalujy * Ha CKymy X KaxKeMo Ja je JUCTPpUOYTUBHA C JIeCHA y
OJIHOCY HA OMHAPHY OIepalujy ® Ha CKyiy X, aKO 3a CBAaKa TPH €JIEMEHTa X, Y U 2
ckyma X BaxKwu:

(xoy)xz=(xxz)e(yx2).

Amnajiorno Tome JgeduHUIIE ce ¥ JUCTPUOYTUBHOCT C JIEBA OTMEpaIyje * Y OTHOCY
HA ONEpallijy e: 3a CBAKA TPH €JIeMEHTa X, Y U z cKyna X BaxKu:

zx(xoy)=(zxx)e(zxy).

[Tpumernmo 1a axko je omeparyja * KOMYTATHBHA, OHIA aKO BAaXKW IUCTPUOY-
TUBHOCT C JIeCHA BaXK! M JUCTPUOYTHUBHOCT C JieBA M OOPHYTO.

Hajnosnarwja aucrpuOyTUBHOCT je AUCTPHOYTHBHOCT MHOXKEHa y OTHOCY HAa
cabupame:

(x+y)-z=(z-2)+(y-2) u 2@ty =(z-2)+(z-y)
JIOK HE BayK¥ JUCTPHOYTHUBHOCT cabupama y OJIHOCY HA MHOKEmE:
(-y)+z#(x+2) - (y+2) 2t (z-y) #(z+2) (2+y)

VY ozespKy 0 CKyHOBUMA BHJIEJIH CMO /I3 je OLEPalyja IpPeceK JAucTpudyTUBHA Y
OJIHOCY HA YHUjy W 1A jeé YHHja AUCTPUOYTUBHA y OJHOCY HA MPECEK.

O 6pojHOoCcTHM omeparumja

Oamax HA HOYETKY peruMo Ja hemo oBje pazmarparu OpojHOCT OMHAPHUX Olre-
panuja Ha HEKOM KOHAYHOM cKymy. IIpe mHero mro Kaskemo HeITo O HXOBOj OPO-
JHOCTH, TIOKa’KHMMO jOII jeJaH HAYWH IPeJCTaB/halba TAKBUX OIEPAIH]a.

MNpumep 6  Buio Kojy bmHAPHY OMEPAI]y * Ha HEKOM KOHAYHOM CKYITY
A ={a,b,c,d} moxkemo 12 npescTABUMO TAOETOM:
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AKko xohemo Ja oapeaumMo pe3yirar ¢ * b, oHjga npoHaljeMo eJleMeHT ¢ y
upBOj KoJioHu (ca JieBe CrpaHe BEPTHKAJIHE JIMHUJE) U eleMeHT b y up-
BOj BpCTH (M3HAJ, XOPU3OHTAJIHE JIMHU}E) W y MPECEKY BPCTE Y KOjOj ce
HAJIAa3U Taj €JIEMEHT ¢ U KOJIOHE y KOjOj Ce HAJIA3W Taj eJIeMEeHT b mpovu-
TaMo pe3yarar cxb, enement b. OBakap jeJHOCTABAH U MPETJIEIAH HAYNH
[IpeICcTaB/batba OuHapHe omepanyje Ha cKylny A je 3ameHa 3a ayradaxk
CIINCAK jJeTHAKOCTH: 4 % a = a, a *x b =0b,...

Hauwnn 3a7aBama OnHapHe Omepaliije Ha HEKOM CKymy X TabeoM je jako moro-
JaH ako ckyn X mMa KOoHadaH Opoj ejlemMeHaTa.

3asaBabe OMHApHE Olepalje Ha KOHAYHOM ckyny X tabesom nmomohu he Ham
JIa OITOBOPHUMO HA IMUTAE: KOJUKO PABTAIUTHX OMHAPHUX OIePaIlfja MOXKEeMO Hall-
paBUTH Ha HEKOM KOHa4yHOM cKymy X! Axo ckyn X mma m ejemMeHara IPaBUMO
Tabesy, Kao y MPETXOMHOM IPUMEPY, Ca M €JIE€MEHATa y BPCTH H M €JIEMEHATa Y
kostonn. Jlakie, meo tabese y Kome OesiesKuMO Pe3yJiTaT orneparije 3a JBa eJIeMeHTa
(kao TIpecek jeqHe BpcTe W jeqaHe Kojowe) mma m - m = m? noma. (Komkperrno y
namewm [pumepy 6 Tabena uma 42 = 16 mosma 3a mucame pesynrtata.) Kama Ta
M0Jba MOMYHUMO eJIEMEHTHMAa MOCMATPAHOr cKyma X Ha jeJaH HAYWH, OHIA T00U-
jamo jemny Gunapuy onepanumjy zHa ckyny X. ¥ [lpumepy 6 na cBako ox 16 mospa
MOXKEeMO CTaBUTH jefaH of 4 emementa ckyma A, Tj. Tabesy MOKeMO TOTYHUTH HA
416 = 4% yauuna. Jaxse, na ckymy A u3 Mpumepa 6 moctoju 416 = 44° pazmranTix
OMHApPHUX Olepaldja, a Halna OMHApHA, oneparyja neduHuCaHa y JaT0oj Tabenn je
caMo jeJTHa OJT ’hUX. ¥ OMINTEeM CIydajy, 3a cKym X ca m ejleMeHaTa, Ha CBAKO MOJbe
MOZKEMO JIa CTABHMO HEKHU Ol M ejieMeHaTa CKyma X, Tj. mMamMo m moryhaocrtu 3a
TTOTTyhaBahe CBAKOT mosba. Jlakje, HaYMHA 3a TOMymaBame Tabere mMaMo mmz7
ma je Opoj pasnuuuTuxX OWHAPHUX ONepaluja Ha ckymy X ca m eIeMEHATa jeTHAK
mm. Penmmo n ma paznmyauTux omeparnyja Ay:KAHE 1 Ha CKymy X ca m eJleMeHaTa
uma m™" . Tako 6poj GuHAapHEX omepauuja Ha cKymy X, 6poj me, jecte y cTBapu
Opoj omeparuja AyKuHe 2, Tj. Caydaj Kaga je n = 2.

MaremaTudkKe CTPYKTYype

Ako xolieMO g KaxkKeMO LITa je TO pesalyja ujid olepaluja HoTpebHO HaM je Ja
moMeHeMO u Heku cKyn. Hawmwme, nmpu meduHuCcamy pesaluje Win Omeparje mpBo
MMaMO CKYII, TIa 3aTHUM Ha FETOBUM eJIeMeHTHUMA IeUHUIIEMO PEJIAI]y, OJHOCHO
omepanujy. AKo nMaMO HeKd HemnpasaH cKyn X W Ha eJIeMEeHTHMAa TOT CKYIa HEKe
passipuure onepanuje (MOXKIAa U CaMO JeIHY) *, *, O U ®, OHJA KaxKeMO Ja Taj
CKYyIl U T€ Olepaluje duHe jeHy CTPYKTYPY, KOjy 30BEMO ajrebapcka CTPyKTypa
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u o3HayaBaMo (X, *,%,0,e). MoxKeMO HAPABUTU U CTPYKTYPY KOjy UMHE CKYII
X, meke penaruje nm3mely meroBux ejemMeHara, Ha NPUMED P U O, W HEKe Olre-
pamuje Ha HErOBUM €MMEHTHMA, HA IPUMED *, * U o. TakBy CTPYKTYypPy 30BEMO
peJIannjCcKo-oTepaImjcka CTpykTypa, (X, p, o, %, *, e). Hecro ce ckym X 30Be Hocau
anrebapcke WM penarpjcko-onepanujcke crpykrype. Ha npumep, (N, >,+,:) je
jeIHA PEeJIaIMjCKO-0IePaIlnjCKa CTPYKTYyPa Ca HOCAYeM CKYIIOM MPUPOIHUX OpojeBa
N, bunapuom pesarujom > u OMHAPHUM Omepanujama + u -.

Ncka3m n Be3uuiu. VMcruHOCHA BpeaHOCT mCKasa.

Nckazn

VY omepKy O mpemMeTy JIOTHKE TOMEHYJd CMO HOCeDHY BPCTY DPEYeHHUId, HUCKase.
Ucka3u cy pedenurie Koje MMajy UCTUHOCHY BPEIHOCT, Tj. 3a KOj€ MMa CMUCJA IIH-
TaTU Ja JId Cy ucrunure iy jaxkue (neucrunure). Hanomenumo ja je upuponuuje
pehu 1a je ucka3 HEMCTWHWT, aJii MU NeMO Ka0 TEXHWYKHW TEpMWH, 300r Kparkohe,
3a HEMCTUHUTE WCKA3€ TOBOPUTH JIAYKHHU.

IIpumepn nckaza TPUPOTHOT je3WKa CY:

(1) Huxoaa Tecaa je pohen y Cmumany.

(2) Bpoj 7 je npouseod bpojesa 4 u 2.

(3) Mamuua cpncka je ocnosana y Kpywesuy.

(4) 3a ceakxu npupodan b6poj sasicu da je eehiu 00 —1.

(5) Amenme 212 je najecmapuje cpncko nozopuwsme.

(6) Bpoj 5 je sehu 0d Gpoja 43.

(7) Haja Josanosuh je nacaukao cauky ,,Ceoba Cpba”.

(8) Hocmoju yeo 6poj xoju je pewerse jednavwune  + 2 = 0.
(9) Krouey ,,Panu jadu” nanucao je Janunro Kuw.

Meby oBnm nckaszuma ncrnantu ¢y nckasu (1), (4), (7), (8) u (9), a uckasu (2),
(3), (5) u (6) cy maxkuu.

oroBopumo ce J1a paJid jeTHOCTABHUJET 3aTTMCUBAHA NCKAa3€ 03HATABAMO CJIOBUMA,
D, q, T,... Jaxie, KaJa HANUIIEMO CJIOBO P TO 3HAYM Jia HA ETOBOM MECTY MOXKe
CcTajaTu Ma KOjU KOHKpETaH MCKa3.

Besuumnn

On nckaza mpaBNMO HOBe, CJIOXKEHHje ncKa3e moMohy Be3HWKa, KOje 30BeMO JIOTUYIKHI
BE3HUIM. JIOTWYKY BE3HUIN CY: ...Us...} ... UAU...] GKO ..., OHOG ...; HE...] ...AKO U CAMO
axo.... Kama nmamo mBa uckasa p u ¢, OHAA y3 momoh, HA TpUMep, BE3HWKA UAU
MPaBAMO HOBH WCKA3 P uAu ¢. Uum HOpMHUPAMO HOBH WCKA3, y HAIIEM CJIydajy
HUCKa3 P UAU ¢, IOCTABJ/bA Ce HAJBAXKHU]E IUTAE: 1A JIU je Taj HOBU MUCKA3 UCTUHUT
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niu jakan? VIcTHHOCHE BPEIHOCTH CJIOYKEHUjUX MCKa3a oapehyjy ce 1Mo NpUHIUILY
UCTUHOCHE (DYHKIMOHAJIHOCTH, Tj. MCTHHOCHA BPEJIHOCT CJIOKEHHUjUX NCKA3a 3aBUCH

OJ1 UCKA3a P U ¢, BPCTE JIOTUIKOT BE3HUKA MOMONY Kor je hopMHUpaH Taj HOBU UCKA3
(y marmem mpuMepy BE3HUKA UAU) W HU OJ Yera IPyTOr.

[IpencraBumo caj, TOTHYKE BE3HUKE W OJrOBOPUMO HA MHUTAHA O UCTHHUTOCTH
MCKa3a KOju ce m00mjajy moMohy THX BE3HHKA.

1.

Konjyakumja (Be3HHK u)
[Tornemajmo nckas:
Bypa Jaxwuh je 6uo nechux u caurap.

OHO 1IITO HAM CAOTIIITABA, OBAj UCKA3 MOXKeMO pehu U MCKa30M KOju YMHE 1Ba,
7CKa3a MOBE3aHA BE3HUKOM U:

Bypa Jaxwuh je 6uo nechux u Bypa Jaxwuh je 6uo cauxap.
Konjynknmja nckasa p u q je uckas:

pbpug.
3a Be3HUK U KOPUCTH ce Toceban cUuMOOJ A, KOju ce 30Be U KOHjyHKIHja (Kao
u cam uckas). Crora uCKa3 p u ¢ 3aIUCyjeMO

pPAg.
Be3nuk u je Be3HUK UPUPOAHUX je3uKa. Y HPUPOIHOM jE3UKY MCKA3 P U ¢ je
HCTUHUAT CAMO aKO Cy 00a uckasa p u ¢ uctuuauta. Mcro he Baxkutn u 3a nckas
PAQ.

Nckas3 p A ¢ je NICTUHUT aKO je p NCTUHUT W ¢ je UCTHHUT,

a JIayKaH je aKo:

(1) p je ucTunut u q je JaxKaH,

(2) p je naxaH u ¢ je ucTuHUT,

(3) p je maxan u ¢ je jaxaH.

Jlakye, ucka3 p/Aq je UICTUHUT CaMO y CJIyYajy Kaja cy 00a MCcKasa, p
¥ ¢ UCTWHWTA, 3 JIAYKAH je aKo je 6ap jemaH O MCKa3a p U ¢ JIaXKaH.

Hucjyakumja (Be3sHUK uau)
JrcjyaKImja ucKa3a p u q je UCKas:
D U q.

3a BE3HWK UAU KOPUCTH Ce TIoceOaH CUMOOJ V, KOjU Ce 30BE W JIWUC]YHKIIN]ja,
(kao u cam ucka3s). Crora UCKa3 p uAU ¢ 3aIUCyjeMO

pVvag.

Ucka3 p V ¢ je HICTUHAT aKo:

(1) p je ucTunur u g je ucTuHuUt,
(2) p je uctunur u q je JsaxaH,
(3) p je saxan u ¢ je ucrunur,
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a JIayKaH je aKo P je JIayKaH U ¢ je JaKaH.
Haxne, uckas p V ¢ je UCTUHUT aKo je Dap jemaH o MCKa3a p u ¢
WUCTUHUT, a JIAXKAH JeJUHO y CJIydajy KaJa cy 00a Ta uCKa3a JaKHA.

WcrakauMo fa y TPUPOIHOM je3WKy MOCTOje JIBA HAYMHA KOpUIhieHa BE3HUKA
usu. Ilormemajmo nckas:

Huxona uma Kruey uaAu CAUKY.
OBuM HCKa30M €€ CAOIIITABA MCTO IITO W HUCKA3OM:
Huxona uma Kruzy uau Huxona uma CAURKY.

Jlakie, nMaMO JiBa MCKa3a [I0BE3aHA BE3HUKOM UAu. Taj MCKa3 je MCTUHHUT
aKo je jemaH O Ta JBa MCKA3a UCTUHHUT, U UCTUHHUT jé W aKO Cy 00a MCKa3a
ucrtnanTa. OBa BPCTA BE3HUKA UAU 30BE Ce MHKIY3UBHO (c1a60) uau. IlocTojun
jOII jemaH BE3HHK UAU, NPEIU3HUje PEYEHO BE3HUK UAU-UAU, KOJU Ce 30Be
eKCKJIy3uBHO (jako) uau. Hanme, ako Kazkemo:

Hukona uma uau Kruzy wau cAuKy,

OHJIA je OBaj MCKa3 UCTUHUT CaMO aKO je UCTUHUT jeJlaH OJf NCKa3a:
Huxona uma xrouzy.

Hugona uma cauky.

Ako cy oba oBa WCKa3a WCTHHUTA, OH je JaxkKan. Mehyrum, y mpupomHom
je3UKy IOHEeKa/l, KaJ KOHTEKCT TO OMOryhaBa, BE3HUK UAU CE KOPUCTH yMECTO
Be3HuKa usu-usu. Ilornemajmo cmemehn nckas:

Huxona je y 6uockony usu na $yobasckoj ymaxmuyu.

VY oBOoM nckazdy ymorpebsbeHO je CaMo jeHO UAlU, & CAOIIIEHO HAM je Y CTBApH
OHO TIITO Ce CAOMIITaBa MOMONY Be3HWKA uAu-uAu. JlaKiae, OBOM PEIEHWUIIOM
je pedeHo:

Huxona je uau y 6uockony usu Ha Gyobarckoj ymaxmuyu.

Jlornuku Be3HWK V KOjU CMO OBJIe JeMUHUCAIN je& BE3HUK UAU U3 TIPUPOTHIX
jesuka u 30BeMO ra joun uHKJIy3uBHa (Koja yKjbydyje, ciaba) JuCjyHKIuja.

IlocTojm m JOTMYKM BE3HWK KOjH OATOBApA BE3HUKY UAU-UAU U 30BEMO Ta
eKCKJIy3uBHA (KOja UCKJbyUyje, jaka) JucjyHKiuja. Taj JOruuKy BE3HUK HPEe-
craBuhemo momoly apyrux Besnuka (Buieru onesbak 2.4.1), anu 3a mwera
nehemo yBomuTu moceban cumOOIT.
NmMmnnukanuja (Be3HUK axo..., onda...)
Nmiumkanuja uckasa p ca ucKa3oM ¢ (TUM peiom) je uckas:

axo p, onda q.

3a Be3HUK aKO..., oHda... KOpUCTH ce moceban cuMbOJ =, KOju ce 30Be u
ummkanuja (Kao u cam uckas). Crora uckas ako p, onda ¢ 3a1ucyjemo

p=gq.
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Wcrakuumo 7a je BaxkKaH peocie]] HaBOjema NCKa3a P U ¢ MPUIUKOM (DOpMu-
pama uckKaza p = ¢. Y UMILUIHKAIUJH P = ¢ UCKA3 P je AaHTENEeJeHC, a UCKa3 ¢
je Kkonceksenc. MoxKeMO rOBOPHTH M O MMILUIMKAIM]H UCKA3a ¢ Ca MCKA30M P
KOja TJIach: ako ¢, onda p. 3a MMILIUKAIIje

axo p, onda q " axo q, onda p

KaxkKeMo J1a Cy jelHa Apyroj obparHe.

Baxknocr uckasa ako p, onda ¢ je y TOME IITO MHOI'Q MAaTeMATHIKA TBPhema
nMmajy taj oonmk. Ha mpumep, uysena Ilntaropuna Teopema ce dbopmysuiie
y TOM OOJINKY:

aKo je mpoy2a0 Npasoyzau, 0HAA je NOSPUWUNG K8adPama Had He2080M TUnome-
HY30M jednara 36upy nospuiuHa K6adpama Had He208UM KAMemama,

MaJla BaykKW W OOpaTHa HUMILIMKAIKja. PermMo Ja OCHM HaBEIEeHOT OOJIHUKA
AMILUIMKALMje: ako P, 0H0a ¢ Ca UCTUM 3HAa4YereM ce yrnorpeb/baBajy U HCKa3H:

1) g je nocaeduya npemnocmasxe p

(

(2) p nosaauu q

(3) us p caedu q

(4) da je q, dosonno je da je p
(5) p umnauyupa q

(6) p je dosowan ycaos 3a q
(7) q je nyoican ycaos 3a p
(8) g je nompebar ycaos 3a p
(9) q je neonxodan ycaos 3a p
(10) p, camo axo q

(11) g, axo p

IIITo ce TMYe NCTUHUTOCTH MCKA3a p = ¢ UMAMO cjaezehe.

Ucka3 p = ¢ je HICTUHUT aKoO:

(1) p je ucTuHuUT U ¢ je UCTUHUT,

(2) p je n1axkaH u ¢ je uCTUHUT,

(3) p je naxaH u ¢ je naxan;

a JIA2KaH je aKO P je UCTUHUT U ¢ je JIaXKaH.

Jaxie, uckaz p = ¢ je akaH caMo y CJIy4ajy Ka/a je UCKa3 p uc-
THHUT, & UCKA3 ¢ JJaKaH. Y CBUM OCTAJINM CIy9ajeBUMa je NCTUHUT.

Nmajyhu Ha yMy Be3HHKE U U UAU IPAPOTHUX je3UKA NCTUHUTOCT KOH]YHKITHje
p A q u nucjyakiuje p V ¢ cy, Ja TAKO KaxKeMo, IIPUPOIHE U OodekuBaHe. Me-
hyrum tako Huje ca wmctwHHTOMNY MCKa3a p = ¢. Hamme, Mu cMO y mpupos-
HOM je3WKy HaBUKJ/M Ja y PEYeHHWIN OOJIMKa ako p, onda ¢ TIOCTOjU HEKa
Be3a (y3pouHO-moc/ieuyHa) u3Mehy mpeTinocTaBKe p U MOCIEIUIE ¢, Tj. Ja ¢
zamcra 3aBucu of, p. Anwm, y oBom popMasHOM HaduHy rpalerma ucKa3a, Tako
He Mopa sa 6yme. Ha npumep, mory ce mocmarpaTu uckasum OOJIMKA:
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Axo je 1 =0, onda je Casa npumoxa /lynasa.

Axo je 1 #£ 0, onda je Casa npumoka Jynasa.

Axo je 1 =0, onda je qynae npumoxa Case.

V 0BUM KMCKa3uMa OHO IITO CAOIIITABA MCKa3 p HEMa HUKAKBe Be3e ca Caip-
2KajeM ucka3a ¢. [1o OHOMe KaKo MO MU yBeJIM HCTHHUTOCT IMILIMKALM]E, CBa,
TPU HABEIEHA MCKA3a Cy UCTUHUTA.

Herauuja (Be3Huk ne (Hugje))

Y mpupomHOM je3WKy TOCTOjU MHOTO HAYWHA /I3 Ce M3Pa3W HeTrallnja HEeKOT
nckasza. llormemajmo nckas:

Huw nuje 2aasnu epad Cpbugje.
Taj ucka3 je y crBapu Heranmja nckasa:
Huuw je 2aaenu 2pad Cpbuge.

Y mpupogHOM je3uKy porobaTHO O W3T/IeJaJia Heraiuja Tor uckasa ¢op-
MYyJIHuCaHa OBaKO:

Huje Huw je eaasnu epad Cpbuje.
IIpuxBatpuBHje je To pehnm oBako:
Hugje mawno da je Huw 2aaenu 2pad Cpbuge.

QopmMasHu HAYWH HETHPAaHa HEKOT MCKA3a je CTaB/barbe Pedr He UCIIPE TOr
HUCKa3a.

Crora je Heranuja ucKasa p UCKa3:
He P.

3a Be3HUK He KOpucTH ce noceban cuMOoJ1 -, KOju Ce 30Be U Heranuja (Kao u
caM UCKa3). 3aTO UCKA3 He P 3allUCyjeMo

Mcka3 —p je HCTUHUT aKO je UCKa3 p JIaKaH, a JayKaH aKo je MCKa3
P UCTUHUT.

ExBuBasiennuja (Be3HUK aKO U CAMO AKO)

[Tornmemajmo mckaze:

Axo je npupodan 6poj desmus ca 10, onda je on dewus u ca 2 u ca 5.

Axo je npupodan 6poj dewus ca 2 u ca 5, onda je on dewus ca 10.

A caza norJie1ajMo HCKa3 KOju MMa UCTO 3HAaYerhe Ka0 OBa /IBa UCKA3a 3aj€/IHO:
Ipupodan 6poj je denus ca 10 axo u camo axo je denus ca 2 u ca 5.
ExBuBajenmnuja nckaza p u q je UCKa3:

P aKo U camo axo q,

nm Kpahe: P axKxo q.
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3a BE3HUK KO U CaAMO aKO KOPHCTH ce mocebaH cuMOOJ <>, KOju ce 30Be M
exkBuBaJsieHmja (Kao u cam uckas). Crora ucKa3 p ako U camo aKo ¢ 3amucy-
jemo

pP<=q.
CAnYHO MMTINKAINjA U 34 €KBUBAJICHIIN]Y P aKKO ¢ TIOCTOje PA3HU HAYUHU
JE3WUKOT M3pazkKaBarma Kao:

1) da je p nompebno je u dosomno da je q
2) p je nompebar u A080MAH YCAOB 30 (

3) da je p myotcno je u dosowmno da je q

6) p je neonzodan u d0BOLAH YCAOE 3G (

(
(
(
(4 P je HYIHCAH U dosoman ycao6 3a q
(
(
(7 P je exeusaneHmMmar ca q

(

)
)
)
5) da je p meonzodno je u dosowno da je g
)
)
)

8) axo je p, onda je q u 06pHYMO

Uckas p & ¢ je ucTuHUT aKo je:

(1) p ucrunur u g je ucrunur,

(2) p naxkan u ¢ je naxka,

a JIayKaH je aKo:

(1) p je ucTunut u q je JaxKaH,

(2) p je naxaH u ¢ je UCTUHUT.

Jaxie, uckas p < ¢ je UCTUHUT caMO y CiydajeBUMa KaJja cy oda
MCKA3a P U ¢ UCTHHUTA niu 00a UCKA3a P U ¢ JAXKHA.

6. Vcruna (Besuuk T) um Jjaxk (BesHuk 1)

Besaunu A, V, = u < cy OnHApHU BE3HWIIN, Tj. IOBE3Yjy ABaA ncka3a. Besnuk
— je yHapHH, IpUMeEyje ce Ha jeman mcka3d. llocToje m HymTapHW BE3HHUITH:
Be3HUK T, 1j. ucruna u L, 1j. jgax (HeucTuna).

Popmanaau jesunu. Cuuarakca. CemMaHTuKa.

Y maremaTuiu ce cpehemo ca cum00IuMa, Onepanuja +, «, —,...; CAMOOJINMA, PeJIaIi-
jar <, =,...; cumboMMa 3a HEemo3HATe: T, Y,...; CAMOOINMA 3 3AMUC MPUPOTHUX
6pojesa: 0, 1, 2,... Kaxxewmo, tu cumbosu npunamajy MareMaTudkoM je3uky. Taj
je3uK ce mcrmde cBojoM jacHohom m mpernu3nomhy. Ipyru nmpumep je3mka ca THUM
KapaKTEPUCTUKAMA, je OUJIO KOjU TIPOTPAMCKHU je3uK. AKO je uuTajall y JoCaJalllmheM
IIIKOJIOBAY yIHO OapeM jelaH MpPOrPAMCKHU je3WK, MPUMETHO je Ca KOJUKOM Ipe-
nu3Homhy cy neduHECaHM O0OIUIM HAapeade, MOTIPOrpaMa, MporpamMa TOT je3mKa.
[IpermusmocT u jacHoha KojuM ce OBH je3uIlu OTHKYjy UhHE X, MOKeMo pehwm, pa-
3JIMMUTHM OJf IPUPOHUX je3uka. Hamme, 60raTcTBO U CII02KEHOCT [IPUPO/IHUX je3UKA
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omoryhasajy Za ce Ha Bulle HauuHA (CTUJICKU JIEIINE WM MArbe JIENO) CAOIIITH
jenna uadopmarmja. C apyre crpane, Te 0COOMHE MOHEKA, JOBOJE 0 BHIE3HAY-
HOCTH U HEJOyMHUIa. Hemnpemu3HOCT W BUIIE3HAYHOCT HE IMOCTOje y je3UNIMMAa KOje
30BeMO (bopMasTHM je3nIin W KOjuMa TPUTIAIAjy W MATeMATHIKN je3UK W TTPOTrpam-
cku je3uru. Haj3mauajuuja kapakrepuctuka GhopMaIHUX je3uka je Hajsehu moryhn
creneH npenusHocTu y gedunucamy peunm Tor jesuka (rj. dopmu Koje uune Taj
jesux).

Kao mrro cmo Beh momenynu y ome/bKy O MpeaMeTy JIOTWKE U JIOTWKA MMa CBOj
dopmasau je3uk. Y 0BOj Kibu3u m3ydaBalieMo 1e0 JIOrmKe KOju ce 30Be MCKA3HA
joruka ma hemo ymnosnaru (HOPMAJIHM je3WK HCKasHe joruke. PopmasHu je3uk
MPEINKATCKE JIOTHKE je MPOITupemne (hOPMATHOT je3nKa NCKA3HE JIOTHKE.

Kako rpagumo jeman dopmanau je3uk? IIpBo nzabepemo cumbosie, Heke 00jeKkTe
KOje cmarpamo HenespuBuM. Ha mpumep, pg Moxke Outu cuMOO0JI, IPU 9EMY CaMO P
u camo o He cMmejy butu cumbonu. Cu cumbosn umbe ckyn cumbosta, Tj. andabder.
CBaku KoHauan Hu3 cuMmbosia Hekor asndadera je jemna ped nag Tum anadadberom.
Hus cumbosia Mo2Kke GUTH U LIPAa3aH, Tj. HU3 MOZKE Ja HEMa HUjeIaH CUMOOJI, 1 OHJIA
je To mpasua peu. Crenehu kopak je medunuimja jesuka wam tum ajihabeToM.
Je3nk je Hekm ckym pedyn HaJj mocMmarpanHum ajadaberom. McerakHmMO ma je3uk
HE MOpAajy Ja 4uHe cBe peunm Haa TuM ajdaberom Beh camo m00po odopmibene
pedn, Ha30BUMO UX ,100pe” peuu (u-peun). laxiie, je3uK je MOJACKYN CBUX pedu
nag, tuM asidaberom. 3a cBakm asidaber npernusno geduHumemMo Koje cy to 1oope
peun, Tj. KOje peun ynHe je3uk Hag ThuM andaderom. [lornenajmo ciaenehn mpumep.

Mpumep 1 Tlocmarpajmo andaber A = {s, e, 4, o, ¢, m}. Peun man
M ajdpabeToM rpaInuMo o, CUMOO0JIa 6, €, A, 0, ¢ © m. CBu Tu cuMboIn
cy peun u 1O myxwune 1, Ham tum ajgdaderom. Mmamo u mpasny ped
ca Hyna cumbosa. EBo jom mekomuko peun Han andabdberom A: mo, ea,
mem, Aemo, mao, C6e, C8EMAOCT, C8EM, BECEND, CCCMEBEE, MEAO, 000,
00AATVIN, €€E0CTN, BECEAOCT, CCAML, C8emOocm,... Mehyrum, jesuk way
tum asipaberom UmHe caMo ,,m00pe” pedu (A-pedm): mo, Aemo, mao,
c6e, C8EMAOCTN, CBEM, BECEA0, BECENOCTN, CEEMOCT, MEAO, 80, €60, 060,
8€CIm, C8eCm, 0ce, CO,...

YV 0BOM IIpEMeEpy TOMEHUMO jOIIT HEKE TIOjMOBE BE3AHE 38 PEUH HAJT HEKUM
andaberom. IIpumernmo na ce HagOBE3UBabEM jeiHe pedn HA ApYryY (Tj.
JIONICUBATHEM jeJlHe pedr mocye apyre) mobuja nosa ped. Ha mpuwmep,
AKO HA PEY CCAAA HATOBEIKEMO DEY €O TUM DPEIOM J00MjaMO HOBY ped:
ceannco Han uctuM ajdaderom A. 3a peun ceann u co pehu hiemo na
Cy TOJpedd pedu cearnco. Amm wm peuwm ¢, 4, 0, cc, cca, AAC, ACO CY
[OJIPEYH PEYH CCAAACO. YOIIIITE, HEKA Ped 71 je TOoJAped JApyre Pedu 7o
AKO [OCTOje PeYn '3 U T4 TaKO JIa Cy Ty U 37174 UCTU HU3 cuMOOJIa, IITO
3amucyjeMo ro = rsriry. Ha mpumep, ped ri: A4c je TOoAped Peun Ta:
CCAAACO JeP TIOCTOje PETH T'3: CCA W T'4: 0 TAKO A je 13riry Ped CCAMNCO.
Hcro Tako u cea je moaped pedn ceAanco, Tae je rs mpa3Ha ped, a 74 je
anaco. JacHo je ma m pg-peum mmajy csoje mozpeun. Mebhy cBum mo-
JpedrMa Heke JI-pedr BaxKHe Cy CaMO OHe KOje Cy U caMe JI-pedu, Tj.
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OHe KOje TIpuma/iajy je3nky. Ha mpumep, ped ceemsocm mMa TOApedn
ceem, €6, eem, cee, AOC, €MAO, CEEMAO, eMAOC, MAO, CEEMAOCT ...
ajm caMo Cy IOJpedYu e, 0, ¢, C8e, A0C, MAO, C6EM, C6EMAD, CEEMAOCT
JI-pEeTIm.

Tlomenumo 1 je 3a HEKY ped BaXKHO 3a0esIeKuTH Opoj jaB/barha HEKUX
meHnx noapeun. Ha mpumep, y pedn cA0mAs0mIm HEHA TOAPEY A0
“Ma JBa jaB/barba. ¥ OIIITEM CJIy4ajy, HEKa MOAPeY 7| Pedu T UMa
BHUIIIE OJI jeJIHOI' jaB/balba y T aKO ped 7 MOXKEeMO Ja Pall4jJaHuMO Ha
BUIIE PA3JUIATHX HAYUHA U /1A YBEK KAO JeJHy moaped J100mjamo 1, Tj.
J1a 3a Ped T U EEHY MOAPEd 71 BAXKW: T = T'oT1T3 = T4T175 U To F# T4.
Y malieMm mpuUMepy, T je cA0mAr0omm, HeHa TOoJped Ca JIBA jaB/barba
71 je A0m U MUMaMO: T je ¢ U T3 je AA0MM, AU U T4 j& CAOMA U T3
je m, ma MOXKEeMO T HAIMCATH HA [IBA HAYUHA: T'T1T3 : CAOMANOMM U
TATITS © CAOMAAOMIM U To F T4. Y J-pednMa BaxkaH je Opoj jaBjbarba
IbeHUX MOJpeYn Koje cy A-peun. Ha mpumep, J1-ped ceemaocm mMa, IBa
jaBJbarba heHe TMOAPETN ¢ KOoja je I-ped.

N3yuasame (HGopMATHOT je3UKa MOKEMO YIIOPEIUTH Ca N3yIaBAHEM HEKOT CTPa-
HOT je3WKa, Ha MPUMEP TPUYKOr. ¥ CBAKOM TAaKBOM M3ydaBarby MMaMO JIBA je3WKa:
jelaH KOju m3y94aBaMoO KOju ce 30Be 00jeKT je3WK, M APYTH je3uK Ha KOME ce 00jarr-
haBa, mM3ydaBa Taj O0jeKT je3WK W Ihera 30BeMO Meraje3uk. Jlakme, y Haimem
MpuMePy TPUYKH je O0jeKT je3WK, a CpICKu je MeTaje3uk. Kazma cmo y [lpumepy
1 roBopumm o jesuxy man andaberom A = {e, e, 4, 0, ¢, m} Taj je3sux je Guo
00jeKT je3wk, a HaIla pa3MaTpama Cy OWjaa Ha MeTaje3uky. VcTakHWMO Ja CMO
y TpPeJCTaBJbalby IMOjMa TMOJped KOPHCTHIN cuMmbosie r, T1, To, T3, T4 U T5 KOJH
Hucy cumbosu o6jekT jesuka (jep Tu cumbGosiu He npunanajy andabery A), ero cy
cumbosu Merajesmka. Hbux cxBaramo Kao MPOMEHJbUBE WJIM CXEME Ha Yhja MEeCTa
CTaB/baMO pa3juuure pedu Haj ajadaderom A.

Kanma mpoygaBamo Hekn popMannm je3uk, OHIa je 00jeKT je3uk Taj dpopMaiHu
jesuk. 3aro he u opmasiHu je3uK UCKa3He JOruKe, (OPMATHU Je3UK KOJU je mpeji-
MeT Halller u3ydJaBamba, ontu 06jekT jesuk. Meraje3uk he 6utu Cprckm je3uk u, aKo
xohemo ma Oymemo Garm mpenu3Hu, mweMy he OUTH JOJATH jOIT W HEKW TEXHUIKH 1
MaTEeMATUIKU TEPMUHHU.

Bpatnmo ce ydvemy Tpukor jesmka. To yuere Moyke OWTH OPraHM30BaHO HA
cnenehu waunn. IIpso GucMo ce ynosuaau ca cuMboauMa (TO Cy CJIOBa TPUYKOr ajl-
dabera) nomolhy kojux ce nuriry (aKo ce 3aIpKUMO CAMO HA [UCAbY PEYU) PEUU TOT
jesuka. 3aTuM OU HAM CAOIIITUIN KAKO Ce 01 TUX CUMOOJIA IpaBe 00pe pedu, pedn
koje auHe jesuk. CioboHEje pedeHo, Kao ja J00ujaMo HeKe MIabJIoHe MO KOjuMa
[IPABUMO PedYd KOje HPUIAJajy je3uKy. 3a CBe HPHUPOJIHE jEe3MKE Je0 IPAMATUKE
rmocsehen m3yuaBamy mpaBuiia o0pa3oBarba PevueHWIa y THM je3nimMa Ha3nBa ce
cuHTakca. Jlakie, MOMeHYyTH HAYUH OaBJbea I'PUYKUM jE3MKOM je M3ydaBame CHH-
TakKCce IPUKOr je3uka. [1omTo HayIuMo 3 MUIeMO PeYu IPUYKOr je3uKa, OH/Ia HuCMOo
ce 6aBuN 3HAYEHEM TuX peun. Kama ce y HeKOM MPUPOIHOM je3uKy DABHMO 3HATE-
IUMA HErOBUX PeYd U PEYEHHIa, OH/A ce HaBuMO ceManTuKOM Tor jesuka. Hapas-
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HO, y TIPOIIECY yU€ha HEKOT MPUPOIHOT je3UKA CHHTAKCA U CEMAHTUKA WY 3aj€/IHO,
jep ydemeM 3aluca pedd U PEYEHHIA OJIMaX YIUMO U BUXOBO 3HAUYEHHE.

IIITo ce Tutwe HEKOT (popMaTHOT je3uka aedpuHncame anpadera n HATHHA IPABIHE-
13 PEYN TOT je3UKa MPUMaIA iherosoj cuarakcu. Oapehusame (qonepuBame) 3HaYe-
B3 TUM PEYNMa je CeMAHTHKA TOT (popMajHOT je3uka. [IpBo ce mopajy ompeantu
3HAYEHA CUMOO0JIa HEroBOr asihabera uau Apyraduje peueHo T CHMOOJIN Ce MOpajy
uaTepnperupaTu. Kajga 3HaMo 3HaUYerme cuMO0Ja OHJA Ce Jajy Tpernu3Ha MpaBu-
JIa Kako ce oxpelhyje 3HaUerme pedn TOT je3WKa y 3aBUCHOCTHU OJf WHTEPIIPETAIHje
(3nauema) cumbosia koju uune Ty ped. Ilornenajmo cuenelin upumep.

MNpumep 2  Ilocmarpajmo ancdaber B auju cumbosn Cy a, b u * 1 uMaMo
jomr u momohiHe cuMmOoOJIe JIeBy W JecHy 3arpanay. Heke peuwm Ham TUM
andaberom cy: a, b, abax, axxbbax, (axb),... Jeauk waz tum andaderom
quHe I-pevn Koje medpuHuineMo ciegaehoM mHIyKTuBHOM Ie(PUHATIHjOM:
(1) a u b cy g-peun;

(2) ako cy R u P n-peun, ouja je u (R * P) n-pey;

(3) A-pedn ce MOT'y rpaJUTH CaMO KOHAYHOM IpuMeHoM zesoBa (1) u (2)
oBe meduHUIA]e.

Ucrakaumo ma cy R u P cumb0/Iu MeTaje3nuka yMeCcTO KOjUuX CTAaB/bAMO
KOHKDETHE pedr HaJ mocMarpanuM ajndaderom. [lakie, g-peuun cy: a,
b, (axb), (bxa), ((a*xb)*xa), ((axb)x(bxb)), (bx(a*xa))*a),. Jexna
MHTEPIIPETAIN]a OBOr je3uKa je Ja cuMOO0JI a 3Ha4In 1eo 6poj —1, cumbost
b uma 3HaUeme 1meo 6poj 1, a cuMOOoIT * je OMHAPHA OTEPAINja MHOKEHA,
Ha ckymy {—1,1}:

Ilomohuau cumbosin JieBe U JAecHe 3arpajie UMajy UCKJ/bY9IUBO CHHTAKCHY
dbyukuujy u Hemajy uHTepuperanuje Kao apyru cumbosm. Y OBOj uH-
TeprperaIyju je3uka uaj andaderom B 3HAUEHE HEKE I-pedn 100ujamo
oBako. 3Hauerme J-pedu a je —1, a jg-peun b je 1. Ako mmamo j-ped
(R x P) u 6poj z1 je 3uaueme ja-peun R u 6poj zo je 3Haueme J-pedu
P, onja 3navemwe g-peun (R * P) je upoussox 6pojeBa z1 u 2zo: 21 - 2.
CilMKOBHTO pEYeHO, HAIle JI-PeYr Cy MHTEPIPETUPAHE KAO U3Pa3u y KO-
juma ce MHOXKe OpojeBn —1 u 1 1 3HaYerHE CBAKE J-peun MOXKe OUTH WiIn
—1 nmm 1.

JacHo je ma cBaku je3wk MOzKe MMaTH BUIle nHTEpnperanuja. [lokaxknmo
jour jemny wHTepmperanujy jesuka uajz anadaderom B. Cumbon a je 0,
cumbo b je 1 m cumbon * je OmHapHA Omepalnuja MUHAMYMA Ha CKYIIy

{0,1}:

man

o
o o|lo
— ol
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1 y nmamem m3yvaBamy (OpPMAIHOr je3WKa HCKa3He JIOrMKe MH hemo ce Oa-
BUTH CHHTAKCOM ¥ CeMaHTHKOM Tor jeduka. Cumbose andabera dpopmaaHor jesuka
HCKAa3HEe JIOTMKE MOXKEMO IOJIETUTH y JIBE CKyNuHe. JeJHy CKyIUHY 4uHe CUMOO/H
ca (DUKCHUM 3HAYEIHEM, KOje CMO MTOMEHYJIHN Y OJe/bKY O TIPEJIMETY JIOTUKE, JJOTHUKH
Besuumm A (KoHjyHKumja), V (mucjyukunmja), = (uMmsukanuja), — (Heranmja), <
(exBuBasiennuja), T (ucruna) u L (;ax). Apyry ckynuny dune cum0OJIM KOjU Cy
IPOMEH/BUBH IITO CE THYE 3HAYCHHA.



I'masa 2

Ncka3zHa jJoruka

Y 0BOj ritaBu m3yvdaBaheMo WCKa3Hy JIOTHKY. ¥ IPBOM ey mpeactaBuhemo dbop-
MAJIHU je3WK WCKa3HEe JIOTHWKE W CTPOr W TPElNu3aH HAYWH [PAB/heha HCKAZHUX
dopmyna, Tj. OaBuhemo ce cmHTakcOM (HOPMAJIHOI je3MKA HCKA3HE JIOTUKE. Y
JPYTOM Jiesly mpeacraBuheMo ceMaHTHKY KMCKasHe Jjioruke. Hamme, ropopumhemo o
3HAYEy UCKA3HUX (Gopmyrna, Tj. mnpeacraBuheMo TJIABHY WHTeprperarujy ¢dbop-
MaJIHOT je3wKa mckasue jiormke. (Cpaka mckasua dopmyna mmahe camo jeaHo o
JIBa 3HAYEHHA: UCTUHUTA UK JaxKHa (Heucrunura). Y tpeliem peny nedunucahiemo
HEKOJIMKO 3HAYAJHUX aJre0apCKuX CTPYKTYPa, O KOjUX UCTHIEeMO Bysose aarebpe.
Ha xpajy, y gerBproMm gemny, m3ydaBahemo 0a3e Be3HHWKA, IIPEJICTABHNEMO BarKHE
dopme uckazanx (GHopMmysia, KOHjyHKTUBHY U JUCjJyHKTUBHY HOPMAJHY (OPMY, &
rokazahemo u Heke Be3e m3Mehy Be3HUKA.

2.1 CuHTakca uckasHe JIOTUKe

2.1.1 Aundaber nckazue JIoruke

Andaber popmasHOr je3suKa MCKa3HE JIOMMKE je HpeOpOjuB, Helpa3aH CKYyI CHM-
6oua.

Jedwvnuunja andabera nckasHe noruke

Andaber S uckasue noruke cacroju ce of ciaeneha Tpu ckyna:
& MpeOdpPOjUBOr CKyIIa MCKA3HUX CJAOBA, CKyHa P, 49Hju Cy eJeMeHTH Do,

qo, 05 P15y 91y T1se+e5 Py Gny Tnyeess
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© CKyma JIOTMYKuX Besuuka {A, V, =, L}, rme cy A, V u = OunapHu
Be3HUIM, a | HyJIapHU Be3HUK;
¢ ckyma momohuunx cumbona {(,)}.

2.1.2 Je3uk mckasHe JIOTHUKE

On cBux peun HaI andabEeTOM NCKA3HE JIOTUKE, J0OPO 0(OpMIbEHE PeUn Cy NCKA3HE
dopmysne. /lakie, je3uk UCKa3HE JIOTUKE 9WHE UCKa3HE (hOpMyJIe.

Jedbunnunja nckasHe popmyne

(1) Mcka3Ha coBa M JOTMYKK BE3HUK L cy nckasHe dopmyie.

(2) Ako cy A u B uckasue dopmyie, ouga cy u (AA B), (AV B) u
(A = B) uckazue dopmyue.

(3) Uckazue ¢dopmyse ce MOTY MpaJuTH CaMO KOHAYHOM MPUMEHOM JIe-
nosa (1) u (2) ose nedunuimje.

IMpumerumo na je oBo unaykTUBHA nedbununuja. Y mweHom xeny (1) nedwu-
HHCAaHE Cy HajjeTHOCTaBHUje NCKa3He (popMysie, HCKA3HA CJIOBA M HYJIAPHH JIOTUIKA
Be3uuk L, u wux hiemo 3Baru aromcke uckasue dpopmyse. ¥ geay (2) nedunucano
j€ KaKo Cce CBaka CJIOXKeHHWja nckasua popmMysia qoomja mosesuBamem Behi mocrojehinx
(Beh mampaBsbeHUX) MCKa3HUX (HOPMYJIA HEKUM JIOTUYKUM BE3HUKOM A, V U =.
Heo (3) 3nauu na je peu o jennoj unaykrusnoj gedbunuipju. CBaka WHIYKTUBHA
nedurnmuja hie nmaTu jeman Takas 1eo, ma hemo ra yoyayhe moapa3yMmeBaTH.

Wckasune dbopmyne kpahe hemo 3Baru dbopmyse mian uckazu. Ckym cBux ¢op-
MyJia WCKa3He Jioruke o3nadasahemo ca F.

Mpumep 1 Hexke atomcke uckasue dbopmymne cy pi, g4, 73, ps, L
r56. Ilpumepn cioxkenujux uckasuux dopmyna cy: ((p1 V 1) = g¢s),
(L =1), (p1 Vp2), (r1 = (p32 A qz)) u ((pa A q1) V 7). Ha xpajy, eso
HEKOJIMKO HU30Ba CHMOO0JTa asihabera MCKa3He JTOTUKE KOjU HUCY NCKA3He
bopmyne: (p1 AV), =, (psLgs) u (P1g1 =).

Hanomena VY nmedununuju uckaszue gpopmysie ynorpedbuiu cmo cioBa A u B koja
TPUTIAIAjy MeTaje3anky w Hucy cumbomn andabera mckaswe jormke. U mamame,
CJIOBa A, B, C,..., F,..., Al, AQ,..., Bl, BQ,..., Cl, CQ,..., Fl: Fg,... 6uhe cumbosn
MeTaje3nKa, Tj. CXeMaTCKa CJI0BA HA MECTO KOjUX MOYKEMO CTaBUTU HEKY HCKAa3HY
dopmysy. Ha npumep, na ma mecry caosa F croju dbopmyna ((p1 V p2) = ¢1)
sanucusaliemo: F' = ((p1Vp2) = ¢1). Ako cy ¢popmyse A u B CUHTAKCHO MJIEHTUYHE
(jeanaxe kao HuzoBu cumbosia asdabera uckasue Joruke), ouzia iemo To 3anucaru
A= B. JHawme, ANB, AV Bu A = B cy cxeme, y KOjuMa Ha MECTO CBAKOT
cuMbosta MeTajesnka A m B craBjhbaMO HEKY WCKa3HY (OpMy/Iy W moBe3yjyhnm mx
pemom Be3HUIMMA A, V u = mobujamo HOBY uckasuy ¢dopmyny. Wcro tako, gecto
hemo kopucruru cioBa p, ¢, T,... U3 METaje3MKa KaO CXEMATCKa CJIOBA HA MECTO
KOjUX CTaB/baMO HCKa3Ha CJIOBa ayipabera MCKa3He JIOTHUKE.
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Kaza cmo roBopusin o ¢dbopMaHUM je3uIuMa PEKJIX CMO 3 je BaxKHO medu-
Hucaru 106po odopmibeHe peur (Ha3Bajdu CMO WX J-peun) Haz aindaberom u aa
Te pedn YuHe je3vK. BaxKHu MOjMOBHM Be3aHM 33 HEKY JI-ped Cy: IOAped Koja je
u caMa J-ped u Opoj jaBbarba TAKBUX TOAPeYH y TOj a-peun (Bumeru Mpumep 1y
one/bKy 0 dopmasauM jesunuma). Harme g-peun cy uckasue dopmyse. Ilompeun
jenme uckasue dopmyse, Koje cy u came uckaszue dhopmysie, 3sahemo mordopmye,
a bmhe HaAM BaykaH u OpOj IUXOBUX jaB/haibha y MCKA3HOj (hpOPMYIIH.

Mpumep 2 Tlocmarpajmo dopmyny (((p1 V p2) = ps) V (p7 A pa)).
[IpumeTuMo J1a Cy HEKHU HeHU J1eJI0BH, Ha puMep (p1 V p2), ps, (p7 Ap4)
u ((p1V p2) = ps) u camu uckasue ¢opmyse. Te dopmyse hiemo 3Baru

nordopmydie nonazue dopmyse (((p1V p2) = ps) V (pr Apa)).

Haxme, ako cBaky ucka3Hy (OpMyIy IJegaMO Kao jeJHy ped je3uKa MCKa3He
JIOTHKe, OHJIA je CBaKa IbeHa IMOped, Koja je n camMa ncKas3Ha popMya, jeaHa mordo-
pumysia Te popmyae. A caza nepUHUIIKMMO CKYIl CBUX IOT(HOPMYJIa HeKe (POpMyIIe.

JeduHnunja ckyna notdpopmMyna Heke popmyne

Cxymn ceux nordopmyna popmyne F, ckyn Py(F), nHAyKTHBHO neduHA-
meMo Ha ciaeaehn HadunH:
(1) cama dopmyna F mpunana ckymy Py(F);
(2) axo je (AN B) € P¢(F), ouna je A€ Py(F)u B € Ps(F);
axo je (AV B) € P¢(F), onna je A€ Pr(F) n B € Ps(F);
ako je (A= B) € Py(F), ouna je A€ P;(F)n B € Ps(F).

Ckyn mordopmyna dopmyste u3 lNpumepa 2 je ckym:

{p1, 2y Pas P, 1, (P1V D2), (P7 A pa)s (1 Vp2) = ps), (1 V p2) = ps) V (pr Apa))}-
3a meky dopmyny F u cBaky mweHy nordopmyiay A roBopuhieMo U O jaBibamby
mordopmysie A y dopmynu F. Uckaszue dhopmysie Cy pedn je3wkKa MCKA3HE JIOTHKE,
ma Buie jaBibama mordopmyne A y Hekoj dopmynun F nedunuiie ce Kao BUIle
jaBpama moapeun A y peun F.
ITormemajmo cama dopmyny y crnemsehem mpumepy.

Mpumep 3 Mmamo dopmyny F'=(((p1=p2) A pa) A ((pr=-p2)=pe))-
Osa dopwmysna uma JBa jaBbama werux nordopmymna: (p; = pa), p1 4
P2, & CKYII CBUX HEHHUX IOTHOPMYJIa, je CKYII:

{p1, P2, P4, 6, (P1 = p2), ((P1 = P2) Apa), (P1 = p2) = ps), F'}.

Y [lpumepy 3 Buaumo na ckymn cBux morTdopmyna Heke dopmyrne F He naje
nHdOpMAaIjy O TOME KOJHUKO IyTa ce Heka mordopmyia jaBba y dopmynn F.
Ha 6ucmo mornu ma ocuMm cBux mordopmysia Heke gpopmyse F' 3abenekuMo u cBa
jaBibama TUX TOT(OPMY/Ia, TPaBUMO IApBO Te (opmyie F.
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Hpso dbopmyne F u3 MNpumepa 3 je:

p1 p2 p1 D2
(p1 = p2) /p4 (m =><
((p1 = p2) A pa) ((p1 = p2) = ps)

(((p1 = p2) A pa) A((p1 = p2) = p6))

Y npeery dopmyne F 3abenexxena cy cBa jaBibama mordopmymna (p1 = pa), P1
u po y TOj hOpMyH, KA0 U CBA jaB/barha CBUX Apyrux notrdopmyna dopmyne F.
A eBo u npenuzne nedunuUnMje IpBETa HEKE (hOpMYyJIE.

Hedwrnuunja gpeeta Heke popmyne

(1) Axko je F aromcka dopmyna (1j. F je HEKO MCKA3HO CJIOBO Wiu L),
onza je apso dopmyie F, D(F'), ysop y kKome je cama dopmyna F.

(2) Axo je dopmyna F obmuka (AA B), (AV B) unmu (A = B), onja je
npso dopmyne F) D(F):

D(A) D(B)

/

rae je D(A) napso nordopmyne A u D(B) npso mordopmymne B.

F

JoroBopumo ce Ja Haaasbe, MPU TMPABBEHY CIOKEHNX (HOpPMysIa, He MHITIEMO
cacBuM crojbaliime 3arpagae. Ha mpumep, dopmyne (AA B), (AV B) u (A = B)
nucahemo peaqom AN B, AV Bu A= B.

[Mpumernmo na andaber uckaszne JOruKe S HE CAJAPXKU CBE MCKA3HE BE3HUKE
momohy kojux cmo rpaauiu uckase. Hemocrajy: OuHapHu Be3HUK <>, yHAPHU BESHUK
- u nymapun Be3uuk 1. Te mesnnke gedunrncahemo momohy Be3HWKA KOju TPH-
magajy aadadery S Ha ciaemgehn nauwn:

A< B=4js5 (A= B)AN(B=A)
ﬁAZdefA:>J_
T:defJ_:>J_

2.2 CemaHTuKa MCKAa3HE JIOTUKEe

V mperxogHOM Ofe/bKY MPEIU3HO CMO JeUHHUCATIH MOCTYyHak rpahema nCKazHuX
dopmyna. Y oBom ozmemKy hemo roBoputu 0 3Hadewmy Tux (opmyna, Tj. Tpes-
craBuheMo rIaBHy wHTEpHpeTanujy hOPMATHOr je3UKa UCKA3HE JIOTHKE.
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2.2.1 N cTtuHOCHE BpPEIHOCTHU MCKa3HUX (popmyJia

Vckazne popmysie cy ncka3u KOju ©Majy camo jeHy HCTUHOCHY BPEIHOCT, Tj. UMAajy
camo jenHo ox caeneha apa 3Hadera: (1) ucrnanre win (2) naskHe (HEMCTHHHTE).

Bezy usmely mckasnux dopmyna F u BUXOBAX 3HAUEHA MOXKEMO Ja TMpEI-
CTAaBUMO KaoO TOBE3WBAIb€ esieMeHaTa cjeneha /Ba CKyma: CKyIa MCKa3HuX (op-
mysna F U CKylla 3Ha4Yerma KOju duHe caMo jBa ejgeMenrta: 1 (ucruna) u 0 (nax,
neucruna). Haume, nedunucaliemo dynkuuje uz ckyna F y ckyu {0, 1}, dbyukuuje
v : F — {0,1}. Jenmom rtaksom (dyHKImjoM cBaka mcKasHa (opmyna nobmja
jeTHy MCTWHOCHY BPEIHOCT: WCTUHUTA je aKO ce CIWKa y 1, a JaxKHa je ako ce
cimuka y 0. Te dbynrmnmje 3amoBospaBajy ciaemehu TpUHINIT, TPUHIUI HCTUHOCHE
GYHKIMOHAIHOCTU: WCTUHOCHA BPEIHOCT CJOKeHe (opMysie MoOpa Jia 3aBUCH O/
HUCTUHOCHUX BPETHOCTH HEHUX MOT(OPMYIIa, BPCTe JOIHIKOT BE3HUKA TOMONy Kojer
je dbopmupana ta popmyaa u HE O Yera aApyror. 1o 3HaYH /1o HCTHHOCHA BPEIHOCT
meke dopmyne F', koja uma jeman on ciaemehux obmuka: AN B, AV B, A = B,
A & B umn —A, Mopa Ja 3aBUCH OJ MICTUHOCHUX Bpemnoctu dpopmyna A u B kao
BeHnX MOTMOPMYJIa U PeIoM Be3HuKa A, V, =, < n . Onmax ce namehe nurame:
Ja qu uctuHocHe BpeaHoctu dpopmyna AN B, AV B, A= B, A< B u —A 3aBuce
O/l HICTHHOCHUX BpeaHocTH (hopmysia A u B MCTO Kao MITO UCTHHOCHE BPEIHOCTH
CJIOXKEHUX UCKa3a pAq, pV q, p = ¢, P < ¢ U P 3aBUCE OJ HCTHHOCHUX BPETHOCTU
uckasa p u q (Buzeru omesbak o sesuunuma)? Oxarosop je: HA. [la GucMo npernusHo
ommcasnn Ty 3aBucHoct, nomohn he wam ciesehie oneparuje Ha ckymy I = {0,1}.
IpescraBumo mpBo Yetnpu GuHapHe onepanuje Ha ckymy I = {0,1}:

AlO01 vi] 01 =101 <01
0100 0101 0|11 0110
1101 1111 1 (101 1 (01
IIpumernmo ma cy oBe OmHApHE omeparmje peaom ciaenehe ¢yukmnmje:

AN:IxI—T, A(a,b) = min(a,b);

ViIxI—T, V(a,b) = max(a,b);

= IxI—1, = (a,b) = maz(1l — a,b);

1, a=b
S IxI—1 @(a,b)—{o’ ab.

3aTuM MPEICTABUMO YHAPHY ONEPAIH]jy:

Koja je pyHKIMja:
—:I—=1 -(a) =1-—a.

Ha kpajy, npezcraBumo u ape Hyaapre oneparmje Ha I = {0,1}:

(L) nysapua ouepauumja na ckyuy I koja uzusaja enement 0;

(T) mysapua onepanuja na ckyiy I koja uznsaja enement 1.

Haxkme, 3a GpyHKIHje Koje MoBe3yjy ucka3ne popMyse ca IbUXOBAM HCTHHOCHUM
Bpennoctuma, pyuxmumje v : F — {0,1}, Tpeba na Baxku creaehe:

v(A A B) =min(v(A),v(B))
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v(AV B) = mazx(v(4),v(B))
v(A = B) = maz(1 —v(A),v(B))
v(Ll)=0
v(mA)=1-v(A)
o(T) =
(

1
A & B) =1 ako je v(A) = v(B), nnaue v(A < B) = 0.

Mpumep 1 Tlocmarpajmo dopmyny F = p; A (p2 = p3). Ozapemnumo
ucTuHOCHY BpeaHoct te (opmyne, Bpeanoct v(p; A (p2 = p3)). Ha
OCHOBY HAaBeJIEHUX CBOjcTaBa (PYHKIIHjE v UMaMO:

v(p1 A (p2 = p3)) = min(v(p1), maz (1 — v(pz2),v(ps))).
Jakme, 1a 6GUCMO OAPEIAIN UCTHHOCHY BPEIHOCT Hame (hopMyJie, Bpe-
Hoct v(p1 A (p2 = p3)), MOpPaMO Jia 3HAMO UCTHHOCHE BPEJHOCTH FHEHUX
HCKa3HMX CJIOBA, Tj. BpexHocTH v(p1), v(p2) U v(p3).

W3 Mpumepa 1 Buaumo Ja HE MOXKEMO 18, OAPEIMMO UCTUHOCHY BPEIHOCT HOp-
myse F' ako He 3HAMO UCTHMHOCHY BPETHOCT HEHUX MCKA3HUX CIOBA. 3AUCTA, TEMETh
CBaKe UCTUHOCHE BPEIHOCTH HEKe ncKa3He (hOpMyJie Cy UCTUHOCHE BPEIHOCTU CBUX
HMCKA3HUX CJIOBA KOja ce y m0j nojasspyjy. lupe riaegano remesb HCTHHOCHUX BPE/I-
HOCTHU CBHUX HCKa3HUX (GOpPMYyJia, CBUX eJIeMeHaTa CKyma J, jecy MCTUHOCHE BPEI-
HOCTHU CBHUX WMCKA3HUX CJIOBA, CBUX €JIEMEHATA CKyma P, moackyna ckyma JF. 3aro
hemo nocmarparu cky uckaszuux ciaosa P u qedunucahiemo dbyuxiuje uz Py {0,1}
KOje he MCKa3HWM CJIOBUMA JI0/I€/bUBATH UCTUHOCHE BPEIHOCTH.

HedunHuymnja Banyaumje nckasHux cioBa

dynKkuMja vp W3 CKymna nckasuux ciaosa Py ckyn {0,1}, vp:P—{0,1},
HA3WBa Ce BaJyalyja MCKA3HMUX CJIOBA MW Kpalie 6a3uvHa BaIyau]ja.

Craka Gasmuna Basyamuja vp : P — {0,1} ompebyje rauno jemny Bamyanujy
uckasuux dbopmyna v, v : F — {0,1}, ua cienehin nauun: 3a CBAaKO MCKA3HO CJIOBO
p BpeaHOCT v(p) ce MOKJIaIa ca BPeAHOINY TOr CJI0Ba DA3UYHOM BAJYALUjOM Up,
1j. v(p) = vp(p), u nocroju neduHuLUja KaKO ce oxpelyjy UCTHHOCHE BPEIHOCTH
CJI0KeHUjuX (POPMYJIa Yy 3aBUCHOCTHU OJI HCTHHOCHUX BPEIHOCTH BbUXOBUX HOT(OP-
mysa. EBo Te medununmje Basyaiuje.

Jedbunnunja Banyaumje nckasvmnx copmyna

3a HeKy BaJdyalnmjy MCKasHuUX cIoBa vp, vp: P —{0,1}, medburmmemo
dbyukuujy v, v : F—{0,1}, na cnenehu nauun:

o v(p) = vp(p) 3a cBaKO p M3 CKyma WcKas3HWX ciaosa P, P C F;
ov(l)=0;

o v(A A B) = min(v(A),v(B));

o v(AV B) = maz(v(A),v(B));

o v(A = B) =maz(1 —v(A),v(B)).

B
B
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OBako gedunncana GyHKINja v je jeIHa Baayallnja nCKa3HuX (HOpMyIa.
3a caky uckasny dopmyiy F Bpeanocr v(F') 3sahemo ucrtunocHa Bpei-
bocr (uim kpahie, Bpeanocr) dbopmyne F' Basyauujom v.

OnMax noka:kuMo Kako hemo 3a HeKy BajIyalujy v OJpPEeIduTH UCTUHOCHY BPEI-
wocr dopmyna T, A u A & B. @opmyna T je 3amena 3a dopmyry L = |, na
kopuctehu nedbunnnujy Basyaryje, 7001jamo:

o(T)=v(L=1)=mazx(1 —v(l),v(L)) =maz(l—-0,0)=1.
C o63upom Ha TO 12 je dopmyna —A 3amena 3a dopmyny A = 1 umamo:

v(mA) =v(A= 1) =maz(l —v(A),v(L)) = maz(l —v(A4),0) =1—v(A4).

Ha cawvan naumn, kopucrehu nedunuimjy Baiyaunuje u gedununujy na je A < B
samena 3a Gopmyny (A = B) A (B = A), MoKe ce MOKa3aTu Ja je:
v(A & B) =1 axo je v(A) = v(B), nnaue v(A & B) = 0.

Iornenajmo cama marmry dbopmyiy piA(pe = ps) u3 Mpumepa 1. Ako je Bamyanmja
vy TakBa 1a je vi(p1) = vi(p2) = 0 m vy (p3) = 1, oHga je:
v1(p1 A (p2 = p3)) = min(vi(p1), v1(p2 = ps))
min(vy(p1), max(l — vi(p2),v1(p3)))

= min(0, max(1 —0,1)) = min(0,1) = 0.
Ako y3amemo Basyarujy ve TakBy Aa je va(p1) = va(p2) = v2(p3) = 1, oHzma BpemHOCT
va(p1A(p2 = p3)) padyHaMO HA NCTH HAYMH Kao 1 v1 (p1A(pe2 = p3)), am ca IpyruM
UCTUHOCHUM BPEIHOCTUMA MCKA3HUX CJIOBA, 118 UMAMO:

v2(p1 A (p2 = p3)) = min(v2(p1), v2(p2 = p3))

= min(vz(p1), max(l — va(p2), v2(ps)))

=min(l,max(1l —1,1)) = min(1,1) = 1.
Bakspyuyjemo za je 3a Basayauujy vq Bpeauoct vy (F) jennaka 0, 1j. dopmyna F je
JIAXKHA, a 33 BAJIyalu]y vy BpeaHoct ve(F) jennaka je 1, 1j. dopmysna F je uctunura.

3a cBaky ¢dopmyiy F' cBe Bajyaiuje MOXKEMO PAa3BPCTATH HA JIBE CTpaHe: HA
jeIHOj CTpaHM MMaMO BaJyanudje 3a Koje je dopmyna F ucTuHATa, a HA JIPYrOj
cTpaHu Bajyarmje 3a koje je dopmyna F jmaxua. [locrassma ce cienehe murame:
nma g mocroje dbopMyiie Koje €y 3a cBaky Basyarnmjy w3 ckyma F y ckynm {0,1}
uctuaute?! Oarosop je: JA. Taksa je Ha mpumep, dbopwmyna p; = p1. Umamo ma ce
3a CBaKy BaJIyallujy v BPeJHOCT v(p; = p1) padyHa Ha ciejehu nadmm:
v(p1 = p1) = maz(1l — v(p1),v(p1)).

Wcka3no cs10BO p; HEKOM BaJIyalldjoM v MOXKE MMATH: Wi BpeanocT 0 uiIu BpeaHOCT
1. Axo je v(p1) = 0, ouma je v(p1 = p1) = maz(l —0,0) = 1, a ako je v(py) = 1,
oHza je v(p; = p1) jemHako max(l—1,1) = 1. Baksydyjemo ja je 3a cBe BaJyanuje
dopmyna p; = p; uctuaura. Popmysie Koje nMajy Ty OCOOMHY 30BY CE TAyTOJIOTH]E.

LeduHnunja Taytonoruje

Nckazna dpopmyna F' je tayrosoruja AKKO 3a CBaKy BajIyalldjy v Bpe-
uvocr v(F) je 1. a je ¢popmyna F Tayrosoruja 3anucyjemo = F.

C apyre crpane, mocroje u (opmysie Koje cy JaxkHe 3a CBe Bajyaryje. Te
dbopmyiie 30Bemo Kourpasukiuje (miu nporuspeunocru). Ha upumep, dopmysna
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p2 A (p2 = 1) je kourpagukiuja. Ako ce cerumo ja je 3amena 3a Gbopmyiy ps = L
dbopmyna —ps, ouza je dopmymna pa A (p2 = L) y crBapu pa A —py ¥ OHA je yBek
naxua. [Torepaumo to onpehuBamem Bpemmoctu v(ps A (pg = 1)). Uckazmo cioso
P2 HEKOM BAJIyaIlMjoM v MOKe Ha uMma uan Bpemroct 1 wuiam spemuoct 0. Axo je
v(p2) = 1, orga je v(pa A (p2 = L)) = min(1l, max(1-1,0)) = min(1,0) = 0. Ako je
nak, v(pz) =0, ouga je v(pe A (p2 = L)) = min(0, max(l —0,0)) = min(0,1) = 0.
Haxuie, 3a ce Basyaiuje dpopmyna ps A (p2 = L) je naxua.

JeduHnumja koHTpagukumje (MPOTUBPEYHOCTM)

Uckazua dhopmya F je konTpaaukiumja (IpOTUBPEIHOCT) AKKO 38 CBAKy
Basyaiujy v speauoct v(F) je 0.

Hapasno, ckyn ¢gopmysna F ncka3ne JOruKe HE YMHE CAMO TayTOJIOTHje W KOH-
rpamukiuje. Ha npumep, mama dbopmyna p; A (p2 = p3) u3 lNpumepa 1 nuje Hm
TayTOJIOTHja HU KOHTpaaukiuja. Jlakie, ckyn mckaszuux (opmyna F duHe Tay-
TOJIOTHje, KOHTpaauKnuje u Tpeha Bpcra ¢dopMmysia Koje HHCY HM TayTOJIOTHje HU
KoHTpaauknuje. Mmak, meHTpaaHo MecTo 3ay3mMmajy Tayrosoruje. Moxkemo pehn
Ja je HaIll HajBaKHUjH 3aJaTaK /14 YCTAHOBHMO 13 JH je Heka ¢opmyna F, Kojy
[IOCMaTPaMO, TayTOJIOruja uiau Huje. PemraBame TOr 3aJarTKa 3aBUCH O OJrOBOPA
Ha cienehe muTame: Ja ¥ MOCTOjU Oap jeHa MeToa KOjOM MOYKEMO YTBPAWTH 3a
npousBosbHY dopmyny F na au je tTayrosnoruja nian nuje? OAroBop Ha OBO MuTame
jer /IA, IOCTOj! BUIIe TAaKBUX MeToma. MozkIa HaJIO3HATHja Of CBUX THX METOMA je
MEeTO/Ia HCTHHOCHUX Tabmumna. Ty meromy hemo mpeacrasutu y ciemehiem nmpumepy.

Mpumep 2 Hara je dopmyma F = (p A (p = q)) = q. 3a dopmymy
F npaBumo mucrtunoCcHy Tabmwiy Ha ciaemnehun wmaumn. IIpBo 3a cBe moT-
dopmyse popmyne F HampaBUMO KOJIOHE, a 3aTUM 3a TOTMOOpMYJe Koje
Cy uckasHa cjaoBa (Tj. 3a cBa MCKa3Ha CJOBA KOja Ce MOjaBJbyjy y TOj
dopmyan) 3anucyjemo cse morylie Banyanuje (y HAILLIEM IPUMEPY UMAMO
4Yerupy BPCTE PA3JIMYUTUX BaJjlyanuja):

plalp=q|lprAp=9 | @AP=q)=q

111
110
011
010

VY cBakoj Bpcru (Tj. cBakoMm pexy Tabmuie), kopucrehu geduHum]y
Basyanmje, oapelyjemo BpemrocTm ocramux mordOpMysia MOCMATPAHE
dopmysie F. Ha upumep y upsom peay umamo v1(p) = 1 u v1(q) = 1,
ma kopucrehn nedbwnnimjy Bamdyanuje no6mjamo:

v1(p = q) = max(l —v1(p),v1(q)) = max(l —1,1) = maxz(0,1) =1,
vi(p A (p = q)) = min(vi(p), vi(p = ¢)) = min(1,1) = 1.

Ha kpajy, onpebyjemo speamoct v1((p A (p = q)) = q):

maz(1— i (p A (p = ), v1(g)) = maz(l—1,1) = 1.

Ha mcrtn HaumH nomymaBaMo U CBE APyre PeJoBe HAIPAB/beHe TabIuie
7 1006MjaMO MOy HEeHY TAOJINILY:
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plalp=qalprAlp=9 | PAp=q)=q
11| 1 1 1
10| o 0 1
0l1] 1 0 1
olo| 1 0 1

Opxrosop Ha muTame: 3 Ju je mocMmarpaHa ¢gopmyna F rayrosoruja,
qnTaMo u3 TabJuIe y KOJIOHW KOja oarosapa Toj dopmymu. Axo cy y
TOj KOJIOHHM CaMO jeanHwuIe, oHaa je dpopmyna F tayronormja. Hakme,
nama dopmyna (p A (p = q)) = ¢ jecre rayrosoruja. Hanomenumo
Ja KOHTPAJAWKITN]Y TPEMO3HAjEMO TaKO IMTO HA, CBUM MECTUMA Y TIEJOj
xoJionu (opmye F' mobujamo 0, a dopmyna Koja HEje HE TayTOJOTH)a
HI KOHTPAJUKINja ¥ CBOjOj KOJIOHN NMa W jeINHUIE U HYJIe.

A caza pazmorpumo nuratbe 6poja pazinunTux (GuTHUX) Badyaruja. AKo more-
JIAMO MCTHHOCHY TabJ/IHILy KOjy CMO Hanpasuiu y namreMm [lpumepy 2, Buammo 1a cMo
ucnuTuBaM Bpeaaoct ¢popmyste F 3a yerupu Basyanuje. [IpupomHo je 3anuraru ce:
KaKO CMO 3HaJH 12 33 dopMyay F' mocroje werupu Ourne Basmyammje vy, 1 < j < 4,
u na he 3a cBaky apyry Bamyamujy v : F — {0,1} Bpennocr v(F) 6utn jeaHaka
Hekoj of v;(F'), 1 < j < 4? IlotmyHo je jacHo ma 3a ogpehuBame Bpeamoctu v(F)
YOIIIITE HUCY BaXKHE BPETHOCTH BAJYAIIMjOM ¥ HCKA3HUX CJIOBA KOja Ce He M0jaBIbyjy
y dopmynu F. 3a Heky Bajiyalujy v HaMa Cy moTpeOHe caMO UCTHHOCHE BPEIHOCTH
HCKA3HUX CJIOBA KOja ce MojaBbyjy y T0j dopmynu F. Heka cy pi,..., pp (n > 1)
cBa ucKa3Ha caoBa (MehycobHO pasymuura) Koja ce mojaBibyjy y dopmyan F. 3a
CBaKy BaJIyallnjy v HAMa je moTpeOHa CaMO PECTPHUKITH]a, T€ BaJIyallnje v Ha MOACKYTI
{p1,..,pn} cxyma P, pecTpukmmja v|(,, .. p,.}. Hormesajmo cse mMoryhe samyamnmje
v: F — {0,1}. JacHo je ma ako ce JBe Bajyauuje v; U v HOKJANA]y HA CKYILy
{p1, .-, Pn}, oHOA cy u Bpemnoctu Gopmymne F Banyanujama vq u vg jeqHake, Tj.

aKo je V1l(p,,...pn}= V2l{p1,....pn}> OHIA BaXKH v1(F) = vo(F).

3aro 3a mpousBosbHy (opmysy F cBe morylie Bajyanuje pazBpcTaBamMo 10 TOME
Ja JId uMajy jeJlHaKe PecTPUKIMje Ha CKYILy MCKA3HHUX CJIOBA KOja Ce I0jaBJbyjy Yy
dopmynu F.

Hanomena  @opmupame pa3iuuuTUX BPCTA CBUX MOTyhux BaJIyalmja, KOje CMO
canma npeacraBuiu, Hamehe Ham cienehe murTame: A JM MOXKIA THM IIOCTYIKOM
MpaBUMO KJiace Heke penanuje ekBupasiennuje? Omrosop je: TA. Te paznuuwmre
BPCTE BaJIyallmja Cy KJjace eKBuBaJIeHnuje ciernelie penalnje ekBUBasieHIMje p HA
CKYIIy CBUX BaJIyalmuja:

v1 p V2 AKKO Ul‘{pl,..wp"}: Ug‘{pl,m7p"}.

JacHo je na cy cBake 1Be OBakBe KJjace BaJjlyalldja WM jeHAKE WJIA HEMajy
3ajeqHUYKUX esieMeHara. lluramMo ce: KOJIMKO TAKBHX KJIACA BAJIyalHjd UMa 33
npou3BosbHY dopmyay F?7 To 3aBucu ox 6poja pa3iIuduTHX MCKA3HUX CJIOBA KOja
ce mojaBJbyjy y nocmarpanoj dpopmyau F. Axo ce y dpopmynu F mojasmyje n (n > 1)
WCKA3HUX CJ0BA, P1,..., Pn, OHJA je OpOj TparkeHnX Kiaca Bamyanunja 2", TTokaxxkmmo
TO 3a KOHKpPETHE BpeaHOCTH Opoja mcka3Hux ciaoBa. Heka ce y dopmynun F' mo-
jaBibyje caMoO jeaHO MCKA3HO CJIOBO, MCKA3HO CIOBO P, Tj. nm = 1. Bwmio xojom
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BAJIyaIlljOM v MCKA3HO CJIOBO p MOxke mobutu nin Bpemuoct O mian spemguoct 1. To
3HAYHN [a CBe BalyallHje MOXKeMO pPasBPCTaTH y IBe Kiace, jep je 2" = 2! =2, Y
JEeJHOj KJIacu Cy OHE 3a KOje je BPeJHOCT CJIoBa p jeaHaka 1, a y JIpyroj cy oue 3a
KOje je BPeIHOCT coBa p jemnaka 0.

Mpumep 3 Tlormemajmo dbopmyiy pV (p = (p = L)) Koja nma jemwHo
uckasuo cjaoso. Ce moryhe Bajyamuje pasBpCcTaBaMoO y JBe Kjace U
ucTUHOCHa Tabauna Te (GopMy/ie uMa CaMo JBe BAaJIyalyje, U TO jeIHy
u3 upse Kiace vi(p) = 1, u jeany u3 apyre kiace vq(p) = 0:

plLllp=L|p=@=1) |pvlp=@p=1)
110 0 0 1
0l o0 1 1 1

Ipumerumo na je dopmyna pV (p = (p = L)) rayrosoruja.

Cuenehu ciyuaj je kaza ce y dopmyiu F 10jaBibyjy [1Ba pa3jdduTa HCKA3HA
caoBa xao y lMpumepy 2 u omma mmamo 22 = 4 Kjace BajJyalldja ca CBOjUM Mpe-
CTABHUIIMMA KOje CMO HABEJIU Y TOM MPUMEpY.

Axko dbopmyna F uma Tpu pa3induTa UCKa3Ha CJIOBA, HA IIPUMED P1, P2 U p3 (Kao
y Mpumepy 1), onma numamo 23 = 8 kjaca Bagyalmja ca CBOjUM HPeJICTABHUITAMA
KOjeé HABOIWMO y pemoBHUMa TabOJHIE MCIOMN UCKA3HUX ciaoBa. McrmHocHa Tabmmia
dbopuyie p1 A (pa = p3) u3 MNpumepa 1 je:

p1 | p2 | ps | p2=p3 | p1A(p2 = ps3)
1 1 1 1 1
1 1 0 0 0
1 0 1 1 1
1 0 0 1 1
0 1 1 1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 0

13 we Bugumo ga dbopmyma pi A (pes = p3) HUje HU TAYTOJOIHMjA HU KOHTPAIUKIIH]A.

Haxue, y ommrem ciyuajy, ako ce y nekoj dbopmynu F nojasiyje n (n > 1)
Pa3IMYUTUX MCKA3HUX CJIOBA, HA LPUMEDP Pi,...,Pp, OHJIA CE€ CKyI CBUX MOryhux
BasTyamnmja genuw Ha 2" kjace. U3 cBake Te Kjace y3uMaMmo jeIHY BaJIyallwjy Kao
IEHOT' TIpeJICTaBHUKA W OHJIA 3a CBAaKy O/l TMX BaJyalyja ojpeljyjeMo BpeaHOCT
dopmymne F. To 3maum ma mctuHocHA Tabuma gpopmyre I, y Kojoj ce mojaBmwyjy n
Pa3/IMYUTUX UCKA3HUX CJIOBA, nMa 2" pesioBa, Tj. CBAKO] OJI IOMEHYTHX BaJjyalluja,
MPEICTABHUKY je/HE KJlace BaJIyallnja, OroBapa jeIaH pesy TabIuIl.
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OBaj ome/pax hemo 3aBpIIUTH jeAHWM CIOUCKOM TayTosoruja. KopucHa Bexkba
3a ydYe€me MeTO/e MCTHHOCHUX TabJ/IMIa je & Ce TOM MEeTOAOM ITOKaKe /14 CBaKa
on dpopmysa u3 Tor cimcka jecre tayronoruja. Ose rayrosoruje hiemo kopucrturu
y Meronu uumihiema, joIur jeIHOj METOIN 33 WCIUTUBARE 3 JIU je HeKa (hopmysa
TayToJIOTH]ja, KOjy fieMo mipesictaBuTh y oebky 2.2.3. Hanmomennmo u To na hiemo y
TayTOJIOTHjaMa, KOj€ CJIee KOPUCTUTH (DOpMYyIy | Kao 3ameny 3a gopmyny L = 1,
dbopmyity —p kao 3ameny 3a dbopmyiy p = L u dopmyny A < B (3a Heke dopmyiie
A u B) xao 3ameny 3a dbopmyiy (A= B) A (B = A).

Tayrtosoruje
(1) (pAT)ep (2) (TAp)ep @) ALl (@) (Lap)eL

6) pvT)eT  (6) (TVp)eT (M) (pvl)ep (8) (Lvp)&p
@ @=T)eT 1)(T=pep (A)pE=>L)e-p (12)(L=p =T
B)(peT)ep (14)(Tep ep (15 (pe L)& -p (16) (L& p)e —p

(17) =T & L (18) ~L & T

1 y mapennom m3naramy mehemo mocmarparm camo ¢opwmyre Koje cy marpabhere
MOMONY JIOTMYKWX BE3HWKA M3 CKyIla Be3HHKa asidabdera MCKa3HE JOTHKE, CKYyIa
{A,V,=, L}, Beh u bopmyme HanpassbeHe moMohy APYTUX JOTHUKUX BE3HWKA, MMa-
jyhu Ha ymy muxose medwuHupmje moMohy BesHWKa u3 ckyna {A,V, =, 1}.

2.2.2 3ameHa ekBHUBaJIeHATAa

VY oBom omebky Aedunucaliemo mocrynak yuudopMmue 3amene (CyncTuTyimje) y
ncKazauM popMmyIaMa U J0KA3aTH HEKA CBOjCTBA KOja NeMO KOPUCTHTH 3a MIPEe.-
CcTraB/balbe MeToje Juinherma.

Mpumep 4  Tlocmarpajmo dopmyny F = (((pAgq) Vr) Ap) = p. Ulra
3HauM yHU(MOPMHO 3aMEHUTH HCKA3HO CJI0BO P dhopmysiom C'y dbopmynn
F? To 3maum na ce CBaKoO jaB/baibe MCKA3HOD CJIOBA P Y IOCMATPAHO]

dopmymu F 3amenun dopmynom C. Pesyarar te 3amene je dopmyia
FF=({((ChgVvr)nC)=C.

Hedunnummmo caga mocTynak yHHMOPMHE 3aMeHe, IPEIu3HO.

Hedunnyuja ynudopmue 3amene (cynctutyuuje)

Yuudopmua 3amena (CyncTuTyHja) UCKA3HOD CJIOBA P UCKA3HOM (DOP-
mysom C'y HEKOj uckasnoj gopmysu u3 ckyia uckazuux gopmysna F je
jenna dyHKIHja

L F—F

WHIYKTUBHO JeduHncana Ha ciegehn Hadws:
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C, q=p
1) (1.1) 3a HEKO UCKA3HO CJIOBO ¢: b= ’
1) (1) RS B

(1.2) 3a Hyaaphu BesHuk |: 18 =1
(2) (2.1) 3a Heky uckazny dbopmyny A A B:
(ANB)¢, = A% N B,
.2) 3a HEKYy HCKa3Hy (popmyny AV L:
2.2 AV B
(AV B),, = A% v B,
.3) 3a meky muckazuy dopmyny A = B:
2.3 o) A= B
(A= B){, = A%, = Bf,
Mpumep 5  Ilocmarpajmo mouoBo dhopmyray u3 [Npumepa 4, dbopmymry
F=(((pANqgVrT)Ap) = p, u ypaaumMo OBaKaB 3aJaTaK: 3aMEHUMO
dopmysiom C camo HeKa jaBjbatba MCKA3HOI cjioBa p y ¢dopmyiu F, Ha

TIpUMEDP HETOBO MPBO W JIPYTO jaBJharke C JIeBa HA JIeCHO. Pesynrar Te
samene je dhopmyna Fo = (CAq)Vr)AC) = p.

[Turamo ce: ma m OBy 3aMeHy CaMO HEKHUX jaB/baba MCKA3HOT CJIOBA, P MOYKEMO
ommcaru nomohy yuudopmue 3amene? Oarosop je: JIA. Taj mocrymak MOKaxkuMo
3a ¢opmyay F u3 lMpumepa 4. IIpe nocrynka 3amene camo upsor u apyror (¢ Jjesa
HA JIECHO) jaBJbarba UCKA3HOT CJI0Ba p y (opmyan F BpaTuMo ce ,Kopak Ha3az’ Ha
bopmyay F = (((sAq)Vr)As) = py K0joj cy jaB/harba HCKa3HOT cI0Ba p 03 hopmyIte
F' xoja xohemo ma 3amenumo dopmyaom C' mpencraB/beHa WCKA3ZHUM CJIOBOM KOje
ce He jaBmpa y F, coBoMm s, a oHa jaB/bama MCKA3HOr CIoBa p u3 dopmyne F Koja
neheMo J1a 3aMEHHMO Cy OcTajla HCKA3HO C1oBO p. Popmyiay F MOXKEMO CIMKOBUTO
Ja HAa30BeMO mIperxonnuta ¢gopmysne F 3a mpuMeHy 3aMeHe CAMO HEKHX jaB/barba

uckaszuor ciaosa p. Cana nocmarpamo dopmyny F. Hmamo na je nama mosiasHa
dbopmyna F pesyarar jeame yuudopmue 3amene y dopmyan F, tj. F je F;, a
Tpaxkena dopmyaa I, je pesynrar omer jenne ynudopmue 3amene y dopmynn F,
Tj. F3 je FSC Hakie, y Hekoj dopmyiu F' 3amena mpoussosbHoM dhopmysiaom C' camo
HEKWX jaB/baiba N3abPAaHOT NCKA3HOT CJIOBA P jé Y CTBAPH jeIHA YHUMOPMHA 3aMEHA
y dopmysu mperxommuiy dopmyre F, dopmyan F, y K0joj Cy jaB/barba NCKA3HOT
cjoBa p, Koja Tpeba na Oyi1y 3aMer-eHa, Ha3BAHA HOBUM HCKA3HUM CJIOBOM.

Cazna hemo pedunucaTn BaXKHO CBOjCTBO KOje MOXKE IOBE3UBATH UCKA3HE OP-
MyJie, eKBUBAJIEHTHOCT (DOPMYJIa, ¥ KOje M3, BEOMa, 3HAYAJHY YJIOTY Y MOCTYTIIIMA
3aMeHe.

JedwvHuunja ekBrneanenTHnx opmyna

e uckasue dopmyne A u B cy joruuku ekBupajientHe (uiu Kpalie,
ekBuBaJsienTHE) AKKO je dopmysa A < B rayrosoruja, 1j. = A < B.

A eBo u HEKMX CBOjcTaBa €KBUBAJIEHTHUX (DOPMYIIA.
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3agatak 1 llokaxkwumo cienehe cBOjCTBO eKBUBAJIEHTHUX (HOPMYJIA:
dopmyne A m B Cy eKBHBAJEHTHE aKO M CAMO aKO 33 CBAKY BAJIYaIlU]y
v Baxu v(A) = v(B).

[Mpernocrasumo na cy dopmysne A u B expuBajenTtne. To 3uaum 1a je
A & B rayrosioruja, Tj. 3a cBaky Baayanujy v Baxku v(A < B) = 1. Ha
ocHOBy nedununuje Banyamuje, us v(A < B) = 1, cienu v(A) = v(B).
C apyre crpane, ako 3a cBaky Bajyanujy v Baxku v(A) = v(B), onxa no
nedbuHunMju Badyaluje 3a CBaKy Bajayauujy v umamo: v(A & B) = 1.
Hakae, dopmyna A < B je rayrosioruja, 1j. dopmyne A u B cy exkBu-
BaJIEHTHE.

3apgatak 2 Ha ckyny cBux uckasuux (opmyna F nedunumemo Ouna-
pHY penarujy = Ha cjaemehu HaYWH:

A = B AKKO ¢dopmysie A u B cy eKBUBaJIEHTHE.
[Tokaxkumo 1a je = jenma pemnalnuja eKBUBAJEHIHje HA CKymy F.
Pedaekcusrnocr. @opmyiia A < A je rayrosnoruja, nma Baxu: A = A.
Cumerpuunocr. [la ju Baxku ocobuna: ako je A = B,oumaje B = A?
[To neduuunuju penarmje = Tpebdajgo Ou ga TPOBEPUMO 3 JIU BAXKHU
creneha ocobuna: ako je = A < B, onga je = B < A, 1j. 1a 3a cBaKy
BaJsyaiujy v Baxu: ako je v(A) = v(B), onna je v(B) = v(A). To Baxu
HA OCHOBY CUMETPUYHOCTH PeJjialldje jJeJIHAKOCTH, 11a 3aKJbydyjeMO J1a je
penanmja = CUMETPUYIHA.

TpausurusHoct. la jqu Baxku: ako je A= Bu B=C, ouma je A=C?
[To nedurUMju penaiuje = TO 3HAYM /14, UCIIUTY]EMO 3 JIU BAXKU CJIeIe-
ha ocobuna: ako je F A < Bu | B & C, onna je = A & C,
Tj. ma 3a cBaky Baiayanujy v: u3 v(A) = v(B) u v(B) = v(C) caenu
v(A)=v(C). To Bazky Ha OCHOBY TPAH3UTUBHOCTH DEJIAIM]E jeTHAKOCTH,
Ta 3aKJBYyIyjeMO J1a je pesalija = TPaH3UTHBHA.

Jlakse, penanuja eKBUBAJIEHTHOCTH (hOpMyIa = jecTe jeaHa peaiuja
€KBUBAJICHIIM]e HA CKYILy CBUX MCKa3HUX dopmyna F.

57

Hamaspe iemo gecto 3a neke eksuBasientre gpopmyse A u B rosoputu u A je ex-
BuBaJieHTHA popmynu B. McrakHuMo 1Be HAjJHHTEPECAHTHHjE KTace eKBUBAJICHITH]E
penanuje =. Jeana je kyaca ¢popmyse T KOjy dune cBe (popMysie eKBuBaieHTHE (POop-
mysau T. Jlakne, kiaacy dopumysie T umne cBe TayTosoruje. JIpyra kiaca je Kiaaca
dopmyse |, Kgaca KOjoj TPUIAIajy CBE KOHTPAIUKIIH]E.

ITokaxkumo caja HEKe BaXKHE 0COOMHE KOje MMajy eKBUBAJEHTHE (DOpMYIIe.

NEMA

1 (NIEMA O 3AMEHW EKBUBAJIEHATA)

(1) Akoje =A< B, oHpa je =A< —B.
(2) Ako je E A< B, onga 3a npoussosbHy copmyny C' Baxu:

(
(
(
(

Al) E(CANA)< (CAB) u (N2) E(AANC)& (BAC),
vl) E(CVA) < (CVB) u (V2) E(Av(C)& (BVO);
=1) E(C=A)<(C=DB) u (=2 FA=C)s(B=C);
el) E(CeA) s (CeB) n (82 FAsC)es (BeO).
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JIOKA3

U3 rayronoruje | A < B nobujamo ga cy dopmyse A u B exkBuba-
nerrre. Crora 3a cBaky Banyaimjy v Baxu: v(A) = v(B).
(1) TTorpebHO je mokazaTu ma je 3a cBaky Basyanujy v Bpemnoct v(—A)
jemnaxa Bpemroctn v(—B). Ilo nedwHuimjn Bamyaimje 3a CBaKy Bajy-
aIyjy v UMaMo:

v(mA)=1—-v(A) u v(=-B)=1-—v(B).
Kako 3a caky Banyauujy v Baxku v(A) = v(B), onja umamo:

v(mA)=1-0v(4) =1—-v(B) =v(—-B).
Jlobusin cMo J1a 3a CBAKy BaJIyallljy v BarKu:
v(—A) = v(—=B).

Haxkue, popmyiie =A u B cy eKBUBaJIEHTHE, Tj. BazKu:

)=—|A<:>—\B.

(2) Jokazahemo memose (Al) u (<1). Hemosu (A2), (V1), (V2), (=1)
u (=2) ce gokasyjy ananorao kao geo (Al), a neo (<2) kao geo (<1).
Heka je C mpousBosbHa (HOpMYIa.
(A1) TIo nedununuju Bastyanuje 3a cBaky BajIyalujy v UMaMo:

v(C A A)=min(v(C),v(A)) u v(CAB)=min(v(C),v(B)).
Tomro 3a cBaky Baiyaujy v Baxu v(A) = v(B), onga npobujamo:

v(C A A) =min(v(C),v(A)) = min(v(C),v(B)) =v(C A B).
Hakue, 3a caky Bamyammjy Baxku: v(C A A) = v(C A B). Crora cy
dopmyne C A A u C A B eKBUBAJIEHTHE, Tj. BayKH:

E(CANA)< (CAB).
(1) Cse Basmyanuje MOXKEMO MOJEIUTH Y JBE CKymuHE. Y jEIHO] CY
BaJslyaimje v 3a Koje cy speguoctu v(A)=v(B) u v(C) jeanake, a y apy-
roj cy BaJsyanuje v 3a Koje cy speanoctu v(A)=v(B) u v(C) paznuuure.
3a Banyauuje v 3a koje cy speaunoctu v(A) = v(B) u v(C) jeanake, 10
neduHUUjI BaTyalje uMaMo:
v(lCesA)=1 n v(C<B) =1
3a Basyanuje v 3a Koje cy Bpeanocru v(A) = v
110 1epuHUIEjA BaTyaIrje TMaMo:
v(C&sA)=0 u v(C<B)=0.
Jakme, y oba ciydaja cMO JTOOWIH:
v(C & A)=v(C < B),
na 3aK/bydyjeMo Ja Cy 3a cBaky Bajiyaimjy v Bpeasocru v(C & A) u
v(C & B) jennaxe, Tj. BaxKu:
E(Ce A< (C< B).

(B) u v(C) pasmuuure,

o

Cama hiemo dpopmynucarn BeoMa BaskHY TEOPEMY, TEOPEMY O 3aMEHU €KBHUBaJIeHATA,
KOja HajjaCHHje MOKa3yje BaXKHOCT €KBUBAJIEHTHAX (POPMYJIA y MOCTYIKY 3aMEHeE.
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TEOPEMA 1 (TEOPEMA O 3AMEHWV EKBUBAJIEHATA)
3a npou3ssosshe popmyne C, D n F' 1 HEKO MCKA3HO CIOBO P BaXKU:

ako je = C' < D, oHpa je |= FY < FJ.

IIpe mero mro mokaxkemo TEOPEMY O 3AMEHU EKBUBAJIEHATA, TIOTJIE/TAjMO TIITa
Ham oHa maje. Mmamo dopmyny F, HEKO HMCKA3HO CJIOBO p u MelycOOHO eKBuMBa-
mertre dopmyne C u D. Onx dopmyrne F yHudopMHOM 3aMEHOM HCKA3HOT CJIOBA P
dbopmynom C gobujamo dopmyity FE u yHudOPMHOM 3aMEHOM UCTOL C10Ba P (Hop-
mysom D nobujamo dopmyny F. Iuramo ce: y kaksoj cy Be3u dpopmyne F& u FJ?
Ha ocnoBy TEOPEME O 3AMEHW EKBUBAJIEHATA mMaMO Jia Cy T€ JIBe (bopMyJIe eK-
BuBaJjienTHe. /Ipyraumje pedeno, ekBuBaseHTHOCT hpopmyna C' u D ce yuudopmuaOM
3aMeHOM npenesna na dopmyne FE u F.

JOKA3 TEOPEME O 3AMEHIW EKBUBAJIEHATA

ITocmatpajmo mponsBomny dbopmyay F. Teopemy hemo moxazarm wh-
JIYKITHjOM TI0 Opojy OMHAPHWUX JIOTUYKUX Be3HUKA y dopmynn F.

Baza unaykmuje, F uma 0 OunapHux Be3HUKa, Tj. F' je wam | wiam HEKO
UCKa3HO CJIOBO.

Axo je F ¢opmyna L, onpaje FE = 17, = 1 u F}, = 1%, = 1, na Baxu
= Fl < Fp.

Axko je F uckasno coBo ¢ pasmuuuro og p, ouga je Fh = qf, = qu
FP = ¢f = ¢q. Hakne, bopmyna Ff, < FP je tayronoruja ¢ < ¢, na
Baxu = FY < F].

Axo je F' Gaur ucka3HO CJIOBO p, Tajga umaMo ja je Fo = pl. = C u
FP =pY, = D. Kaxo Baxu = C' < D, 10 3na4u ja Baxu: = Ff < F].

Nuaykimjcka mpeTmocTaBKka: TeopeMa BaxKu 3a cBaky dopmyny I koja
UMa Mame O 1 OMHAPHUX JIOTUIKUX BE3HHUKA.

Jokakumo J1a Teopema Bazku u 3a HOPMyYJTy KOja MMa N BE3HHUKA.
ITocmarpajmo dbopmyay F' koja nma n 6bunapaux Besnnka. Popmyna F
MOYKe UMATH jefaH of caemehux obJmKa:

ANB, AV B AT A= B.

Bes 063upa Ha TO KOju 01 Tpu HaBemeHa 00uKa mMa Gopmysia F mene
mordopmysie A u B umajy bap jeman Be3nuk mame of (opmyise F| na
3a BUX BaXKW WHAYKIMjCKA IPETIOCTaBKAa, Tj. ©UMaMO TayTOJIOTH]e:

FAL < A, u B e B

< IpernocraBumo ga je dpopmyna F obauka A A B.
Ha ocuoBy gmedpununyje pynkmnuje yandopMmue 3aMeHe ©MaMoO:

F? je dopmyna A7, ABY, u FP je dopmyna A}, A BY,.

3a rayronorujy = By, < B, u bopmyny AL Baxu neo (A1) JIEME O
3AMEHW EKBVIBAJTEHATA:

= (Ag A Bg) < (AG A Bp),
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na cy dopmyine AL A BY, u A7, A BY, exsusanentue. Hcro Tako, 3a
rayronorujy = AY, < A}, u bopmyny BY, Baxu meo (A2) NEME O
3AMEHWV EKBVIBAJIEHATA:

= (A A BY) ¢ (AD A BY),
ua cy dopmyne A% ABY, u A7) A BY, exsusanenrne. Ha ocroBy Tpansu-
THBHOCTH Penanuje = u3 eksusasnenrunocru Gpopmyna ALABY u AL, ABY,
n ekBuBasentHocT opmyna AL A BY, w A A BY, nobujamo eksmBa-
nerrroct Gopmyna AY, A BY u AV, A BY,.
Hakie, umamo rayrosorujy = (ALABE) < (A7 ABY), 1j. tayronorujy
= FE < Fp.

< TIpernocraBumo 1a je dhopmyrna F obauka AV B.
Ha ocuoBy nedununuje dbynxnuje yandopmMHe 3aMeHe ©MAMO:

F? je dopmyna A%, v B, u  F} je dopmyna A, v BY,.

3a rayronorujy = Bf, < B, u bopmyny AL Baxu neo (V1) JEME O
3AMEHW EKBVIBAJIEHATA:

— (A V BL) & (A% V B,
na cy dopmyne AV, V BY, u A7, V BY, exBusasnenrre. 3a TayTOJIOrHjy
= A7, & A, u dopmyny BY, Baxu geo (V2) JIEME O 3AMEHUN EKBU-
BAJIEHATA:

= (A¢ vV Bp) < (AL V Bp),
na cy dhopmyne A%V BY, u AV BY, exsusasnenrre. Ha ocroBy Tpan3u-
TUBHOCTH pesianyje = u3 eksusasentaocru popmyna A%V BY u AY,V BY,
u exsusasienrHoctu dopmyna A7V BY, u AV v BY, nobujamo exsusa-
nenrnocr gopmyna A%,V BE, u A v BT
Jakie, umamo tayronorujy = (AL VBE) < (AL VBY), rj. mayromorujy
= FE < Fp.

< IIperunocrasumo ga je popmyna F obiuka A = B.

Ha ocnoBy nedunnimje dyukimje yuudopmue 3aMene nMamo:
F? je dopmyna A7, = BY, u F} je opmyna A}, = BY,.
Ba rayromnorujy = Bf < BY, n dopmyny A?, saxu meo (=1) NEME O
3AMEHW EKBVIBAJIEHATA:
P P p P
= (Ac = Be) < (A = Bp),
na cy dopmyre AL, = B u A7, = B, exusanentne. lcro Tako
3a rayrosorujy = AY, < AV, u dopmyny BY, Baxu neo (=2) JIEME O
3AMEHW EKBVIBAJIEHATA:
P P p D
= (A¢ = Bp) < (Ap = Bp),
na cy dopmyne A7, = BY, u A}, = BY, exsusanenrne. Ha ocuoBy
TPAH3UTUBHOCTU pesanuje = u3 eksuBaisentnoctu dopmyna A7, = BY
u A%, = B}, u exsusanenrnocru ¢opmyna Ay, = B}, u A}, = B},
nobujamo exsusanenraocr dopmyne A?, = BY, u dopmyne A}, = BY).
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Jakze, umamo rayrosnorujy = (A%, = BP) < (A}, = BY), 1j. Tay-
rosorujy = Fg < FJ.

Hokazasmm ma ocobrHa BaxKu 3a cBaky dopmyny F ca n OunapHux
BE3HUKA, MU CMO JIOKA3aJM JIa BayKW WHAYKINjCKA KOPAK, Ta 3aKJby-
gyjemMo Ja 3a npou3BosbHy dbopmyny F (1j. dbopmyny ca mpousBO/EHUM
OpojeM n OMHAPHUX BE3HUKA) U UCKA3HO cjioBO p u3 = C < D cienn
= FE < Fp.

&

Iloce moxkasza TEOPEME O 3AMEHW EKBVBAJIEHATA HABOAMMO jeJaH THUMHYIAH
puMep lIpUMEeHe Te TeopeMe.

Mpumep 6  Ilocmarpajmo dbopmyny F':
(r=@®EAT))=(qV(=@AT)),

weny nordopmyny p A T u 0] ekBuBajeHTHY dopmyay p (Ha OCHOBY
rayrosoruje (1) (p A T) < p u3 omemka 2.2.1). Ilpumernmo ga ce
norcdopmyna pA T jaBmba asa myTta y dpopmynau F, Tj. uma aBa jaBibarmba
y dopmynu F. Camo jenno jaspamwe norgopmysie pAT y F', upso ¢ jeBa,
3aMemyjeMo h0j eKBUBAJEHTHOM (DopMysIoM p u mobujamo dopmyay Fi:
(r=p) = (¢V(=(pAT)). Pacyhyjemo oaxo: dbopmyne p AT u p cy
€KBHBAaJIEHTHE, I1a Ha OCHOBY TEOPEME O 3AMEHIW EKBUBAJIEHATA

dopmyne F u (r = p) = (¢V (-(pAT))) cy ekBuBaIEHTHE,

1j. dopmyna F < ((r=p) = (¢V (=(pAT)))) je Tayronoruja.

Cnmuno 3ak/pyunBame he ce 9ecTo MojaB/bUBATH Y HAIEM JAJbeM W3J1a-
ramy ¥ Taja HeheMo yJa3uTh y I1eTabHO O0jalllhaBarbe H ONPaBIaBahe
Tor 3akspyuuBama. Opue hiemMo aHaim3upaTu U JeTa/bHHUje OIPaBIATH
0BakKBO 3akJbyumBame. IllTa cmo mMu y crBapu ypaauiu! Kopucrehn
€KBUBAJIEHTHOCT dopmyaa p A T u p, jeano jaBpame dhopmyne p A T y
dopmynu F' cmo 3amenunu dopmynom p. TBpaumo ga Ha OCHOBY TEO-
PEME O 3AMEHWN EKBVBAJIEHATA MOKEMO 3aKJBYIUTHU 1A je TaKO J100u-
jena dopmyia, popmyna Fy = (r = p) = (¢V(—=(pAT))), ekBuBanenTHa
dopmynu F. W3a 3amene nordopmyne p A T dopmyne F m0j eKBUBa-
JIEHTHOM (POPMYJIOM P CTOjH, KAKO CMO je 3BaJIM, IPETXOAHNLA (HOPMYJIa
F u Fi, dopmyna
(r=s)e(@V(=@AT))

y K0joj je jaBspame mordopmysae p A T Koje xohieMo 1a 3aMEHUMO ,,Ha3-
BaHO” MOCEOHMM MCKA3HUM CJIOBOM S. Jlakie, MH y CTBApPHU MOCMATPaMO
dbopmyny (r = s) < (¢V (-(p A T))), BEHO HCKA3HO CIOBO § U Tay-
ronorujy = (p A T) < p, na Ha ocaoBy TEOPEME O 3AMEHV EKBVIBAJIE-
HATA mobujamo:

F((r=s5)=(@VE@EAT))aT & (r=15)=(@V(=@AT))),
Tj. mobmjamo:

EEFs((r=p=@V(E={@AT))).
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Hakie, nam 3akjpyudak ja cy dbopmyie Fu (r=p) = (gV (=(pAT)))
eKBHUBAJIEHTHE je WCIPAaBaH U jecTe 3aCHOBaH Ha TEOPEMW O 3AMEHM
EKBVBAJIEHATA.

Y m3naramy Koje ciaenn Mu hemo y ciydajeBMMa Kao IMITO je OBAaj OMHUCAH Y
Mpumepy 6 roBoputu 0 mpumenu TEOPEME O 3AMEHV EKBVBAJIEHATA, a y cTBapu
To he OuTn puMeHa ciaeaehe mHeHe MOCeTuIE.

NOCNEANUA 1 (NOCNEANUA TEOPEME O 3AMEHIW EKBUBAJIEHATA)
Heka je I’ npousBossHa hopmyna, a dpopmyna A jegHa weHa notdopmyna. Ako ce y
dopmynu F' Heka jaBsbarba noThopmMysie A 3ameHe HeKOM hopMysioM B eKBUBAJIEHTHOM
dopmynu A, pobuja ce dpopmyna Fi koja je ekBuBaneHtHa hopmynu F, Tj. Baxu:

): F < Fy.

Kako ce ocobuna u3 MOCAEAULIE 1 no6uja u3 TEOPEME O 3AMEHU EKBUBAJIE-
HATA, omucano je y lNpumepy 6 3a koukperny dhopmyny F.

2.2.3 MeTroaga uunthema

OxMax Ha IOYETKY OJIE/bKa LPEJACTABUMO METOAY dYulifierha Ha jJeJIHOM jeIHOC-
TaBHOM TIPUMeEpY.

Mpumep 7 Meronom yumihema ucnurajmo na iu je dbopmyna (pVq) = p
tayTosnoruja. Meroma unmhema je cmemehm mocrymak. Ilomasmmo of
dopmyaie (pV q) = p, bupamo jeHO KCKA3HO CJIOBO KOje Ce LOjaBibyje y
T0j dbopmysn, HA TTpUMEP p, paBuMmo ciaenehe dopmye:

(pve)=pir=Tvy=T u (pve=pi=LVey=1
u dopmMupamo ApBo:

(pVvg) =p

\

(Tvg =T (Lvg =1

VY wmapeauoMm kopaky nocmarpamo dgopmyiy (T V g) = T u dbopmymy
(L V¢q) = L uoner 6upamo Heko mckazHo cyi0BO TuxX dopmyrna. One
MMajy CaMo jeIHO MCKA3HO CJI0BO, CJIOBO ¢, TIa MOYKEMO n3a0paT jeInHO
TO mcka3uo cgoBo. CBaka ox Tux ¢opmysa ce rpaHa Ha aBe HOpMyJIe
TaKBe JIa je Y jeJIHOj ¢ 3aMemeHo ca 1, a y Apyroj je g 3aMemeHo ca |
u 100MjaMo JIpPBO:
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(TvT)=T (TvLl)=T (LvT)=1 (Lvl)=1

Ha nmucroBuma oBor apsera qobman cMo popMysie y KOjuMa HeMa HCKa3-
HUX CJI0Ba. Y IOCIEAHEeM KOPAKY CBAKYy oOf Tux (opMmyJia nmoBe3yjemo ca
0] eKBHBajieHTHOM dopmysoM, jenrom ox dopmyna L wan T. Pesyn-
TaT TOT MOCTYIKA je APBO:

(pvg) =p

OBuM KOpPaKOM IMOCTYIIAK MPABJbEHA APBETA j€ 3aBPIIEH U CAJA MOCMa-
TPaMo JIUCTOBE OBOT ApBera. /la cMo Ha CBUM JHUCTOBHUMA JOOMIH POpP-
Mysty T, 3aKibyumiu 6ucMo Ja je naiia mnosasua gopmyia (pVq) = p
tayrosioruja. Mehyrum, Ha jeanom Jsmcty je dpopmyrra L, ma 3aKsbydy-
jemo na dopmyna (p V q) = p Huje TayToIOTHjA.

Kako meroma wwmmihema u3riena 3a npousBosbHy dopmyny F?7 Ilomazumo ox
dopmyme F', bupaMo jeaHo MCKa3HO CIOBO KOje Ce TOjaBibyje y TOj pOopMy/in, HA
upuUMep p, U BPIIKMMO IpaHatbe oi dhopmyie F (kao y Mpumepy 7), 1j. upaBumo dop-
myry F% (rako mro y dopMymn F' cBako jaB/barbe MCKA3HOT CIOBA P 3aMEHYjEMO
bopmynom T) u dopmyny F} (raxo mro y dopmymn F cBako jaBbarme HCKA3HOT
csioBa p 3amemyjemo dopmysom L). Barum Gupamo cienehe uckasno cioBo ¢Ghop-
myne F, Ha npumep ¢, u BpmmMO rpaname cake on dopmyna F¥ u FY 1j. xo-
pucrehn Gopmyny F¥ npasumo dopmyne (F2)L u (FL)9, a xopucrehn dopmyry
F? npasumo dopmyne (F7)% u (F7)%. Iocrynax macrasibamo uzbopom HOBOL
nckasnor ciiosa dbopmyne F (pasamauTor of p u ) n rpanamem dopmymna (F7)L,
(FY4, (F7)4 u (FV)%. Tpadudku 1o MOXKEMO Ja mpeacTaBuMo cieaehum apse-
TOM:

F
/ \

Fr B
VRN VAN
(F)T (P (EDT (D)1
/ / N\ / N\ \

\

IMocrynak rpanama ce 3aBpiiaBa kaja ce (npuMerbyjylin 3aMene uckasHux cJoBa
dopmysama T u L) n06ujy dopmysie y Kojuma Hema uckasznux cjaosa. llociaenmwu
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KOpAK je Ja HAIIpaBUMO JIUCTOBE, Tj. /1a CBAKY O THX (GOpMy/ia IOBEKEMO Ca OHOM
on, dpopmyna T mam L Kojoj je Ta dpopmyra ekBuBageHTHA. Jlakie, HA JUCTOBUMA
JpBeTa Koje m00MjaMo OMMCAHUM IIOCTYIIKOM MOTY Ce HaJa3uTu caMmo (opmymne T
u 1. TlomceTnmo ce ma TOM METOIOM WCIHUTYjeMO na Jiu je Heka (opmyna F', xkoja
HaM je Jara, TayToJoTHja. 3aTO Ka 13 HAMPABUMO OBAKBO JAPBO, OHIA Y 3aBUCHOCTHU
oz, Tora Koje (opmyse ce Haja3e HA HETOBUM JINCTOBUMA, 3aKJbY4dyjeMO J1a JId je
nonasua ¢gopmyna ' rayronoruja wiu Huje. AKO ce Ha CBUM JIMCTOBUMA HAJIA3HU
dopmysia T, orza je nosiasua ¢popmysia F rayrosoruja. AKo ce Ha CBUM JIMCTOBUMA
Hanasu gopmyna L, onga je ¢popmyna F konrpaaukuyja. AKO ce Ha JIMCTOBUMA
mojaBsbyjy 00e dopmyne u T u L, onga ta hopmysa HUje HU TayTOJOTHja HUA KOH-
TPAJUKITA]A.

IIpe HEro 1ITO TOKAKEMO A je OBAKBO 3aK by IMBAIHE HCIPABHO, TOLJIEAAjMO jOIII
JIBa jeTHOCTABHA NPUMeEPA.

MNpumep 8  Ilokaxkumo na je dopmyna p < p rayrosoruja. ¥ TOj
dopmyan mojasibyje ce caMo MCKA3HO CJOBO P, 3aTO MpaBUMO GopMmyIie
pepht=TeTupep) =1L 1

p<=p

T

T T 1l L

VY oBoMm jeaHocTaBHOM mpuMepy Behi cMO PBHM KOPAKOM TI'DaHAmA [10-
ounu ¢opmyne y KojuMa HeMa HMCKa3HuX cjoBa. lIpeocraje mam ma
HAIIPABHMO JILCTOBE, Tj. opmysry | < T IOBEXKEMO Ca O] EKBHBA-
JeHTHOM (hopMysIoM | u UcTO Tako dhopmysy | < | moBexeMo ca moj
€KBUBAJIEHTHOM (POPMYJIOM | :

p<=p

T

T T 1l 1

T T
Ha cBum smmcroBuMa cmo mobumu popMyay | u 3aK/bydyjeMo aa je Gpop-

MyJa P < P TayTOJIOTH]a.

Mpumep 9  Tlokaxkwumo ma je dopmyna p A -p KoHTpaauknuja. Kao u
y TPEeTXOJHOM MPUMEPY MCKA3HO CJIOBO P 3aMemyjemo dbopMmysiama | u
1 u mobujamo apso:

PN —p

TA-T 1A=L
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Ha cBum smmcroBuma cmo mobunm dhopmyny L u 3akspydyjemo ma je dhop-
Myaa p A 7p KOHTPAIUKITHI]A.

ITocse oBux jesHOoCTaBHUX IPUMEPA HIOIVIEAAJMO HA Y€MY Ce 3aCHUBA METO/IA YH-
mthema. [lonaszumo o Heke dopmyse F' 1 MOKa3aHUM TOCTYITKOM MTPABUMO JIPBO HA
YUjUM JIMCTOBUMA MOry Outu camo | wim T. AKO CMO HA CBUM JIMCTOBUMA, TOOUIH
dopmyme T, Mu TBpAMMO 12 je mosa3Ha (popMysaa TayToJoruja. 1o 3aK/byduBambHe
onpasaasamo ciegehum cojerBom 3a npousBosbHy Gopmyay E (koje fiemo y6p3o
Jokazarn): (opmyna E je Tayrosoruja ako u camo ako cy dopmyne ET u E7
TayTosioruje. Jlakiye, ako Cy Ha JUCTOBMMA TOT JIpBETA TAyTOJOTHje |, MOUYUIHEMO
ma ce on jgucroBa Bpahamo ka mHammoj mosasuoj dbopmynu F. Y CBAKOM KOPAaKY
Bpaharba MU Ipea3nMo ca HeKnx dopmyna BT u B Ha dopmyny F u KOPHCTIMO
0Baj /1e0 TIOMEHYTOT CBOjCTBa: akKo ¢y ¢dopmyne BT u E' tayTonoruje, oHIa je H
dopmyna E tayrosoruja. Y mocseameM Kopaky Bpahama KOPUCTUMO TO CBOjCTBO
¥ mpesa3nMo ca rayroiaornja FY n F) na dbopmyny F u 3akbydyjeMo ga je Hama
nostazna ¢gopmyna F tayTosoruja.

a MoMeHyTO CBOjCTBO BaKW TBPAW HapeIHA TeopeMa.

TEOPEMA 2
®opmyna F je TayTonoruja ako u camo ako cy dopmyne F¥ u F taytonoruje.

IIpe HEro mITO HOKA2KEMO OBY TEOPEMY IOLJIEAAJMO jeJaH IIPUMED.

Mpumep 10  Ilocmarpajuo dopmyny F u3 MNpumepa 2, dbopmyay
(pA(p=q)) = ¢. 3a6uio kojy Banyauujy v Bpegaoct v(F') padynamo
Ha caeaehu HavMH:
v(F) =max(1 —v(p A (p=q)),v(q))

= maz(1 —min(v(p),v(p = q)),v(q))

= maz(1 — min(v(p), maz(1 — v(p),v(q))), v(q)).
A cama mornenajmo dopmysie

FE=(TAN(T=¢q)=q u F=(LA(L=9q)=q

Ba Guino kojy Basyammjy v Bpegroct v(FY) padyHamo Ha MCTH HAUHH
kao v(F') camo mro ymecro v(p) crabamo v(T):

o(F?) = maz(1 = min(v(T), maz(1 — v(T),v(q))), v(q)).

Hcro Tako, speauoct v(FY) padynamo ma wcrn maunn kao v(F) camo
mro ymecro v(p) crasmpamo v(L):

o(F7) = max(1 — min(v(L), max(l — v(L),v(q))),v(q)).

Harmm npBu 3a1aTaxk je 1a 3a mpon3BOJbHY Basyalwjy v kopucrehu dopmy-
ny F, onpenumo v(FT) u v(FY). Axo xohemo na oapemumo v(FY), onna
y3UMaMO TPOW3BOJbHY BaMyalldjy v; ca OCOOMHOM Ja Ce€ FOM HCKA3HO
cioBo p camka y 1, 1j. wv1(p) = 1 = v(T), a HA OCTa/UM UCKA3HUM
caosuma dhopmysie F' ta Basyanmja ce HOKJIANA Ca V. Y HAIIEM IIPUMEDY
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dopmyna F ocum p uMma jOI caMo UCKA3HO CJIOBO ¢, A Y3UMaMO BaJIy-
aujy v1 3a Kojy je v1(p) = 1 u v1(q) = v(q) u nobujamo:
v(F®) = maz(1 — min(v(T),maz(1 —v(T),v(q))),v(q))

= maz(1 —min(vi(p), maz(1l —vi(p),v1(q))), v1(q)) = v1(F).
Amnasorno rome, kaga padynamo speauoct v(F]) moxemo yseru npou-

3BOJbHY BaJIyallWjy ve ca OocobmHOM ga p cimka y 0, a HA ocramuMm
HCKa3HUM CJIOBHMa C€ IIOKJIAalla Ca U U 3a IbYy BazKH:

’U(Fji) = UQ(F).

Jpyru 3aarak je na 3a Heky Bajyanujy v uspadyHamo speguoct v(F),
kopucrehn Bpeanocrn v(FY) n v(FY). Baxua je BpeaHoCT C10Ba p TOM
Basyanujom v. Ako je v(p) =1, ouna je v(p) = v(T) u umamo:

o(F) = maz(1 — min(v(p), maz(1 — v(p), v(a))), v(q))

= maz (1 —min(v(T), maz(l —v(T),v(q))), v(q)) = v(F7).
A axo je v( ) =0, ouza je v(p) = v(Ll) u nmamo:
(
(

v(F) = mazx(1 = min(v(p), maz(l - v(p),v(q))),v(q))
= maz(1 — min(v(L), maz(1l —v(L),v(q))),v(q)) = v(FY}).

Ocobuna kojy cmo nokazann y Mpumepy 10 Baxku u y ommrem ciay4ajy. I[Tocma-
TpaMO TPOU3BOJbHY Bajyarujy v u ¢hopmyay F y KOjoj ce OCHM HCKA3HOT CJIOBA P
TI0jaBJbYjy jOII M MCKA3HA CJIOBA D1, ..., Pn, [J€ OPOj THX CIOBA MOXKE OUTH M HYJA.
Ako je v Basyanmja TakBa sa cjaoso p cauka y 1, vj. v1(p) = 1, a Ha cBuUM OC-
TaJMM MCKa3HuM cjoBuMa dopmysie F (ako Ta csioBa 110CToje), UCKAZHUM CJIOBUMA
P1,---sPn, CE TIOKJIATIA Ca BaJyanujoM v, Tj. v1(p;) = v(pi), 1 < i < n, oHIA UMaMO:

U(F—?) = Ul(F).

Axo je vo Bamyarmja Takpa Ja WCKasHO cyoBo p cawka y 0, Tj. wva(p) = 0, a Ha

CBUM OCTaJIUM HMCKa3HUM cJoBuMa (opMyne F (ako Ta cioBa moCToje), HCKa3HUM

CJIOBUMA, D1, ..., Pp, CE€ HOKJAIA Ca BajayamujoM v, Tj. va(p;) = v(p;), 1 < i < n,

OH/Ia IMaMO:

v(F]) = va(F).

C mpyre crpane, 3a IPOU3BOJbHY BaJyalujy v Bpegaoct v(F') pauyHaMo OBAKO:
ako je v(p) =1, onna je v(F) = v(F%
ako je v(p) =0, ouga je v(F) = v(FV

Kopucrehu oBa cBojcTBa, mokazkumo TEOPEMY 2.

)’
1)

JOKA3 TEOPEME 2

Hexka ce y popmynu F' ocuM HCKA3HOT CIOBA P jaB/bajy M UCKA3HA CIOBA
P1yeery Pn, T/ OPOj THUX CJIOBA MOKE OUTH W HYJIA.

Jokas nema: Ako je F' mayrosnoruja, onma ¢y u F¥ u F} rayromnoruje.
Axo 3a nponssosbry Bamyarujy v:F — {0, 1} nokaxemo na je v(FY) =1
u v(F}) =1 1o he 3nauuru 1a cy re dbopmye rayronoruje. JTokaxKumMo
na je v(F¥) = 1. Yamumo Bamyauujy v; Koja HCKA3HO CJIOBO P CIHKA Y
1, 1j. v1(p) = 1, a HA CBUM UCKA3HUM CJIOBUMA P1,..., Dp (AKO TA CJIOBA
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[OCTOje) ce MOKJIana ca BajyanujoM v, 1j. v1(p;) = v(p:), 1 < i < n.
Nmamo (kao y Mpumepy 10) na Baxu:

v(FT) = v (F).
Qopwmya F' je TayTonoruja, ma je u 3a BaIyallnjy v; KICTUHATA, Tj. BaXKH
v1(F) = 1. Crora u3 v(F¥) = v1(F) u v1(F) = 1 aobujamo v(F¥) = 1.
Jlakye, moka3aan CMO /1 33 MMPOU3BOJHHY BAJTYAITH]Y ¥ BAXKH v(F#) = 1.
To 3naun na je dbopmyna FZ rayronoruja. (doxas xa je dopmyna F7
TAyTOJIOIHja je aHAJIOraH OBOM JIOKa3y.)
Hokas nena: Axo cy F¥ u F} rayronoruje, ounga je u F rayronoruja.
Cse BaJstyalgje MOKeMO Pa3BPCTATH HA OHE KOje UCKA3HO CJIOBO P CIUKAJY
y 1 u ore koje p ciaukajy y 0.
<y 3a cBaky BaJsyarujy v KOjoM ce HCKa3HO CJI0BO p camka y 1, tj. v(p) = 1
(xao y Mpumepy 10), Baxku:

v(F) = v(FL).
®opmyna FI je rayronoruja, ma umamo v(FF) = 1. I3 v(F) = v(F?) u
v(FT) =1 nobujamo v(F) = 1.
< 3a cBaKy BaJjIyalujy v KOjOM Ce UCKa3HO cJIoBO p cimka y 0, 1j. v(p) = 0
(ka0 y Mpumepy 10), Bazku:

v(F) =v(F7).
®opmyna FY je rayronoruja, na umamo v(FV) = 1. U3 v(F) = v(F}) u
v(F]) =1 nobujamo v(F) = 1.
Hakine, 3a cBaky Baayanujy v Baxku: v(F) = 1. 3BakbydyjemMo ga je
dopmyna F Tayromoruja.

TEOPEMA 3

Ako je p npon3BOSBHO NCKA3HO CNOBO Heke hopmyne F' n popmyna F' je TayTonoruja,

oHAa je 3a npoussosbHy dopmyny C n dopmyna FY taytonoruja.

NOKA3
Axo 3a cBaky Banyauujy v : F — {0,1} nokaxemo na je dpopmyna Ff,
ncrnanTa, Tj. ga je v(FS) = 1, 1o he 3naunty ma je Ta dopmyra Tay-
rosoruja. Bpexuoct v(C) moxe Gurn mwin 1 uu 0.
<1 Axko je v(C) = 1, onza je v(C) = v(T), na umamo aa je v(FE) jexnaxo
v(F). ®opmyna F je Tayronoruja, na Ha ocHOBY TEOPEME 2 u dbopmyna
F¥ je rayronoruja, 1j. v(F¥) = 1. U3 tora cieau na je v(FE) = 1.
<2 Ao je v(C) = 0, onna je v(C) = v(L1), na umamo na je v(Fg) jennako
v(F7). Omer ma ocmnoBy rtora mTo je dopmyra F rayromormja Ko-
pucrelin TEOPEMY 2, noGujamo za je dopmyna F) rayromoruja, ma je
oner v(FE) = 1.
Jake, no6unu cmo ja je dopmyna FY ucrunuTa 3a CBaKy Basyalujy
v, ma 3aKspydyjeMo aa je popmyna Ff rayronoruja.
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OBOM TeopeMOM CBaka TayTOJIOTHja IMOCTAje, CAUKOBUTO PEYEHO, jeTHA CXEMa,
3a MPaBJbebEe HOBUX TAYTOJIOTHja TAKO Ja y HOj CBAKO MCKA3HO CJIOBO MOXKE OUTH
3aMEEHO MPOU3BOFHOM MCKA3HOM (DOPMYJIOM U TOM 3aMEHOM Ce J00uja HOBa Tay-
tonoruja. Ha mpumep, Tayronoruja p = p m TEOPEMA 3 Ham omoryhasajy npasibe-
we ciegehnx Tayrosoruja:

A = A, rze je p 3amermeno ca A;

(A= C) = (A= C), rze je p 3amemeno ca A = C, u Tako gasbe.

HUcro rako, tayrosoruja (pA(p = q)) = ¢, Ha ocHOBY TEOPEME 3, Jiaje TayTOJIOrujy:
(pA(p=q) =) =(ANA=q)=q

Ta mOBa TayTOJOrMja HA OCHOBY WCTE TEOPEME Jaje TayTOJIOTH]Y:

(AN(A= )= q) = (AN (A= B)) = B.
ITpumernmo za je rayrosoruja (AN (A = B)) = By crBapu dbopmyia nobujena us
rayroJioruje (p A (p = q)) = ¢, Kaua cy ABa UCKA3HA CJIOBA P U ¢ 3aMEEHa PEJOM
opytava A n B, 1j. (AA (A= B)) = B je dopmyaa ((p A (p = ) = a)/2)%-
To cBojcTBO je mpeacrarbeno ciaegehiom mocaeauom TEOPEME 3.

NOCNEANLA 2 (MOCNEAVLA TEOPEME 3)
Ako je dopmyna F taytonoruja u pi,...,pn, (n > 1) meHa nckasmna cnosa, oHpa 3a
npoussosste hopmyne C1, ..., Cy, n bopmyna FZI T je TayTonoruja.

Y mapejanum npumepuma npuMeHuheMo Meroy duinhema Ha HEKOJIUKO, /1A MX
TaKO HA30BEMO, TIO3HATUX TayTojoruja. IIpe Tora morenajmo moHOBO bOPMYITy U3
Mpumepa 7. Ha oBOM mpuMepy MOKaKMMO KAKO MOCTYIIaK YUIINerha, KOju CMO Beh
OIMCAJIN, MOXKEMO CKpaTuTu, Kopucrehn tayronoruje m3 cuucka y omebky 2.2.1 u
TEOPEMY 3. Hakown upsor rpanama 106usu cmo dbopmyste (TVg) = T u (LVg) = L.
VYMecro fa HACTABUMO I'DaHabe 3aMeHaMa MCKA3HOr ciIoBa ¢ ca | u L, ypaauhemo
caenehe. Kopucrehn tayromornjy (9) (p = T) < T u rayromnorujy (8) (LVp) & p,
Ha, OCHOBY TEOPEME 3, 100ujaMO peIoM TayTOJIOTHje:

(p=T) T, =(TVvy=>T)&T un (Lvpeph=(LVyEq
N3 rayromoruje (T Vq) = T) & T cnean na je dopmyna (T V q) = T Ha JeBoj
rpanu ekBuBaJieHTHA Gopmyau | . U3 tayTonoruje (L\/q) < ¢, Ha OCHOBY TEOPEME
O 3AMEHW EKBUBAJIEHATA, nobujamo za je dbopmyra (L V q) = L wa mecuoj rpanu
ekBuBaJsienTHa dhopmynu ¢ = L. 3aro apBo npoaykaBamo tako mro (T Vg) = T
nosesyjemo ca T, a (LVg) = L caqg= L. Ocraje nam jow rpanamme (opmyJie
q = 1 u nobujamo apso koje je jemuocrasHuje oj apsera u3 [lpumepa 7:

(pVa)=p
(Tvg =T (Lvg =1
|
T qg= 1
/ \
TTL L:|>L
1 T

1 y cBuMm HapemnuM mpuMepuMma, MpH MPEJacky ca (popMmyse y jeJHOM 4YBOPY
(uperxonuuky) Ha GOpMysy Y HEKOM HEIOBOM HACIEIHUKY, ypajiuliemo ciexelie:
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meke nordopmyne Gopmyite U3 MPETXOIHUKA 3aMEHYjeMO UM, €KBUBAJICHTHUM
dopmynama u mobujamo GopMyry y HacTeIHUKY. EKBUBAJIEHTHOCT CBAKe T€ MOT-
dopwmyite u ore popmyie KOjOM je 3aMerbyjeMO OIPABIAHO je HEKOM O] TAyTOJIOTHja,
Hajuenthe OHUX HaBEAEHUX y ofe/bKy 2.2.1 (Hekan u TEOPEMOM 3 4ujy MpUMEHy
uehemo uctunarn). Popmysia y HACAEIHUKY, KOja je pe3y/TaT THX 3aMeHa, eKBUBa-
JIEHTHA, je (bopMyJII/I Y IPETXOJHUKY Ha OCHOBY TEOPEME O 3AMEHIW EKBVIBAJIEHATA.
Kana 6ymemo 3a HEKO APBO ca ABe rpaHe TOBOPHUIU O JI€BOj W JIECHOj TPAHU TOT
apsera TO he ce OJHOCHTH HA JIEBY W JECHY I'DAHYy O KOPEHA [0 JUCTA TOI JIPBETa.

Mpumep 11 e Mopranos 3akon: (=(pV q)) < (=p A —q).
[IpaBumo mpBO:
(~(pVva) e (pr-a)

(=(TVvg) e (-TA-q) (—(Lvag) e (-Lr-g)
(M e(Lr-q (e (TA-g)
L{LL —ge g
l |

IIpBuM rpaHameM HAIpPABUIA CMO (DOPMYJIE:

(Cpva) e (pA-g)r = (=(TVg) e (=T Ang)
(meva) & (pA=)L = (~(LVg) e (~LAg).
Heramao hemo 06pa3moKUTH KAKO CMO HAIPABUIA OCTAJIE YBOPOBE JIEBE
rpane osor apsera. (IIpaBsbeme mwerose jecHe rpane u rpaHa y Hapel-

HUM TpuMepuMa Hehie OuTh Tako meTasbHO 06pa3IOKEHO. )

ITpeu kopak: u3 (—(TVq)) < (- T A—q) nobujame (- T) < (LA—q). Ha
ocHoBy Tayrosioruje (6) u TEOPEME 3 dopmyna T V ¢ je eKBUBaJIeHTHA
dopmynu T, ma je Ha ocHoBy TEOPEME O 3AMEHV EKBVIBAJIEHATA dop-
myna (—(T V q)) < (=T A —q) ekBuBasenta (-T) < (=T A =g). Ha
ocuoBy rayrosoruje (17) dopmyna =T je ekBuBasientHa L, na je na oc-
HOBY TEOPEME O 3AMEHW EKBUBAJIEHATA dopmyna (—T) < (=T A —q)
exkBuBasieHTHA hopmynu (- T) < (L A —q).

Hpyru kopak: u3 usopa (—T) < (L A —g) mobujame usopa L < L.
Ha ocuosy rayrosioruje (17) dopmyna —T je ekBupasienTHa L, na je Ha
ocHoBy TEOPEME O 3AMEHW EKBVIBAJIEHATA dopmyasia (- T) < (LA —q)
exBuBasienTHa (opmymn L < (L A —¢g). Ha ocHomy tayrosoruje (4)
u TEOPEME 3 dopmyna L A =g je ekBuBajenTHa dhopmyan L, ma je HA
ocHoBy TEOPEME O 3AMEHV EKBUBAJIEHATA dopmyra L < (L A —q)
ekBuBaJsieHTHA hopmynu L & L.

Tpehu xopak: u3 usopa | < 1 nobujame smcra T. Ha ocuoBy Tay-
tosoruje u3 [pumepa 8 w TEOPEME 3 hopmyna | < 1 je ekBuBajseHTHA
dbopmymu T.

V [1eCHOj TpaHu OBOT JIPBETa KOPUCTUIIA CMO PEJIOM, TI0 KOpAIMa, Tay-
rosnoruje: (8) u (18); (2); u3 Mpumepa 8.
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Mpumep 12 JTe Mopranos 3akon: (—(p A q)) < (—pV —q).
[IpaBumo mpBO:

(=(prng) = (mpV—4q)

(=(TAg) e (=TV-q) C(LAg) & (=Lv-a)
(9 (Lv-9q (ﬂL)@l(TVﬂq)
nge g T(LT
| I

VY J1eBOj rpaHd OBOI JIpBeTa KOPUCTHJIM CMO PEJIOM, 110 KOPAIlMa, Tay-
rvosoruje: (2) u (17); (8); u3 MNpumepa 8, a y mwerosoj AecHoj rpanu
KODHCTHJIM CMO DeJIoM, TI0 Koparmma, Tayrosoruje: (4) u (18); (18) u

(6); (13).

Mpumep 13  Bakon 3amene ummukaimje: (p = q) < (—pV q).
IIpaBumo apBoO:

=g (=pVva

(T= g & (=TVq) (L= g (-LVa
g (LV g T<i>(|TV q)
¢ q TLT
i #

VY J1eBOj rpaHu OBOI' JpBETa KOPUCTUIIM CMO PEIOM, [0 KOpaluMa, Tay-
rosoruje: (10) u (17); (8); us MNpumepa 8, a y werosoj JecHOj rpanu
KOPUCTHJIM CMO DEJIoM, TO Kopamuma, tayrosjoruje: (12) u (18); (6);
(13).

Mpumep 14  Baxou asojue meramuje: (——p) < p.
[IpaBumo apBO:

(cmpep
(—=T) T (G-l e L
(~LHeT (-T)e L
TLT lLL

VY neBoj rpaHm OBOT ApBETa KOPUCTHIM CMO PEIOM, IO KOPAIIUMA, Tay-
rosoruje: (17); (18); (13), a y mweroBoj AeCHO] 'paHU KOPUCTHUIIA CMO
pesom, 1o Kopauuma, rayrosoruje: (18); (17); uz MNpumepa 8.
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Mpumep 15  3akon KouTpamosunymje: (p = q) < (-g = —p).
IIpaBumo apBO:
(=g = (g=>-p

(T= @& (ng=-T) L= ge(-g=>-1)
g& (ng=1) Te(e=T)
Q©|ﬁﬂq TS T
! I

Y neBoj rpaHu OBOT ApBETa KOPUCTHIM CMO PEIOM, IO KOPAIUMA, Tay-
rosioruje: (10) u (17); (11); u3 Mpumepa 14. Y necuoj rpanu apsera
KODUCTUJIM CMO PeJioM, 110 Kopauuma, rayrosoruje: (12) u (18); (9);
(13).

Mpumep 16  3Bakon aucTpuOyTHBOCTH V y OfHOCY HA A:
(pAgVvr) <= ((pVr)A(gVr)).
[IpaBumo apBO:
(eA Vv ) ((pvr)rlgy )

(pA @V T)&((pVv T)A(@V T)) (pA @)V l)ﬁ(l(pv LyA(gv 1))

T(pA q)
T

TLT (pA q)
|

VY J1eB0j TpaHW OBOT IPBETA KOPUCTHJIM CMO PEIOM, MO KOPAITAMA, Tay-
rosioruje: (5) u (1); (13); a y mWeroBoj JECHOj rpaHu KOPUCTHJIUA CMO
pesoM, 1o Kopauuma, Tayrosuoruje: (7); uz MNpumepa 8.

Caza majemMo crimcak TayToJIOTHja y KOME Ce Tope Beh MOMEHYTUX TayTOJIOTH)ja,
HaJa3e oIl HeKe 3HaYajHe TayTOJOrhje Koje NeMO KOPUCTUTH y JAa/heM M3JIaramby.

3akoH pedIeKCUBHOCTI 338 UMIIJTHKAIIN]Y: p=p

3akoH UCKJIbyUera Tpeher: pV -p

3aKOH HEMPOTUBPEIHOCTH: —(p A —p)

3aKOH JIBOjHE Heraruje: mp D

Ilepcos 3aKomn: (p=q¢) =p) =p

3aKoH 3aMeHe MMILIAKAII]je: p=q9) < (-pVyq)

3akoH 3aMeHe eKBUBAJICHIIH]E: peqge((p=q9ANA(q=p)
3aKOoH TPAH3UTUBHOCTH 32 UMILJIUKALIU]Y: p=q9=(¢g=r)=pm=>r))
3aKOH TPAH3UTUBHOCTU 34 €KBUBAJICHIIU]Y: (peggNn@ger)=per)
3aKkoH Heruparma UMILIMKALU]e: (~p=9q) <= (pN—q)

3akoH jakor cBoherma Ha MPOTUBPEYHOCT: ((-p) = (gA—q)=Dp
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3aKkoHU KOMYTaTUBHOCTH 3a A 1 V: (pNg) <= (gAp) u (pVq) < (¢Vp)
3aKkoH acoUujaTUBHOCTH 3a A: (pAQAT)S (pA(gAT))
3akoH acouujaTUBHOCTH 33, V: ((pVvaq)V 7") (pV(gVvr)
Bakonu ancopiuuje: (pV(gAp)<=p u (pA(gVp) <D
3akoH aucTpubyTUBHOCTU A Y OJHOCY HA V: ((pVg) A r) ((pATr)V(gAT))
3akoH aucTpubyTUBHOCTH V Y OJHOCY Ha A: ((pAg)Vr)<= (pVr)A(gVrT))
Moayc nonenc (modus ponens): pA(p=4q) =q

e MopraHoB 3aKoH: (=(pAg) & (—pV —q)

e Mopranos 3aKkom: (=(pVq) < (—-pA—q)

3aKOH KOHTPAIIO3ULIUje: (p=4q) < (—g= —p)

V HapeaHoj TeopemMu MpeacTaBuiieMo joIr jenHy Be3y Koja noctoju udmelhy dop-
myste F' u dopmya F$ " Ff, r7e je p HEKO MCKA3HO CJI0BO ¢opmyste F.

TEOPEMA 4
3a npoussosbHy dopmyny F' n HEKO MCKa3HO CNOBO p Baxku aa je I’ ekBumBaneHTHa
opmymun (p = F7) A (=p = F7), 1j. dopmyna F & ((p = F7) A (-p = F7)) je
TayToN0rNnja.
JIOKA3

Tpeba mokazaTu 1a je 3a cBaky Bajyamujy v : F — {0,1} BpemHocr

v(F < ((p = FY)N(-p = F7))) jennaka 1. Ha ocuosy aedununuje

v 3a ¢opmyrny obmuka A < B, To 3HaYn Ja Tpeba MOKa3aTH Ja je

v(F) jennako v((p = F¥) A (—p = F7V)). Ilo nedpununujn sanyanuje v

speanoct v((p = FR)A(-p = F7)) pauynamo kao munumym v(p = F7)

n v(—p = FV), a Te BpeHOCTN pauyHAMO OBAKO:

v(p = F?) = max(1 — v(p),v(FY))
v(-p = F?) = maa(1 - o(~p), vo(F7)).

Ba masbe padyHambe HEOXOMHA HAM jeé BDEJIHOCT UCKA3HOT CJI0BA P BAJTY-
alujoM v. 3a CBaky BaJyauujy v BpegHoct v(p) je unu 1 unu 0.

<1 Axko je v(p) = 1, onna umamo ga je v(F) = v(F¥).

Ozpeanmo jour v((p = F) A (-p = F7)). Nmamo:

o(p = F2) = maz(1 — 1,0(F2)) = maz(0,u(FL)) = u(FY)

u

v(-p= FV)) = maz(l - 0,v(F))) = maz(1,v(F})) = 1.

113 rora cnean: v((p = F2) A (-p = F7)) = min(v(F%),1) = v(FL).
Hobunu cmo pa cy obe speanocru v(F) u v((p = FI) A (-p = FV))
jemnake v(FY), ma cy jenmake meljycoGmo.

<2 Axo je v(p) = 0, onga umamo xa je v(F) = v(EF7).

Ha ucru naumn kao y < mobujamo na je v((p = FL) A (-p = F7))
jennako v(EF7).
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Jakie, umamo 1a cy obe speanoctu v(EF) u v((p = F£) A (-p = FV))
jennake v(F7), ma cy jennake meljycoGuo.
N3 <1 n <y 3aK/byUyjeMO [a 3a CBAKY BaIyallljy v BayKM:
v(F) =v((p= F7) A (-p = F7))
T].
J oF & (0= F2) A (-p= F2)) =1
Hakze, bopmyna F < ((p = FI) A (—p = FV)) je tayromnoruja.

¢
V mapennom 3amarky hemo 3a mecer hopMyJa MOKA3aTH 14 Cy TAyTOJOTHjE W TO
METO/IOM YHIhena.
3apgatak 3
(1.1) Hokazatu na je dopmyma p = (¢ = p) Tayrosaoruja.

[IpaBumo apBO:

p=(¢=p)

/

T=(¢g=>T) L= (¢g=1)
|
|

q= T T
T

VY J7€BOj TpaHu OBOT JPBETA KOPUCTHJIW CMO PEIOM, TI0 KOPAIAMa, Tay-
rosioruje: (10) u (9), a y BEroBoj JECHOj TPAHU KOPUCTUJIA CMO Tay-
rosorujy (12).

(1.2) Hoxkazaru 1a je (p =(q = 7))=((p = ¢)=(p = r)) Tayroaoruja.
IIpaBumo apBO:

p=>@=r)=>(p=q9=(@=>r))

(T=(@=r)=(T=9=(T=r) L=@=r))=>(L=>9=(L=r)
(qér)l(qér) T=(T=T)
'|F T=T
I

VY J1eBOj rpaHd OBOI JIpBETa KOPUCTHJIM CMO PEJIOM, 110 KOPAIUMA, Tay-
rosioruje: (10) u pedIeKCUBHOCT MMILIMKAIUjE, & Y HErOBOj JECHO]
IPaHM KOPHUCTHJIM CMO DeJIOM, MO KoparmMa, tayrosioruje: (12); (10)
u (9).

(1.3) Tokazaru na je dopmyaa ((p = ¢) = p) = p TayroJoruja.
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IIpaBumo apBo:

(p=q¢)=p=0p

(To 9oTST 0o 9oLl
‘lr (T:>J|_):>J_
LZLL
I

V J1eB0j rpaHu OBOT JpPBETa KOPUCTUJIM CMO TayTosorujy (9), a y JaecHoj
TPaHW pelom, 1o KopaimMa, rayrosoruje: (12); (10) u (12).

(1.4) Tokazaru na je dopmyaa p = (¢ = (p A q)) Tayrosoruja.
IIpaBumo apBoO:

p=(g=(pA q)

Ti(qél(TA q)) Li(q;&l(LA q))
a=(TAq) T
qilq
I

VY 71eB0j rpaHu OBOr ApBETa KOPUCTHIM CMO PEJIOM, II0 KOPAIUMa, Tay-
rosoruje: (10); (2) u pedekcuBHOCT UMILTMKAIMjE, & y JECHO] Tay-
rosorujy (12).

(1.5) Mokazatu na je dopmymna (p A ¢) = p Tayromormja.

IIpaBumo apBoO:
(PN a)=p

(TAg=T (LA g) =1

T 1l=1

VY necHOj rpaHu OBOT APBETA KOPUCTUJIA CMO PEJIOM, 110 KOPAIUMA, Tay-
rosioruje: (4) u (12), a y jseBoj rayrosorujy (9).

(1.6) Tokazaru ma je dopmymna (p A q) = ¢ rayrosoruja. ITocrymamo
ananoruo kao y (1.5).
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(1.7) Tokazaru ga je dopmyaa p = (p V ¢) Tayrosoruja.
IIpaBumo apBO:
p=(pV q)

/

T=(TV q) 1= (LV g

T=T T

T

VY J1eBOj rpaHu OBOI' ApBETa KOPUCTUJIM CMO PEIOM, 0 KOpaluMa, Tay-
rosoruje: (6) u (10), a y gecHoj rayrosorujy (12).

(1.8) Tokazaru na je dopmyna g = (p V q) Tayronoruja. Ilocrymamo
aHasorso kao y (1.7).

(1.9) HTokazaru ma je (p = r) = ((¢ = r) = ((pVq) = r)) Tayromoruja.
[IpaBumo gpBO:

p=r=(=r=> Ve =>r)

p=T)=g=T)=Upve =>T)) =L =¢g=L)=pvy=1)
T=(T=T) “p=>(a=>20V 9)
T=T “T=0Eg¢g=>=(TV ) ~L=(-g=>-(LVq)
l L=(-g=-T) T=(g="4q
~g=-gq
|

VY J1eBoj TpaHu OBOI' JpBETa KOPUCTUJIA CMO PEIOM, [0 KOpaluMa, Tay-
rosoruje: (9); (10); (9). V¥ rpanu ox KopeHa 10 4Bopa y Kome je (op-
mysna —p = (g = —(pV q)) kopucrunu cmo rayrosorujy (11). ¥V rpanu
y aujem uBopy je dopmyna =T = (—g = —(T V ¢)) Kopucruiu cmMo
penoM, 1o Kopaimma, rayrosoruje: (17) m (6); (12); a y rpann y umjem
gBopy je dopmyna -L = (—¢ = —(L V ¢)) KOPHUCTHIH CMO PeJOM, TO
kopanuma, rayrosoruje: (18) u (8); (10); pedekcuBHOCT UMILTUKATIH]E.

(1.10) Tokazatu na je dopmyna L = p rayTosoruja.

IIpaBumo apBO:

1l=0p

T

Kopucrunu cmo rayrosorujy (12).
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3apgatak 4  Ilocmarpajmo tayrosoruje w3 3agaTtka 3. U3 Twux Tay-
TOJIOTHja, HA OCHOBY TEOPEME 3, mobujamo pemom ciemehe TayTosoruje:
(1.1) A= (B=A4)

) (A= (B=0C)=((A=B)=(A=0))
) (A= B)=A)= A

) A= (B= (AADB))

) (AAB)=A

) (ANB)=1B

) A= (AV B)

) B= (AVB)

19) A=0C)=(B=0C)=((AvB)=20))
1.10) L= A

rae cy A, B u C npousBojbHe (hopMmyire.

3a nexe dpopmyne Fi,..., F, (n > 1) yonmreny konjyukumjy, A, Fi, nebunn-

LIEMO MH/YKTUBHO HA cjexehu HaduH:
1
(1) Nizy Fi = I
1

(2) /\::_1 Fi = (/\lel Fy A Froya)
Ha nornyno uctu nauun ce gedunuie yommrena gucjyakuuja \/ -, F;. Ha npavep
3a neke ¢popmyse Fy, Fy, F3 u Fy nmamo \/?:1 F; = (((F1VFy)VF3)VFy) u Kako Koz
nucama GpopMyaa 3aHEMAPYjEMO CKPO3 CIIOJ/bHE 3arpa/ie Ta YOIIIITEHA JIUCjyHKIIA]a
je dopmyna ((Fy V Fy) V F3) V Fy.

Kopucrehu nedunnimje yormmrene KOHjYHKIMje U AUC]YHKINje, DOPMYIHIIEMO
YOIIIITeHe 3aKOHe JucTpubyTuBHOCTH M yorinreHe /le MopraHoBe 3aKoHe KOjU Cy
TayTOJIOTHJE.

3apatak 5 Ilokasaru na cy caeunehe dopmyse (n > 2):

VOIIIITEHU 3aKOH JUCTPUOYTUBHOCTHA A y OIHOCY Ha V:
n n
(V 4)no) s (V(4n0)
i=1 i=1
YOIIIIITEHN 3aKOH AUCTPUOYyTUBHOCTH V y OJZHOCY HA A:
n n
(/N 4)vO) & (N\(AivO)
i=1 i=1
n yommrenu e Mopranosu 3akoHu:
n n
(=(V 4) & (A ~4)
i=1 i=1
n n
(A 4 = (V ~4)
i=1 i=1
rayrosoruje. (3a n = 1 cBe oBo ¢opmyse cy obsuka F' < F, na cy
TAyTOJIOrH]e. )
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Wnaykmumjom mo 6pojy dopmyna Ay, ..., A, TOKaKIUMO T3 YONIIITEHN 3a-
KOH JucTpubyTuBHOCTH A y omuocy Ha V jecre tayrosioruja. (U ca
apyrum dbopMmysiaMa ce HOCTyIla AHAJIOTHO. )
Baza nnaykmnuje, n = 2, mocmarpana dpopmysia je 00InuKa,

((Al V AQ) N C) = ((A1 N O) \Y (AQ A O)),
a TO je TayTOJIOrHja 3aKOH AUCTPUOYTUBHOCTH A y OIHOCY Ha V.
Nunyknujcka mpermnocTaBka je ma dhopMysia

\/A YAC) & \/(Ai/\C))

=1

jecTe TayTOJIOTH]a.
Tlokaskumo 1a je tayTtosnoruja u popmyaa
n+1 n+1
(\/ A)ne) e (\V (4 n0)
i i=1
Ha ocuoBy medununmje yommrene aIucjyHKIUj€ TMAMO
ViZ) Ai = (ViZy Ai V Aii), 3ato je doparyna
n+1
\/A NC) & \/A V A1) AC)
i=1
tayrosoruja. Ha OCHOBy 3aKOHA AUCTPUOYTUBHOCTH A y OJHOCY HA V:
(BVD)ANC)< ((BANC)V(DAC)),

rze je B dopmyna \/[_; A;, a D dopmyna A, ;1 EMAMO TayTOJIOTH]y:

\/A V A1) AC) \/A YAC)V (Ansr AC)).
=1
Ha xpajy, 3a dopmyay xoja je TayTonomJa 0 WHIYKIIA)CKO] TIPeT-
nocrasuu u dbopmyny A, 1 A C, na ocHoBy zaesa (V2) TEME O 3AMEHU
EKBUBAJIEHATA, numamo 1a je ¢popmynia
n n

(V A)AC)V (A A C)) & (\V (A AC)) V (Ania A CY))
i= i=1
tayrosoruja. Ilocmarpajmo cBe maBemene tayrosoruje. CBaka O HUX
Jlaje eKBUBAJIEHTHOCT (DOPMYJIa KOje Cy y FbOj MMOBE3aHE BE3HUKOM <.
Crora Ha OCHOBY TPAH3UTHBHOCTH €KBHBAJEHTHOCTH MMaMO Ja je ¢hop-
MyJ1a (\/:’:11 A;) A C u3 npBe TayTOJIOTHje eKBUBAJIEHTHA (DOPMYIH U3
noceasme, bopmymn (\/_, (A4; AC))V (A,41 AC). Ha ocrosy nedunn-
[IMje yONIIITeHe NUCjYHKIje 38 Ty (DOPMYJY BaXKU:
n n+1
(V(AiAC)V (Aps1 AC) = \[ (47 C).
i=1 i=1
Haxie, dpopmyie (\/?:Jrl1 A)ACu (A AC) cy exsusanentne, 1j.
MMaMO TayTOJOTH]y:
n+1 n+1
(V A)re) e (\/(4inQ)).
i=1

i=1
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2.2.4 Jom o0 3aMeHU ekBHUBaJieHaTa

[Tornmemajmo Tayromorujy modus ponens,
E(AN(A=B))= 1B
¥ MPOYNTAJMO je Kao Ja OHA MPEICTABbA je/IaH TMOCTYMAK 3aK/by INBAA:
ako je uctuHuTo A M ako je uctuHuUTO 13 U3 A ciaenu B,
OHJIA 3aKJbYUyjeMO 1a je U B HCTHHHUTO.

Kopucrehu raj Haunn 3aK7by IUBaba MOXKEMO OJf TO3HATHX TAYTOJIOTHja I3 MPABUMO
nose rayrosoruje. To cBojcrso hemo nokaszaru y HapeaHoj Teopemu, Kojy fiemo (360r
modus ponensa) HazBaTu TEOPEMA MP.

TEOPEMA 5 (TEOPEMA MP)

Ako cy dopmyne A n A = B tayTtonoruje, oHaa je n chopmyna B Taytonoruja.

JIOKA3
®opmysne A u A = B cy TayTojoruje, ma 3a CBaKy BaJIyallvjy v BayKu:
v(A) =1uv(A= B)=1. C apyre crpate, Ha OCHOBY JeduHumje v,
BpeaHocr v(A = B) pauyHaMo OBako:
maz(l — v(A),v(B))=maz(l — 1,v(B))=maz(0,v(B))=v(B). Haxxe,
umamo Ja je v(A = B) =1 n v(A = B) = v(B), na 3akmy4yjeMo Ja je
v(B) jemuako 1 3a cBaky Basyauujy v, Tj. dbopmysna B je Tayronoruja.

O

Ommvax mokaxkuMmo jenHy mpuMeHy TEOPEME MP. Hawmwme, BeoMa jenHocTaBHO
hemo mokaszatu JIEMY O 3AMEHW EKBUBAJIEHATA Kao nocaeauity TEOPEME MP. IIpBo
IPOIHUPHUMO HAII CIUCAK MO3HATUX TAyTOJIOTHja HOBUM TayTOJIOTHjaMa 32 KOje MOYKe-
Mo pehin j1a 110Be3yjy BE3HUK <> ca OCTAJIUM BE3HUIIUMA.

3apgatak 6  ITokaxkmmo Ja 3a npousBosbhe opmyie A, B u C Baxu:

(T1-) E (A< B)= (A< -B);

(T2A) EAeB) = ((CANA) & (CAB) n
E(Ae B)= (ANC) < (BAQO));

(T3v) EFEA&B)=((CVA) < (CVB)) u
E(A< B)= ((AvC) < (BVQO));

(T4=) EF(AeB)=(C=A)< (C=DB))u
E(AeB)=(A=0)< (B=0));

(Tse) E(AeB)=(CeA) < (CeB)n
E(A&eB)= (A« 0)e (Be ).

TTokazahemo camo na je apyra dopmyia us gena (T2A) Tayrosnoruja.

3a 6usio kojy Basyaiujy v Bpeanoct v(A < B) moxe 6uru wiu 1 wiu
0. Kazna je v(A < B) jennako 1, onga Baxu v(A) = v(B), na gobujamo:
v(ANAC) = min(v(A),v(C)) = min(v(B),v(C)) = v(B AC). Haxaxe,
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(A< B)= (ANC) < (BAC))) =1. Ako je v(A & B) =0, ouza
ofMax, Ha OCHOBY medHWHHUIIH]e Baayaluje v, J00HjaMoO 1a je BPEeITHOCT
v((Ae B)= ((ANC) & (BAQ))) jennaka 1. [Jakie, mokasaad cMO
na je dopmyna (A & B) = ((AANC) & (BAC)) rayromornja. Ca
octasnM (GopMysIama MOCTYIaMO CIAUIHO KA0 ca OBOM (hOPMYJIIOM.

A caza eBo mokasa JIEME O 3AMEHV EKBUBAJIEHATA.
JOKA3 JIEME O 3AMEHW EKBVIBANNEHATA KAO NOCNEAVNUE TEOPEME MP

Nwmawmo ma je mpernoctaBka JIEME O 3AMEHU EKBUBAJIEHATA TayTOJIOTH]ja
E A < B u jom nocmarpamMo mpon3BosbHy dopmyny C.

Hokaxumo zeo (1). U3 rayronoruje = A < B u rayronoruje (T1-)
E (A & B) = (nA & —B) u3 3apatka 6, Ha ocHOBY TEOPEME MP,
nobujamo rayrosnorujy = —A & —B.

IIto ce Tuue mena (2), nokazahemo camo ciyuaj (A2), a ocranm ciyda-
jeBn ce mokasyjy amasorro. M3 rayrosornje = A < B u Tayrojornje
E(Ae B)= ((ANC) < (BACQ)) u3 3agaTka 6, Ha ocHoBy TEOPEME
MP, nobujamo tayronorujy = (AAC) < (BAC).

O

Ha xpajy oBor ozmerpka, MOKAXKUMO jOII jeaHy mocaeauity TEOPEME O 3AMEHU
EKBUBAJNEHATA. To je ocobuna KOja TOBOpH O BE3U €KBUBAJEHTHHX (PopMmy/ia u Ou-
HAPHUX BE3HUKA.

3apatak 7 ArkojeE A< BulEC < D,
oumaje (1A) [E(AAC)< (BAD);
(2v) E(AVC)< (BV D)
B3=) EA=C0C)< (B=D)
4e) EAsC)e (Be D).

Hapapuo ma oBy ocobumHy MOXKEMO I0Ka3aTh Ha ciemehm Ha9IWH: KO-
pucrehin npernocraske = A < B u = C < D, yrepauhiemo 1a cBaka
on HaBegeHux (hOpMysa 3a CBaKy Bajyalujy v uma BpemHoct 1. Aum
mu hemo Ty ocobuHy noKasaTu Kao mocjeauiy TEOPEME O 3AMEHW
EKBUBAJIEHATA. Taunuje, nokazahemo camo meo (2V), 1j. ma Baxwu
E(AV ()< (BV D), aocranu ciydajeBu ce JOKa3yjy aHAJIOIHO.

3a dopmyny p V C u tayronorujy = A < B TEOPEMA O 3AMEHW EK-
BUBAJIEHATA naje cienehy rayronorujy: = (pVv C)y < (pVv O)y, 1j.
E(Av(C) < (BVC). 3a dopmyny BV p u rayronorujy = C < D
TEOPEMA O 3AMEHW EKBVBAJIEHATA naje: = (B V p)Y, < (B V p)h, 1j.
rayrosorujy = (BV C) < (BV D).

U3 rayronoruja = (AVC) < (BVC)u = (BVC) & (BV D) npobujamo
pemom: AVC = BVCu BVC = BV D. Ha kpajy, kopucrehu Tpau3u-
THUBHOCT pesanuje =, nobujamo AVC = BV D, 1j. = (AVC) < (BVD).
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2.3 DBynose anredpe

YV oBOM 01e/bKY TpeicTaBUNEMO HEKOJIMKO BEOMA BAXKHUX aJIre0apCKUX CTPYKTYPA.
ITomazurre HAM je jeman HempasaH cKym B ca cBojum emementuma. Ilocmarpahemo
HEKE OIlepallije HaJl TUM CKYIIOM, 3axTeBaleMo pa3imaure OCOOUHE 3a Te onepalyje
¥ Ha, TAj HAYWH TPAIUTH pasawante cTpykrype. Oamax pernumo ga hie nacnuparmja
3a MPABJbEIHE TUX CTPYKTYypA OWTH MAPTUTUBHU CKYI HEKOT HEMpa3HOr ckyma X,
ckyn P(X), ca cBOjuM eleMeHTHMA: MOACKYIOBUMa 01 X , 100pO Mo3HATE Olepaluje
HA CKYMOBUMA: MMPECEK, YHIja, KOMILIEMEHT U OCODUHE HEKUX O/ TUX Ollepaluja: KO-
MYTaTHBHOCT, aCOIMjaTUBHOCT U Ap. 1y Be3y Koja yBek mocroju m3mely medpunun-
[IMje HEKe CTPYKTYPE M KOHKPETHOT MPUMEpa, Te CTPYKTYpe mpeacrapulieMo y HapeI-
HOM jeJHOCTABHOM TPUMEDY.

Mpumep 1 Jledunumiemo jeany crpykrypy Ha ciaemehn naumn: cBaxa
ayrebapcka CTPYKTYpa Ca KOMYTATHBHOM OIEPAITHjOM * HA H€HOM HOCA-
qy je jenna k-crpykrypa. OaMax ce mATaMo: Jia JId TMOCTOjU TPUMED
takBe crpykrype? W omrosop je: mocroju. 3a Heku ckyn X, HEros
naprutuBHu ckyn P(X) m onepamuja mpecek CKyHoBa YWHE jelHy K-
crpykrypy (P(X),N). Vma jomr mpumepa: CKyn TNPUPOIHWUX GpojeBa
u onepanuja cabupame, (N,+), na ckyn neaux OpojeBa U onepaiyja
MHOXKeme, (Z, ) u gp. Caza nocmarpamo npumep k-crpykrype (P(X),N)
U IUTAaMO Ce: KOjy joIl OCODHMHY HMMa olepaluja mnpecek ckymopa?! Ha
upumep 3a upousBosban enement Y uz P(X) Baxu: Y NY =Y. Ta
0CcOoOWHa, oTepallije (N HAM je WHCIHUpAInja 13 J1eUHAUIIEMO HOBY BPCTY
CTPYKTYpE, CTPYKTYPY Ca CKymoM B, OmHapHOM OmepanujoMm (1 3a KOjy
BaKM KOMYTATHUBHOCT WM 3a CBaku ejgemeHT b m3 B Baxku bNb = b.
Oxnmax 3Hamo ja je jeman npumep te Hose crpykrype (P(X),N). Ha
au cy (N, 4) u (Z,-) upumepu u re noe crpykrype? Ourosop je: HE.
Ob6pasnoxeme 3a crpykrypy (N, +) je cienehe: cabupame jecre Ko-
MyTaTHUBHA OMNepalyja, aju 3a MPOU3BOJHAH MPUPOJAH OPOj N He BasKu
n+n=n.

Caza kama cMo ymo3Haau Ty Be3y m3amely nedunuimja pasnuautux CTpyKTypa
7 KOHKPETHHX IPHUMEepa TUX CTPYKTypa MpeacTaBuieMo HEKe BeoMa 3HAYAjHe ajre-
Oapcke CTPYKType.

2.3.1 Mpexke

IIpe mero mro namo nedUHUIHU]Y CTPYKType KOjy fiemo 3BaTu Mperka, MOTIeaajMo
TIPBO jeJaH MPUMED.

Mpumep 2 IlocmarpajmMo TPOM3BO/bAH KOHAYAH HEMpPA3aH CKym X u
weroB napruruBhu ckyn P(X). 3arum na ckyny P(X) mocmarpajmo
[TO3HATE OIepalyje yYHUjy U mpecek. JacHo je 1a 3a 6miio Koja 1Ba moj-
ckyna A u B ckyna X, 1j. ejaemenra ckyna P(X) Baxu: AUBu ANB
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cy noackymnosu ckyna X u npunanajy ckyiy P(X). Ocum rora, 3a 6uio
koja tpu enemenra A, B u C ckyna P(X) Baxe u cieznelie ocobune:
(AnB)NC=An(BNnC) u (AUuB)UC=AU(BUCQC)
ANB=BNA wuw AUB=BUA
ANA=A u AUA=A
AN(BUA)=A wu AU(BNA=A

CTpyKTypa Koja ce cacToju O HEMpa3HOr CKyTa ¥ JiBe OWHApHE Ofe-
paImje Ha TOM CKYITy Ca HaBeJAeHWM ocobmHaMa je jemna mpexka. Jlakie,
(P(X),N,U) je npumep jeite Mpexe.

Hapemumo cama nedunummjy mpexe.

JedbunHnunja mpexe

Hexa je B npousBospan Henpasan ckymn u (N u U 1Be OWHADHE OMeparmje
nedbunucane Ha tom ckyiy. Crpykrypa B = (B,N,U) je mpexa AKKO
3a omeparmje N n U # MpOm3BO/bHE efleMenTe a, b u ¢ ckyna B Bake
cienehe ocobune:

ACOIUjaTUBHOCT: (anb)Ne =an(bNe) (aUb)Uc = aU(bUc)
KOMYTATHUBHOCT: aNb=>bNa aUb=bUa
UIEeMIIOT€HTHOCT: aNa=a aUa=a

sakonu ancopruuje: aN(bUa) =a aU®nNa)=a

Moxxkemo HAH HEKHM CKyImOM B mocMaTrpaTd camMo jenHy OMHAPHY OMepaltn]y
ca ocobmHaMa HaBeIeHHM y IePUHHUINjH Mpexke. TakBa CTPYKTypa Ha3WBa Ce
[IOJIy MPe2Ka.

Jedunnunja nonympexe

Hexka je B npoussospan ckyn u N Obunapra omneparuja gedunucana Ha
tom ckymy. Crpykrypa B = (B,N) je mosympezxa AKKO 3a omeparmjy
N BaXKU aCOIMjATUBHOCT, KOMYTATUBHOCT U UIEMIOTEHTHOCT.

ITpnmernmo na cBaky mpexky B = (B,N,U) unre ase moaympexe By = (B,N)
u By = (B,U) u jour umMamo 1oJaTHa CBOjCTBa KOja 1moBe3yjy oneparmje N u U, Tj.
3a Te omepaliyje Baxke 3aKOHU AICOPIIIHje.

3apatak 1 ITocmarpajmo jeany mpexy B = (B,N,U). Iokaxumo aa
je bmnapua penamuja < Ha ckyny B pedwnnmucana xHa ciaegehu HaduH:
a<b AKKO anNb=a (%)

jemHa penanuja maprujaaHor ypehema.

Ha qu je penanmja < peduiekcuBHa, Tj. 1a ju je a < a? Y crBapm
muTame je: ga gu Baxku a Na = a? Oxgrosop je JIA. lakie, Baxwu
pedIeKCUBHOCT.

Ha nu je penamuja < TPpAaH3UTHUBHA, Tj. /4 JIK BaxKu: ako je a < b
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nb < c onma je a < ¢? Ilo medunnnmju penanuje < TO 3HAYUA 1A
HCIIUTYjeMO 1a Ju Baxku cyeneha ocobuna: ako je aNb=aubNc=2>,
ouza je a N ¢ = a. Ilo upsoj npermocrasum umamo: a = a Nb. VY 10j
jemunakocTu, kopucrehin apyry mpermoctaBky, b 3amemyjemo ca b c u
nobujamo a = aN (bN¢). 3aTnM KOPUCTUMO aCOIMjATHBHOCT ONEpAaIifje
N u pobujamo a = (a Nb) N c. Ha ocuoy mpse npernocraske a N b
je jennako a, ma 'y (aNb)Nc aeo aNb 3amemyjemo ca a u g06ujamo:
a =aNec. Hakie, Baxu a < ¢, Tj. peranuja < je TPAH3UTUBHA.

Ha nu je penamuja < aHTUCHMETPUYHA, Tj. Ja JIU BaXKH: aKo je a < b
ub < a, ouma je a = b? Ilo pnedbununmju penanuje < TO 3HAYUUA A
WCIHUTY]eMO J1a Jiu BaKu cjejieha ocobnna: ako jeaNb=aunbNa =b,
ouna je a = b. Ha ocmoBy xomyraruBHOCTH () mMamo a Nb = bNa.
Hakme, a = b. To 3naun ga je penarnuja < aHTUCUMETPUTHA.

Haxkie, penanmja < je jeamno mapnmjasao ypeheme Ha ckymy B.

[lornemajmo join jeman maumn nedwHMCAmA penanuje < Ha CKymy B 3a Heky
mpexy B = (B,N,U):

a<b AKKO aUb=1> ()

VY caenehem 3azarky Buzgehiemo na penanuja gara gedbunuipjom (¥*) u pesamuja
nara gedununujom (*) y 3agataky 1 npexcraBipajy ucTy pesanujy HapLujasHOD
ypehema.

3apatak 2  IMokaxkumo nay cBakoj mpexu B = (B, N, U) 3a npousBosbHe
esemenTe a u b Baxku: aNb = a ako u camo ako a Ub =b.

Ako je aNb = a, onza nosasehu ox aUb esieMenT a 3aMerbyjemMo ca aNb u
nmobujamo aUb = (aNb)Ub. Caza, kopucrelin KOMyTaTHBHOCT OTepariyje
U, umamo aUb = bU (aNb). Konauno, 3akou arncopruuje bU (aNb) = b,
maje aUb =b. C apyre crpane, ako je a Ub = b, kopucrehu pemom Ty
0COOWHY, KOMYTATUBHOCT omepanuje U u 3aKOH arcopiimje, 100njamo:
aNb=an(aUb)=an(bUa)=a.

Ocobune omepalyja yHHje W MPECEKa CKYMOBa, KOjeé BaKe 3a €JIeMEHTEe CKYIIa
P(X) mpexe (P(X),N,U), bulie Ham uncnupanuja 3a geduHucame u IPyrux CrpyK-
rTypa Gorarujux ox Mpexke. 3aro ce BparumMo Hainem upumepy mpexe (P(X),N,U)
7 TIOJICETUMO Ce JIa 3a OTiepallyje mpeceKa W YHUje CKYToBa, omeparmje N u U, BaxKe
u 3akoHU aucrpubyrusHOocTH. Crora Wy mpom3BosbHOj Mpexku (B,N,U) MoxkeMo
UCIUTATH Ja JIU 32 IheHe oneparyje N u U Bayke TUCTPUOYTUBHU 3aKOHH. AKO Bake,
oma hemMo TakBy MpexKy 3BaTh AUCTPHOYTHBHA MpPEKa.

Hedvruunja guctpunbytrnere mpexe

Mpexa B = (B,N,U) je mucrpubyrusHa Mpexa AKKO 3a omneparmje
N u U mopes ocobwnHa KOje 33 BUX BaXKe y MPEXKW, BaXK€ W 3aKOHU
JUCTPUOY TUBHOCTH:

(and)Uc=(aUc)N(bUc) u (aUb)Nec=(anc)U(bNe)
3a MPOU3BOJHHE €IeMEHTE a, b 1 ¢ cKyma B.
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Tako je 3a npousBosban Henpasan ckyn X crpykrypa (P(X),N,U) jenna muc-
TPUOYTUBHA MPeKa.

2.3.2 DBymaose anarebpe

ITocmarpamo npousBosban Henpaszan ckyir X u weros naprurusau ckyin P(X). Ako
xohemo na medunumeMo anredapcKy CTPyKTypy Koja Kao CBOj IPUMEDP MMA MapTH-
tuBHA ckyn P(X), cBe ckymoBHe omeparje (Tpecek, YHUja W KOMIJIEMEHT) W Ja
Oy1y MCTAaKHYTa /[Ba BaXKHA €JIEMEHTA TOT CKYIIa, Ipa3aH CKYM U 11eo cKyn X, OHJa
Ty CTPYKTYpPY JAedbununiemMo Ha ciaenehun Ha4uH.

Hedunnunja Bynose anrebpe

Heka je B = (B,N,U) jenna aucrpubyrusHa Mpexa. Ha ckymy B umamo
JOIII U jeJIHy YHApPHY OIepallfjy ~ ¥ JBe HyJapHe olepaluje: UCTAaKHYTe
enemenre 0 u 1. Ako 3a IpoU3BOJ/bAH €JIEMEHT ¢ CKyna B u omeparuje
N,U,”,0 u 1 Baxke ciaenehe ocobune:

anNn0=0 aUl=1

aNa =0 aUa=1

onza je crpykrypa B = (B,N,U,”,0,1) Byaosa aarebpa.

IIpe mero mro mamo mpumepe BymoBux ajredpu, MOKAXKWMO OIMaxX jOI HEKe
ocobune Koje Baxke 3a oneparuje Bysose anredpe.

3agatak 3 Y gedununuju Bynose anrebpe umamo ga je aN0 =0, a
OHJIa Ce MOCTaBJba MHTAkE demy je jennako alU0? KopucrehimaNna =0y
alU 0 Hysny 3amemyjemo ca aNa u gqobujamo aU0 = aU(aNa). Ha ocaoBy
KOMyTaTHBHOCTH N 1 ancopuimje uMamo: aU (aNa) =a U (@Na) = a.
Haxie, a U0 = a.

Y nedununuju Bynose anrebpe nmamo na Baxku a U1 = 1, a nurame
je dgemy je jemmako a N 1?7 Kopucrehu jemnakocr aUa = 1y anl
jenmunuIyy 3amemyjemMo ca ¢ U@ u pobujamo a N1 = a N (aUa), a Ha
OCHOBY KOMYTATHUBHOCTH omepanuje U W 3aKOHA aIlCOpHIHje M3pa3 ca
JlecHe CTpaHe jeaHakocTu je jeanak a. Hakme, a N1l = a.

IMokaxkumo ma je 0 = 1m 1 = 0. 3a a = 0 jenmaxocr a U0 = a je
0U0 = 0. Ocum Tora, 33 a = 0 jeqraxoct aUa = 1 je 0U0 = 1. Taxe,
0=1. Ucro tako, aNl=a3aa=1unanNa=03aa=1majy 1=0.

A eBo u HekonuKO mpuMepa BynoBux anrebpu ca MAPTUTUBHUM CKYTIOM HEKOT
ckyna X u onepauujama ua tom ckyiy P(X).

Mpumep 3 Mmamo ckyn {0} n meros napruruenn ckyn P({0}) = {0, {0}}.
Axko cy omepanuje N u U yobudajene CKymoBHE ONEpAIje PeoM mpe-
CeK U yHHUja, a yHaApHA olepaluja ~ je olepalnuja KOMILIEMEHT CKYIIa:

0 = {0} u {0} = 0, rana je crpyxrypa (P({0}),N,U,”,0,{0}) jeana
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Bynosa anrebpa. Vcraknumo ga je crpykrypa (P({0}),n,uU,~,0,{0})
najmama moryha BymoBa anrebpa koja mma camMo IBa €Tl€MEHTa, IMa Ce
3oBe Bymosa anrebpa 2.

Mpumep 4  Ilocmarpajmo ckyn ox JBa esnemenara, ckyu {0,1}. Hbe-
ros naprurusuu ckyn P({0,1}) = {0, {0}, {1},{0,1}} uma werupu ese-
mernTa. Omer nMamo yobutajere omepariyje mpeceka W yHHje Ha CKYIy
P({0,1}), a na ciaenehn mavun geduHEITIEMO PE3yATaTe ONEpaIHje KOM-
mrement: {0} = {1}, {1} = {0}, 0 = {0,1} u {0,1} = (. Hobujamo na
je crpykrypa (P({0,1}),n,U,”,0,{0,1}) jemna Bynosa anrebpa m to
Bysnosa aurebpa 4 (jep uma derupu ejeMeHra).

Mpumep 5  Tlocmarpajmo mpowsBosbaH CKyn X W HErOB MAPTUTUBHU
ckyun P(X). Beh cmo Bugenu na je crpykrypa (P(X),N,U) jenna nuc-
rpuGyTneHa Mpeska. [IIrasumre, crpykrypa (P(X),N, U, , 0, X) je jenma
Bynosa anrebpa. Ako ckyn X uma n ejeMeHaTa, OHIA 3HAMO Ja CKYII
P(X) nma 2™ enemenara.

Caza hemo Ha jeman, moxkemo pehn, HeoOMIaH HAYUH TOCMATPATH UCKA3HE (DOP-
MyJie U TPEJICTABUTH BeOMa 3HadajaH mpumep Bymose amrebpe.

Mpumep 6  JluamenbaymoBa asrebpa

[MocmaTpamo ckym cBux dopmysia uckasue joruke, ckym F. [Tokazanm
CMO JIa je €KBHBAJIEHTHOCT (DOpMYJIa, pejamudja =, jeaHa pesalmja ex-
BuBajsieHnuje Ha ckyny JF. Ta penanmja paszbuja ckyn J Ha Kjace ek-
BuBasiennyje. IIpom3BosbHA Kiaca eKBUBAJEHIMje Te pemalmuje, Kaaca
neke dopmyse A, caapxku cse dpopmysie C ekBupasentae dpopmysan A,
A = C, T1j. cBe dopmyne C 3a koje Baxku = A < C. Knacy eksuBasieH-
muje dhopmyne A o3nagasaliemo [A]. 3Hamo 12 3a Kilace eKBHBAJIEHIH]E
HeKe peJialivje eKBUBAJEHIIje p HAJL HEKUM CKYyToM X U /IBA PA3JIMIUTa,
eJIeMeHTa T M Y TOT CKyIla BayKHM: aKO Cy T W Y Y PeJaluju p, OHJa Cy
IbUXOBE KJIace jeJlHaKe, & aKO T U Y HUCY YV PeJalfju p, OHIA CY HUXOBE
KJIACe JIMCJYHKTHE. ¥ HAIIeM CJIy4ajy TO 3HA4U /3 33 JIBE€ IPOU3BOJHHE
dopmyne A u B ckyna F Baxu:

ako je = A< B, onna je [A] = [B] u
ako He Baxu = A < B, onza je [A] N [B] = 0.

Cetumo ce u 12 cMO TTOCEOHO M3ABOJUIIN KJIace eKBUBAJIEHIje (hOpMyIIa
T u L. Knaca [T] je ckyn cBux TayTosioruja, a Kiacy dopmyne L, kiacy
[L], uuHe cBe KOHTpaIUKIH]E.

Cama mocmarpajmo ckym [F| 4uju Cy esleMeHTH KJIace €KBUBAJICHIIN]E
cBUX ucKas3Hux dopmysna ckyna F. Ha tom ckyny meduHUMmMMO OU-
HapHe omepanuje A u V u yHapHy omepaiujy —. Ako cy [A] u [B]
IPOU3BOJPHH eJIeMeHTH cKyna [F|, onma:

[AIN[B] =aey [ANB]
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[A]V[B] =4es [AVB]
-4l =gy [H4]

rae je jacHo na kmace [A A B|, [AV B] u [-A] gure cBe dopmyne C 3a
Koje Baxku pejioM = (AANB) < C, =E(AVB) & Cu k= (-4) < C.
Tpeba mposeputu 1a su cy ose jgedpununmje Kopektne. IIposBepuhemo
KOPEKTHOCT CaMO e UHUIIH]E

[AIN[Bl =der  [AN B

a TIpoBepa KOPEKTHOCTH zipyTe nse neduannmje ce pamu camano. Mopamo
nokazaru Ja 3a 6mwio kojy dopmyiny C u3 [A] u 6uso kojy dopmyny D
u3 [B] Baxu [AAB] = [CAD], 1j. na Bpesnoct onepanmje A Ha Kaacama
[A] u [B] ne 3aBucu ox u3bopa enemenara u3 tux xiaca. U3 C € [A] u
D € [B] penom mmamo = A < C u |= B < D. Onatie, Ha OCHOBY JeJ1a
(1A) 3apatka 7 u3 ozmemmka 2.2.4, nobujamo = (A A B) < (C A D), 1j.
[AAB]=[CAD].

Crpykrypa ([F], A, V, =, [L],[T]) je jenna Bynosa amre6pa, u Ta ce cCTpyk
Typa 30Be Jlungenbaymosa anredpa.

Tokaskumo ma ([FJ, A, V,—, [L],[T]) crBapHo jecre Bymosa amrebpa, Tj.
MPOBEPUMO [1a 7 3a ejeMeHTe ckyma [F| m onepanuje A, V, -, [L] u
[T] nedunucane na Tom ckyiry, Baxke ocobune u3 nedunuiuje Bynose
arebpe.

Aconujarusroct: 3a npousBosbHe uckazue dpopmyne A, Bu C, o gedu-
nuuuju onepaumje A na [F|, knaca ([A]A[B])A[C] je knaca [(AAB)AC].
Dopmyna (A A B) A C je eksuBasentra dopmymn AA (BAC), .
E(AANB)AC) < (AAN(BAC)), na Ha ocHOBY nedbuHANMje KIaca U3
[F] mmamo [(AAB)AC] =[ANA(BAC)]. C apyre crpahe, o nedbuHn-
muju onepanuje A Ha ckymy [F|, umamo ga je [A] A ([B] A [C]) xiaca
[AN(BAC). Hakae, ([A] A [B]) A[C] = [A] A ([B] A [C]). Ocobuna
([A] v [B])) V[C] = [A] V (|B] V [C]) ce moka3syje aHAIOTHO.
Komyrarusnoct: 3a mpousBosbhe nuckazue dopmyne A u B, o nedu-
Hunuju onepanmje A Ha ckymy [F|, kaaca [A] A [B] je kaaca [A A B.
®opwmyse AABu BA A cy ekBuBanentre, 1j. = (AAB) < (BAA), na
Ha ocuoBy aebununuje xknaca u3 [F] umamo [AA B] = [BA A]. C npyre
ctpane, no nedbuHUIMjK omepanuje A Ha ckyny [F]| nmamo na je [B]A[A]
knaca [BAA]. Hakue, [AJA[B] = [B]A[A]. Ocobuna [A]V[B] = [B]V[A]
ce J0Ka3yje aHaJOTHO.

W nemnorentroct: 3a mpou3BOJbHY ucKazHy dopmyny A, mo geduru-
umju onepanuje A Ha ckyimy [F|, knaca [A] A [4] je knaca [A A A]. @op-
myna A A A je eksuBasentaa dopmymn A, tj. E (AN A) & A nma
Ha ocHOBy Jedunnnumje xnaca u3 [F| umamo [A A A] = [A]. Haxe,
[A] A [A] = [A]. Ocobuna [A] V [A] = [A] ce nokasyje aHATIOTHO.
Bakonu ancopiigje: 3a npous3BobHe uckazue popmyie A u B, o gedu-
HUIHjaMa omeparmja A u V Ha ckymy [F|, knaca [A] V ([B] A [A]) je
knaca [AV (B A A)]. ®opuyna AV (B A A) je ekBuBanentaa Hopmynn

85
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A, 1. E(AV (BAA)) < A, na Ha ocHOBY Jedununuje Kiaca u3 [F]
umamo [AV (B A A)] = [A]. Hakne, [A] V ([B] A [A]) = [A]. Ocobuna
[A] A ([B] V [4]) = [A] ce noka3yje anasnorso.

JuctpubyTtuBHoCT: 3a mpou3BosbHE uCKasHe dopmyne A, B u C, mo
nebunnnmjama omeparmja A u V Ha [F|, kaaca ([4] A [B]) V [C] je
kinaca [(A A B)V C]. @opmyna (A A B)V C je exBubajientna Hop-
vy (AV C) A (BVC), na na ocaoBy nedunnnmje kiaca u3 [F| nmamo
[(AAB)VC]=[(AVC)A(BVC)]. C apyre crpane, o nedurummjamMa
ouepaumja A u V na ckyuy [F], umamo na je ([A]V[C]))A([B]V[C]) knaca
[((AVC)A(BVO)). Hakne, ([A]A[B])V[C] = ([A]V[C]) A ([B] V[C]).
Ocobuna ([A]V[B])A[C] = ([A]A[C]) V([B]A[C]) ce mokasyje aHAIOTHO.
Ocrane ocobune Bynose anre6Gpe:

[To pedunnnujn onepanuje A Ha ckymy [F| knaca [A] A [L] je [A A L].
@opuymna A A L je ekeuBasentna L, tj. = (AA L) < L, na va ocHOBY
nedununuje knaca u3 [F| umamo [AA L] = [L]. Haxme, [A]A[L] = [L1].
Ocobuna [A] V [T] = [T] ce mokasyje aHAJIOTHO.

[To nedunnnuju onepanmja A u — Ha ckymy [F| kmaca [A] A —[4] je
[AA—A]. Dopmyna A A —A je ekBuBasientHa L, 1j. = (AA-A) & L,
na Ha ocHOBY aebunummje Kinaca u3 [F| umamo [A A —A] = [1]. Jaxae,
[A] A —[A] = [L]. Ocobuna [A] V =[A] = [T] ce moka3yje aHAJIOTHO.
Bakmyuyjemo ga crpykrypa ([F|,A,V,—,[L],[T]) jecre jenna Bymosa
asreodpa.

2.4 O Be3HUNUMAa

2.4.1 DBaze Be3suuka

Hama gedbununuja andabera nckasue soruke u3 oxesbka 2.1.1 je Besnuke A, V, =
u | onpesuiia Kao OCHOBHE, & IIPEOCTAIN BE3HUIIU, BE3HUIM <>, = U |, JedpuHucaHu
cy momohy ocHoBHuX caenehnv medurumIjama:
P q=des (p=q) N (q=Dp), Pp=afp=>L1 w T =45 =1

VY osum gebwnnunmjamMa HU30BH cnMOOIa ca JeBe cTpane =4.¢ (Mehy kojuma je
HOBH CHMOOJI 33 Be3HHK) Cy 3aMeHa 33 HH3 cHMOOJIA Ca JeCHe CTPAHe =g, ; KOjH
quae cuMmbosn ajdadbera MCKa3HEe JIOTUKE W KOju je mcKasua dopwmyaa. Moxkemo
MMOCTABUTH MUTAE: 3AINTO CMO BE3HUKE <>, - U | OPEJCTABWIN OMONY OCHOBHUX
Be3nuka bamr Tum gopmynama? Omproeop je ma cy oBe JeduHUNM]e WHCIUPUCAHE
ceMaHTHKOM HcKazne jormke. Hamme, kama cmo gedunncanun andader mcKazHe
JIOTMKE MW CMO MOIVIM /i3 33 OCHOBHE BE3HWKe M3abepeMo CBe TO3HATE BE3HUKeE,
Tj. J@ 3& CKYIl JIOTUYKUX Be3HWKa ajidabera MCKa3He JIOTHKE y3MeMO [e0 CKYII
{N\,V,=, <, -, T, L}. Taga ue 6ucmo umasiu norpedy Ja geUHUNIEMO BE3HUKE <>,
- u T, amu 6UCMO MOPAJIN y WHTEPIIPETAIH)U je3nKa 13, OIPEINMO KOje Olepariuje
Ha ckymy I = {0,1} onrosapajy tum Besmmnmma. Hapasro na 6m To Gume Garn
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onrosapajyhe onepanuje <, - u T na ckyny I = {0, 1} npexacrasbene y omesbKy
2.2.1. Tom unTepnperarmjom opmyse p <> ¢, “pu | Ou Gusie eKBUBAJIEHTHE PEIOM
dopmysama (p = ¢) A (¢ = p), p= L u L = L. EksuBasenrnocr rux ¢dpopmysa
je pasjor 3a HaBejaeHe HeUHUIN]jE BE3HUKY, <>, 7 U | .

Bparumo ce andabery ca ocHoBHuM Be3HunmMa A, V, = u | u penuMo Hemro
0 o0mmKy martux neduHUNUja BE3HWKA <, - u |. JleduHncame HOBUX BE3HHUKA
nojpa3ymeBa ciefelie: mpaBibeme HOBOT HU3a CHMOOJIA, ¥ KOME Ce M0jaBibyje HOBH
BE3HUK M MCKAa3HA CJIOBA KOje OH MOBe3yje, Ka0 3aMEeHy 3a HeKy UCKa3Hy (hOpMyIy
y KO0joj ce mojaBibyjy Be3nmmu A, V, = u | um mckasua ciaoBa. Ha mpumep, y
neuHUIIju:

P& q=dey (p=q) N(qg=Dp)
dopmyna p & ¢ ca HOBUM BE3HHKOM <> W HCKA3HUM CJIOBHMA P W ¢ 3aMembyje
dopmyay (p = ¢) A (¢ = p) y K0joj ce 1nojaBibyjy MCTa UCKA3HA CJIOBA P U ¢ U
BE3HUIIM = U A.

Hawmehie ce murame: na am ckym {A,V,=,< -, T, L} uma jormr Hekn mpapu
nonekyn (ocmm {A,V,=-, L}) ca 0cOOMHOM 1a Ce OCTAJM FHerOBH BE3HMIIN MOTY
nedbuHUCcaTE TOMONY BE3HWKA TOT MOACKYIA U TO TAKO Ja Te nedUHUIje moBe3yjy
mehjycobuno exkBuBanentae dopmyne? Oarosop je: JTA. Y HapegHUM 3aJalAMa
npencraBulieMo moAcKymnoBe ckymna {A,V, =, <, =, T, 1} ca Tom ocobmHOM.

3apatakl  Ilokaxkumo na je Besnuke ckyna { A\, V,=, < =, T, 1} mory-
he nedwnuncarn momohy Besnmka ckyma {V,—}. (IIpumernmo ma Kako
cMo < u T Beh gedunucann momohy Besnmnka ckyma {A,V,=-, L}, onzna
6u 6usI0 JOBOJBHO Za camo A, = u | nedunuimemo momohy V u —.)
(sesHuk A) Kopucrehu ocobuny na ako je dbopmyia C < D rayrosoruja,
ouza je m —=C <D Tayronoruja, u3 = (=(pAq)) < (—pV —q) (e Mo-
praHoB 3aKoH), mobujamo Tayrosnorujy: = (-—(p A q)) < (—=(-pV —q)),
Tj. Baxm: —(pAq) = (-pV ). Uz | (m=(pAq)) < (pAq) (3axon
nIBojHe Herammje), mobujamo: ——(p A q) = p A q. lakie, Ha OCHOBY
CUMETPUYHOCTH M TPAH3UTUBHOCTU = jobujamo: —(—pV —q) = p A q.
Crora Be3nuk A geduHuIIeMo Ha cjegelu HaunH:

PAG=gef ~(—pV Q) (Adef)

(se3nuk =) Tayrosorujom = (p = q) < (—pVq) (3aKoH 3aMeHe UMILIU-
Kaluje), BE3HUK = je mpejcrasiber nomoly V u —. [lakie, Be3nuk =
nedunanmemo Ha cienehn HadwH:

P = q=def PV q (=def)

(BesHuk <) @opmyna p < ¢ je 3amena 3a (p = ¢) A (¢ = p). Besuuke
= u A cmo Beh nedwunucasm momohy Besnumka V u —. Kopucrehu e
nedunumje, 106mjamo:

P q=daef ~((=(=pVq)V (=(=gqVp))) (Sdes)
(sesnnk T) Ha ocnoBy 3akona uckipydemwa tpelier, = p V —p, dopmyaa

pV —p je rayronoruja, Tj. eKBUBaJEHTHA je ¢opMyau . 3aTO BE3HUK
T nmedunumremo Ha cieaehn HaYAH:



88 I'/IABA 2. ICKA3HA JIOTUKA

T =gefpV—p (Taer)

(sesnuk L) Umamo ma cy dopmyie pV —pu T eksuanentre. Kao mro
CMO II0Ka3aJid, OHJA Cy W buxoBe Heraumje, dopmyse —(p V —p) u L,
ekpuBasientHe: —(p V —p) = L. Hakue, nedbununuja sesnuka L je:

L =ger =(pV -p) (Ldes)

3apatak 2  ITokaxkumo cana ja je nomoly Besnuka ckyma {A, =} moryhe
nedrHECATH OCTajIe BE3HUKE.

(se3Huk V) 3uamo ga axo je dhopmyna C < D rayrosoruja, oHIA je u
—C & =D rayronoruja, na u3 = (=(pV q)) < (—p A —q) (de Mopranos
3aKoOH), mobujamo tayrosorujy: = (——(p V q)) & (=(-p A —q)), Tj.
“=(pVq) = 2(pAng). Us = (==(p V) & (pVq) (3akon apojue
Heranuje), nobujamo: ——(pV ¢q) = pV ¢. 3aruM, HA OCHOBY CUMETPHY-
HOCTH U TPAH3UTHBHOCTH =, umamo: ~(—pA—q) = pVq. dakie, Be3HuK
V 1edpuHUIIIEMO:

PV q=dey ~(=p N —q) (Vaer)
(Be3Huk =) Mmamo rayromorujy = (p = q) < (—p V q) (3akoH 3aMene
ummukanyje). Besnuk V cmo Beh gedunucanu nomohy Besuuka A u —.
Kopucrehu ry aedunumjy, nobujamo: = (p = ¢q) < (~(-—pA—q)). U3
TayToJioruje = ——p < p (3aKOH JBOjHE Heraluje) Ha OCHOBY TEOPEME

O 3AMEHW EKBUMBAJIEHATA nobujamo = (p = ¢q) < (=(p A —q)), Tj.
p = q = —(pA—q). Jakne, Be3unk = nedbwurnmemo Ha ciaenehn HauuH:

P = q=def ~(PA\q) (= def)

(BesHuk <) Qopmyna p < ¢ je 3amena 3a (p = q) A (¢ = p). Besnuk =
cmo Beh nedwnrncann nomohy Besumka A m —. Kopucrehn 1y nedumn-
Mjy, 1001jamo:

P& q=des (20 A=9) A (=(g A -p)) (Sdes)
(Be3Huk 1) @opmysa p A —p je KOHTPAIUKIM]A, 118 UMAMO:
L =geypA-p (Lder)
(eesHuk T) Besuuk T pedbunumemo na ciegehu navun:

T =des ~(p A D) (Taey)
Ha peny je ckyn {=,—}.

3apatak 3 Tlokaxkumo ja je nmomohy Besnuka ckyuna {=-, -} moryhe
JeduaECAaTH OCTaje BE3HUKE.

(se3nuk A) Kopucrumo ocobuny na axo je popmyna C < D rayrosoruja,
ouza je u popmyna ~C' < —D rayrosnoruja, na u3 le Mopranosor 3a-
xona [= (~(pAq)) & (mpV—g) aobujano: = (—=(pAg)) € (—(=pV—g)),
1j. ekBuBasieHTHOCT hopmyna: ~—(pAq) = —(—pV —q). Ha ocnoBy ucre
ocobuue, u3 tayronoruje = (p = —¢q) < (—p V —q) (3akoHa 3aMene
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uMIUmKan@je), gobujamo: = (—(p = —q)) < (=(-p V —q)), na Baxu
—(p = —¢) = ~(—pV—q). 3akou nBojue Herangje = (- (pAq)) < (pAQ)
HaM saje ekBuBajeHTHOCT hopmysa - (pAgq) u pAg: =—(pAgq) = pAg.
U3 ~=(pAg) = =(=pV —q), ~(p=q)==(-pV ~q) n ~=(pAq) =pAg,
KopuCTehW CMMETPUYHOCT M TPAH3WUTUBHOCT pesanmje =, 106mjamo:
—(p = —q) = p A q. Haxie, nedbununuja A je:

PAG=des ~(p= —q) (Adef)

(BesHuk V) ¥V = (-p = ¢q) & (-—p V q) (3aKOH 3aMeHe UMILTHKAIH]E)
dbopmyny ——p 3amMersyjeMo 1H0j eKBUBAJIEHTHOM (DOPMYJIOM p M Ha OC-
HOBY TEOPEME O 3AMEHU EKBVBAJIEHATA 106MjaMO TayTOJOTH]jY:
E(p=q) < (pVq). Jakie, Be3uuk V pedUHUIIEMO:

PV q=des (P =q) (Vdef)

(BesHuk <) @opmyna p < ¢ je 3amena 3a (p = ¢q) A (¢ = p). Besnuk A
cmo Beh medmrncann momohy Besnnka = u —. Kopucrehn Ty nedumm-
ujy, 100mjamo:

P& q=acs ~((p=q) = (~(¢ = p))) (Sdes)

(eesHuk 1) Besnuk L nedunumemo na cienehu Hauun:
L =ges ~(p=p) (Laes)

(se3nuk T) Besuuk T medunumemo Ha cinenehn nauun:
T =gefp=0p (Taey)

Ha kpajy umamo ckyn {=, L}.

3apatak 4  Kopucrehu nperxonnu 3amarak, 3agatak 3, y KOMe CMO
momohy Be3HWKa = u — nedUWHHUCATH OCTaje Be3HUKe, u Kopucrehwm
nedbuHUIMjy Be3HUKA — 12 je popmyna —p 3amena 3a p = L mobujamo:

PAG=def (p=(¢g= 1)) =L (Adef)

PVq=der (p=1)=¢q (Vder)
peqg=ar((p=q9=>(¢=p =1)=>1L (Sdwr)
P =def D= L (Tdey)
T =defp=0p (Taes)

Tlocie HEKOMKO ABOYIAHUX CKYMOBA MOMONY YHjUX BE3HUKA Ie(PUHHUIIEMO OC-
raje BesHuke ckyna {A,V,=, <, - T, L}, namehie ce ciegehe nuramwe: na jau cBu
BE3HUIM TOI CKyIa MOry Ourtu gedunucanu camo nomohy jennor Besuauka? OroBop
je: A, ajm TO HUje HUWjeIaH O Be3HWKA u3 TOr ckymna. To hemo mohu ma ypaammo
momohy cireeha qBa HOBA BE3HUKA, KOje 30BeMO 1iedepoBcku Be3uuim. OBe BE3HUKE
uHTepuperupamo cieiaehuM Gunapaum onepaimjama ua ckymy I = {0, 1}:

T10 1 L1101
0|1 1 01 O
111 0 110 0
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a MOXKeMO uXx u gedUHUCATH TOMONY MO3HATUX BE3HUKA HA cienehu HAadWH:

P1q=dey ~(P N Q)

pla=dger ~(pVaq)
Tepaumo na cBu Besuunu ckyna {A,V,=,< -, T, 1} mory 6uru npeacraB/beHu
camo nomohy jeanor ox Besuuka | u |. Kako hiemo to nmokasaru? IoBoJsbHO je aa
CBe BE3HHKE jeIHOr OJ1 CKymnoBa u3 3afgartaka 1-4 mpezjcraBumo momohy Be3Huka T,
OJHOCHO BE3HHUKA |.

3agatak 5  IlokaxkuMo Ja ce BE3HUIU CKYTIa { A\, =} MOTY TIPeICTABATH
rmoMohy Be3HuKa T.

Ucrnnocue tabmnue 3a dopmyne p Tpu (pTq) T (p 1 ¢q) cy pemom:

plalrla|l @11 (lq)
plplp 1]1] 0 1
1] 0 1{o] 1 0
0| 1 o1 1 0
olo| 1 0

Hakne, umamo -p =p 1 pupAg={® 7149 T (p 1 q). Baro umamo
ciaenehe medunnnmje Besnnka — u A nomohy Be3nuka 1:
P =derp TP (—def)
PAG=acr (PTa)T(p1q) (Adey)
V 3agatky 2 cMo mokasasm jia Be3uuke V, =, <, | u T MoxKeMOo mpej-

craBuTu omohy A u —, na kopucrehu oBe gedunumje, cBe BE3HNKE U3
{A\,V,=,<,, T, L} MoxkeMo npeicraBuTu camo nomoly BesHuka 7.

3apatak 6 ITokasKuMO 1@ Ce BE3HHUIM CKyMa {V, =} MOTy IpeCTaBUTH
moMohy Be3HMKA |.

Ucrunocue rabaune 3a dopmyiae p | pu (p | q) | (p | q) cy penom:

plalrla|@lel@lqg
plplp 1)1 0 1
[ o 1{o] o 1
0| 1 0ol1| o 1

olo| 1 0

Hakme, umamo -p =p | pupVag=(plq) | (p | q). 3aro umamo
crnenehe medununuje Be3unka — u V nomohy Be3HUKA |:
P =def Pl P (Ddef)
pVa=dqer (pla) |l (pla) (Vder)
3 3apatka 1 umamo ja ce Be3nuim A, =, <, | u T MOry npejcraBuTu

nomohy V wm -, crTora cBe BesHmke m3 {A,V,=, & - T, L} mMoxkemO
MPEeJICTaBUTH CaMO MOMONY BE3HWKA |.

Ha ckyny I = {0, 1}, ocum onepanuja u3 oxespka 2.2.1 u onepanuja T u |, moc-
Toje u gapyre onepanuje. CBaka 0J1 (bEX MOXKe OUTH HHTEPIIPETAIINja HEKOT JIOTHIKOT
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BE3HMKA KOjU MOXKEMO J01aTu mocTojehiem ckymy Be3uuKa ajidabera nckasHe JOTUKe.
Haxue, 3a cBaky onepaiujy ayxune n na I = {0,1} (3a meku npupogan 6poj n)
MOKeMO JeUHUCATH jeJaH BE3HUK JTyKUHE N KOjU J0JajeMO CKYIy Be3HuKa aida-
OeTa MCKa3He JIOTWKE W YWja WHTEpIperamuja je Ta onepamuja. [lutamo ce, ma ju
MOCTOjU CKYTI KOjU YMHE CAMO HEKM JIOTUUKY BEe3HUIHU (He CBU) Takas Ja uMa cjenehe
CBOjCTBO: MOMONY Be3HMKA TOT CKyIa Mory ce aedbuHUCATH CBU MOryhn Be3HUIH, Tj.
Be3nury cBux AyxkuHa? Oaroeop je: JIA, MOCTOje TAKBU CKYIOBH Be3HHKA. Takse
CKYIIOBE BE3HHUKA 30BeMO (DYHKIIHOHAJIHO TOTIYHI CKYIOBY BE3HUKA Wi 0a3e Be3HU-
Ka, a TO BUXOBO CBOJCTBO je (yHKIMOHAIHA HOTIyHOCT. OAroBOpUMO 0JIMax ¥ HA
MATAkE: I3, JIU Cy CKYTMOBY BE3HUKA, KOj& CMO MOCMATPAJIN Y TPETXOTHUM 33AIIIMa
6aze Besuuka? Omarosop je: JA. la O6ucMo TO mOKa3asu JTOBOJHHO je Ja 3a jeTaH
0/l THX CKYyIIOBa MOKaxKeMo Ja je 6a3a sesuuka. To hiemo ypaautu 3a ckyn {=, L}.
IIpe rora y nHapeaHoM 3aJaTKy MOKAXKUMO IITa Cy TO ¢BU Moryhu Be3nwuiiu.

3apatak 7 Ilpe cBera mozgcernmo ce na Ha ckymy I = {0,1}, koju nma
JIBa €JIeMeHTa, CBUX Olepanuja JyKuHe n (3a HeKW NPUPOAHU OpOj m)
uma 22", A caJa MPeJCTaBAMO JIOTUYKE BE3HUKE Uhje WHTepIpeTaruje
cy onepaiuje na ckymny I ={0,1}.

IIpBo cy Ha peny HyJapHE Be3HHMIU, Be3Hunu ayxkube 0. Hymapaux ome-

panmja va ckyny I = {0,1} nma 22°=2. To Cy JiBe omeparmje Koje Ha
ckyny I = {0, 1} uszznsajajy esement 0 u esement 1 u oHe cy uHTEp-
npetanuje Beh MO3HATHX HYJAPHUX JTOTMIKHX BE3HUKa peaom | m T.

Canenehu cy Ha peay yHapum Be3nunu, sesnunm gayxkune 1. Ounepanuja
nyxure 1 Ha ckyny I = {0,1} uma gerupu, 22" = 4, o1 KOjux je jeaHa
nama Beh mosnara, a ro je —. Hakue, va ckyny I = {0,1} umamo — u
jOII TpU yHapHE onepam/lje al, ol u ag (DIe ropmu HHIEKC [OBOPU O

JLy2KUHU oliepaluje):

HE HE L

Andaber uckasne JOruKe MOXKEMO TIPOIIUPUTH Ca TPU YHAPHA BE3HHUKA
al, ai m ad, umje cy wHTepnpeTanuje pesom omepanuje ai, o u ai Ha
ckyny I = {0,1}. [a sm MoxkeMO Te Be3HHKe Ja JeduHUIeMo nomohy
no3naTux Besumka! lloTpebme cy mam Heke (opmyse y Kojuma ce mo-
JaBJbyjy TO3HATH BE3HUIM U jEJIHO MCKA3HO CJIOBO, a 4YMja MCTUHOCHA
Tab/mmna ce mokjama ca tabiunom omepammja i, ab u ai. To cy pe-
oM opmyse pV —p, pu p A —p. Crora nedWHUIIIMO YHAPHE JIOTUUKE
BE3HUKEe OF, a3 U o} Ha cienehn Hauwh:

alp =aef pV -p alp =ges p adp =aef pA P

Cama cy Ha peny OMHApPHU BE3HUIM. DBWHApPHUX OMEpAIyja, OMEpaIyja

nyxune 2, na ckyiy I = {0, 1} uma 22* = 16. Te oTepariuje npecTaBba-
MO TabJIUIOM KOja MOKe UMATH jeiaH o caeaeha naBa obmKa:
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o
1 1 a|0 1
1 0 1

0 1 0

0 0

O bunapHUX omepaluja cy HaMm mo3uare: A, V, =, < T u |. Ucrakau-
MO 3 CBe OWHApHE Omepalrje MOXKEMO IMOJE/JUTH y [IBe CKymuHe. Y
JeTHOj CKYTIMHU je 8 omepalinja, a ApyTry YuHe MPeOoCTAINX 8 omeparyja,
IIPU 9eMy je CBaKa OJI ’hUX Heralyja HeKe olepalje u3 MpBe CKYIuHe.
IIpeacraBumo To caegehom TabeaoMm.

o |v]ia3 | =|1|ad|a?]|ad
1 1 1 1 10| 1 1 0

1 1 1 0 |1 1 0 1

1 110 1 1] 0 1 1

1 0| 1 1 |1] 0 0|0
AN AR R
0 0| 0 0 |1] 0 0 |1

0 0|0 1 10] 0 110

0 0|1 0 |0] 1 0|0

0 1] 0 0 |0] 1 1 1

Hoge 6unapue jorumdke Be3nuke nedunnumemo Ha ciaenehn nadmn:

paiq =as (@=p)A(@=q) (af)
patq =4y q=0p (a3)
pPagq =aer PA(@=q) (a3)
pPafq =gy qN(P=Dp) )
paiq =4y —p & q) (a3)
patq =as —(poiq) (@'})
Pa'sq =as —(podaq) (@'3)
PAtqg =as —(p=q) (a'3)
PAeq =aes —(podaq) (@'3)
pa'rq =a; (pa?q) (@'3)

[IpumeTumo J1a je Be3HUK a2 eKcKy3uBana (jaka) MCjyHKIHMja KOjy CMO
HOMHIBAIHA Y OJIEJbKY O BE3HHUIIAMA.

Ho cama cmo mokazamm ga je cBe Besumke gyxwuue 0, 1 m 2 moryhe
IPeJCTaBUTH IIOMONY, J1a TAKO KazKeMO, HMO3HATHX JIOTHYKHX BE3HHKA.
To 3uauu jga sesuuke 1, L, =, o} (i € {1,2,3}), A, V, =, &, a?
(7 €{1,3,6,7,8}) m 0/? (7 € {1,3,4,6,7}) moxemo nedunucare momohy
Be3Huka ajdadera uckazme jgoruke: A,V, = u L.
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Ha peny cy TepmHapum Be3nwiu, Be3uuIu AykuHe 3. TepHapHUX ore-

i 3 . .

panmja na ckyny I = {0,1} uma 22" = 28 = 256. Osse ce Beh nojasbyje
npo6JieM HaBOLEma CBUX THX OmMepanuja W mpodJeM MpOBepaBarma JIa
JIM Ce CBAKHM TEPHAPHU BE3HHK MOXKE NPEJCTABUTH MOMONy MO3HATHX

BE3HHKA.
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ITorBpuy Ja ce cBaku BE3HUK [IPOM3BOJbHE JyzKUHE N (33 CBaKU LPUPOJAH OPO]

n) MO¥Ke MPEJICTaBUTU MOMONY MO3HATUX BE3HWKA Jaje HaM cieneha Teopema.

TEOPEMA 1 (TEOPEMA O ®VHKUMNOHAIHOJ MOTMNYHOCTUN CKVNA {=,1})

3a cBaku Be3HUK " gyXuHe n, rae je n npupogaH 6poj, nocroju dopmyna F'y Kojoj
ce jaBs/bajy camo cumbonu pi,...,p,, = W L, TakBa Ja je ekBuBaneHTHa copmynu

a™(p1y ...y Pn), Tj. Ba BAXKU:

): an(plv 7p’ﬂ) < F.
OOKA3

Jokas he OuTy WHIYKIWjOM IO ITYKUHU 7. BE3HUKA Q.

Baza maaykmmje: a” je mymapam Be3HmK: n = 0.

[TocmaTpamo cBe HyIapHe BE3HUKE, a TO Cy Be3HUIM | u L. 3a cBaku ox
THX BE3HWKA TPAXKUMO ekBuBaJjeHTHY dhopmyry F' Ha andabery uckasue
JIOTMKE 4Mju CKyIl Be3nuka je ckyn {=, L}. 3a dopmyny L rpaxkena
dopmysa F je cama dopmyna L. Bnamo na Baxu: = T < (L = 1),
ma je 3a ¢opmyay T Tpaxkena dopmyna F dopmyna L = 1.

WNuayknujcka mpermocraBka: TeopeMa BakKd 33 CBAKH BE3HHUK Iy 2KHHE
n: 3& CBAKM BE3HWK Q' nykuue n noctoju dpopmysna F'y kojoj ce jaBibajy
caMo CuMOOJH P1, ..., Pp, = U L, TakBa 1a je:

Ea™(p1,...,pn) & F.

JIoKazKuMO caJa Ja TeopeMa BaKW W 38 BE3HWK AyxKuHe 1 + 1.
n+1

Jlake, 3a MpOM3BOJHAH BE3HUK (X nayxuue n+ 1, Tpeba mokazaru 1a
noctoju dopmyna F' y Kojoj ce jaBipajy camMo CUMOONU Pi, ..., Dn, Pnt1s
= u L, TakBa 1a je:

): an+1<pl7 "'7pn7pn+1> = F.

Buio kojom BamyanmjoM v MCKA3HO CIOBO P41 MOXKE NMATH WM Bpe-
voct O wam BpeauocT 1. To 3HaUM 7a ce HeroBa BpeTHOCT CBAKOM BAJIy-
alyMjoM v MOKJAlla UJIM Ca MCTMHOCHOM Bpemuomiy dbopmysne T (ako
je v(pny1) = 1) mwim ca ucrunocuom Bpeuouihy dopmyse L (ako je
v(pnt1) = 0). Axo y dopmyan o (py, ..., Pny Prt1) MCKA3HO CIOBO
Pni1 3aMenuMo ca T u L, pobujamo pejgom dopmyae o (py, ..., pn, T)
u o (py,...,pn, L), uWja uckazHa ca0Ba Cy pi,...,pn. ILlomohy Tux
dopmyna meduHUITEMO 1Ba BE3HUKA, JTIYKUHE 7

ﬁn(pla "'7pn) —def an+1(p17 <oy Dy T)

,yn(ph 7pn) =def an+l(p17 ceey Pny J—)
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3a CBaKW BE3HUK [Iy:KWHE 7N, 1A U 38 Be3HUKE 3" (P1, ..., pn) © Y (D1, s Pn),
BaxKM MHJYKIMjCKa IPeTHOCTaBKa, Tj. 1ocroje gopmyne ' u F” y ko-
juma ce jaBspajy camo cuMOOH Pi, ..., Pn, = U | U 32 HUX BAKU:

): ﬁn(ph 7Pn) ~ F/

EA"(p1, - n) & F

Tj. Ha ocHOBY nedwununuja Be3uuka " u ¥, BaxKu:
E o™ (pry.epn, T) & F

= a1 (py, . pn, L) & F.

Jlaxe, mmamo exsuBajenTHocT dopmyna oL (py,...,pn, T) u F, u ex-

puBasenTHOCT bopmyma ot (py, ..., pn, L) w F"':
" Mpy,eupn, ) =F  u o™ (py,.epn, L) = F”.
C apyre crpane, na ocuoBy TEOPEME 4 (omespak 2.2.3), 3a dopmyiy

A" (p1, ..., Py Pry1) ¥ HEHO MCKA3HO CIIOBO Py,41 UMaMo ciefehy Tay-
TOJIOTH]Y:

A" (p1, ey Py Pt 1)E((Prr 120" T (P1, oo, Py T)) A (BPnp1=a™ T (D1, o, Py L))
Axo y T0j TayTonoruju dbopmyae a1 (py, ..., pp, T) ma™ L (py, .y pp, L)
3aMEHUMO IbUMa eKBuBajeHTHHM ¢dopMynaMa peaom F' u F”, onna

Ha OCHOBY TEOPEME O 3AMEHV EKBUBAJIEHATA 100ujaMO €KBHBAJIEHTHY
dopmyiy T0j Tayrosoruju. Jaksie, qo0ujaMo TayTOJIOTH]jy:

': an+1(p1’ ---,pn,pn—H) < ((pn+1 = F/) A (_‘pn+1 = FH))-
[Mocmarpajmo bopmyay (pry1 = F') A (mpnt1 = F”). YV wernm not-
dopmynama F' u F” ce jaBmajy camo cumbosn pi,...,pn, = n L, na
Tpeba jour Beanuke — u A (Koje BuauMo y 3anucy popMysie) npeacTaBuTu
momohy = u L. Kopucrumo nedununujy Be3nuka - momohy = u L u
nobujamo ma je —pp11 = F' 3amena 3a (pp41 = L) = F’, na us
MOCJIeIfhe TayTOJIOTHje T0OHjaMO TayTOJIOTH]Y:

): O‘nJrl(plv ~-~7pn7pn+1) < ((pn+1 = F/) A ((pn+1 = J_) = FU)).
Ocraje jomn ga Be3HUK A mpeactaBumo momohy = u L. Wmamo ma je
dopmysna A A B 3amena 3a (A = (B = 1)) = L1, na je dbopmyna
(Pns1 = FYA (pny1 = L) = F") , a tame 1 " (p1, .oy Py Prs1)s
€KBHUBaJIEHTHA (POPMY/TH

(Pry1 = F) = ((pr1= L) = F')= 1)) = L
Haxkse, Tpaxkera ¢dpopmyna F' 3a KOjy BaxKu

o™ p1y ey Pry Pry1) & F

1y KOjOj Ce 1I0jaBJbyjy caMO CUMOOIH Py, ..., Pn, Pnt1, = u L je bopmysa:

(Prs1 = F) = ((po1= L) = F') = 1) = L
Ha oBaj HaunH cMO TOKA3aJIM 13 BAXKY WHIYKIWjCKU KOPAK, 113, 3aKJbYIy-
JEMO [1a ce CBaKW BE3HWK (" TMPOM3BOJbHE IYyXKUHE 71 MOXKE TePUHUCATH
rmomoly Be3HMkKa = u L.
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OBoM TeopeMOM €MO JI0Ka3aau (DYHKIUOHAJHY IOTIYHOCT cKyna {=-, L}, j.
nokazaiau cMo Ja je ckyn {=, L} jenna 6a3a Besuuka. IlomTo cmo 3a cBe apyre
CKYTOBe KOje CMO OBJIe IpeacTaBmin, ckynose {A, V,=, 1}, {V, =}, {A, =}, {=, -},
{1} n {1}, mokazanm na ce momohy WHXOBWX Be3HWKa MOTY IeUHUCATH BE3HUIHN
6aze {=, L} 3akipyuyjeMo Ja Cy CBM TH CKYTOBH 06a3e BE3HMKA.

2.4.2 JlucjyHKTHMBHA U KOHjyHKTWBHA HOpMaJiHa ¢dopMa

Ogaj ozmespak o obsmimMa UCKa3Hux (opmMysia Koju ce 30By JUCjYHKTUBHA U KO-
HjyHKTUBHA HOpMaJHA dopMma modehiemMo jeqanm mpumepoM.

Mpumep 1 Tlocmarpajmo dopmyny F = (=((p = ¢q) Ap)) V q. Ham
b je ma HampaBuMmo opMyTy Koja je ekBuBasieHTHA dopmynn I, a
KOja je y IMCjyHKTHBHOj HOPMAaJHOj (POPMH, Tj. HAUHUIHEHA je O HEeKUX
dbopmyaa Ai, ..., A, (m > 1), Koje cy noBe3ane JUCjyHKIMjAMa, JOK
je cBaka ox dopmyna Aj, ..., A, HaUWBEHA O MCKA3HUX CJIOBA W HE-
rannja WCKA3HUX CJIOBA MOBE3aHNX KOHjyHKIHjaMma. Y MOCTYIKY KO-
juM momazumo 10 Takee (OpMyJsie PBU KOPaK je ja HampaBuMmo (hop-
MyJy KOja je eKBHBajsieHTHa Haroj dpopmynu F', a y K0joj ce mojaBibyjy
camo Bezumnu A, V u —. 3aro y dopmymu F nordopmyry p = ¢
3aMerbyjeMOo Th0j eKBUBAIEHTHOM GOPMYIOM —pV g 1 1o6ujamMo hopMyLy
Fi = (=((-pV q)Ap))Vq. Ha ocHoBy TEOPEME O 3AMEHW EKBVBAJIE-
HATA dopmyne F u F) cy ekBuBajentue dopmyse. Crmemehn kopax je
ga dopmyny Fi 3aMEHHMO eKBHBAJEHTHOM (OPMYTIOM Yy KOjO] BE3HHK
— croju camMo y3 mckasHa cioa. Ha ocuoBy Jle Mopramosor 3akoma,
E (7(AAB)) & (mAV ~B), norpopmyra =((=p V q) A p) dbopuyie
F je eksuBasenta dbopmyan (—(—pV q)) V —p, a omner Ha OCHOBY TEO-
PEME O 3AMEHV EKBUBAJIEHATA dopwmyita Fi je ekBuBasienTHa hopmyan
Fy = ((—(—=pVq))V-p)Vq. Cana xopucrumo apyru Je Mopranos 3akoH,
E (=(AV B)) & (mAA—=B), u gobujamo 1a je nordopmyna =(—p V q)
dopmynie Fy ekBuBajeHTHa QopMysan ——p A ¢, 1Ia je Ha OCHOBY TEO-
PEME O 3AMEHW EKBUBANEHATA dopwmyna Fo ekBuBajeHTHa (HOpMyan
F3 = ((-p A —¢) V —-p) V q. Ha xpajy, 3aKOH 0 [BOjHOj Heramuju,
E -—A & A, naje ekBuanentroct dbopmysia ——p u p, a TEOPEMA O
3AMEHW EKBVIBAJIEHATA naje dbopmyiu F3 (a Tume u monazuoj ¢popmynu
F) exuBasientny dbopmyiy Fjy:
((pA=q) vV —p) V.

®opvyna Fy je obanka (A1 V A2)V As, rae je A nordopmyna pA-q, As
je —pu Az je q. Hakne, bopmyna Fy jecTe y AuCjyHKTUBHOj HOPMAJTHO]
dopmmu.

Cazna hemo na naBememo n nedununmjy dbopmyse y JUCjyHKTUBHOj HOPMAJIHO]
dopmu, amm mpe TOra yBeamMO IMOjaMm JnTepasna. Jlurepasn je mckaszua dopmysia
KOja je Wi MCKA3HO CJIOBO WM Heraruja uckasuor cjioBa. Ca p hemo o3nadaBaru
Jarepasie p u —p, rJe je p HEKO MCKA3HO CJIOBO.
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JedwvHunymnja gucjyHktuene Hopmanue hopme

Heka je cBaka oz dopmyna Aj, ..., A, (m > 1) nauumena of jurepasia
OBE3aHUX KOHjyHKIHjama. @opmyna Kojy yune dpopmysie Ay, ..., A, 1o-
Be3aHe MUCjyHKIHjaMa je (popMysia y AuCjyHKTUBHOj HOPMAJTHO] (POPMHI
(JH®) u vy dopmyiy o3nauaBamo:
ALV ...V Ay,

a dopmyse Aj, ..., A, 30BeMo gucjyHkru. AKO ¢y Pi,...,Dn (n > 1)
JINTEpAJIN Ol KOjUX je HaummeHa Heka ox dopmyna A;, 1 < i < m, 1y
dopmyny A; hemo oznagaBaru: pi A ... A Dy

Hyanuo ce medunuire Gopmyna y KOHjyHKTHBHOj HOpMaIHO] ¢popmu. Hamme,
TakBa GOPMy/Ia je HadumbeHa o1 (POPMYJIa KOje Cy MOBe3aHe KOHjyHKIIHjaMa, a CBAKY
ox, Tux (GopMysia YuHE JIUTEPAJIU OBE3aHU [IMC]yHKIM]jaMa.

Mpumep 2 TlocTaBumoO 3axTeB Ja HATPABUMO (HOPMYIy KOja je y KO-
HjyHKTMBHO] HOpMaJIHOj (bOpMHU U KOja je ekBuBajieHTHA (HOPMYJIH W3
Mpumepa 1, bopmynu F = (—=((p = ¢q) Ap)) V q. Jda 6ucmo o ypaauiu
MozKkeMO mmocmaTrparu (opmyny u3 [lpumepa 1 ekBuBamentay (hopmyan
F, dopmyny Fy = ((p A—q) V —p) V ¢, Taunmje 1H0j eKBUBaJIEHTHY (HOD-
MyJity (Ha ocHOBY acoumjaTuBHOCTH 33 V): (pA—q)V (—pV¢q). Ha ocHoBy
3aKOHA AUCTPUOYTUBHOCTH \V y OJHOCY HA A mMaMo ja je Ta Gpopmysia
exkpuBasienTHa dbopmynu F5 = (pV (-pV q)) A (=g V (—p V q)). Hakie,
dopmyna I je ekBuanentrna gpopmynu F5. Qopmyna Fi je y KOHjyHK-
TUBHO] HOpMaJiHOj dopmu, Tj. Ta ¢opmyia je obiuka A A As, rue je
Ay nordopmyna pV (—pV q) u Ay je mordopmyna gV (—pV q).

A cama majemo medunMnEjy GOpMyIa y KOHjyHKTHBHOj HOPMAJTHO] (DOPMH.

JedunHnunja KOHjyHKTUBHE HOpMaJiHe hopMme

Heka je cBaka oz dopmyia Ay, ..., A, (m > 1) Hauumwena of jsurepasa
noBe3aHux aucjynkuujama. ®@opmyna kojy yune gpopmysie A1, ..., A, 1o-
Be3aHe KOHjyHKIHjaMma je (popMysia y KOHjyHKTUBHO] HOPMAJTHOj (hOpMHU
(KH®) u Tty dopmyay 03HaIaBAMO:
Ay Ao N A,

a dopmyne Ag, ..., A, 30BeMO KOHjyHKTH. AKO Cy Pi,...,DPn (n > 1)
JIUTepaiu OJ KOjuX je HauumbeHa Heka on dopmyna A;, 1 < i < m, 1y
dopmyny A; hiemo o3nauaaru: Py V ...V Py

IMocmarpajmo dopmysie Aj, ..., A, HadubEHE O IUTEPAJIA TOBE3AHUX KOH]YHKIIH-
jama, rme je m Behe ox 2. Ilojacuumo Be3y m3mely 3armca yormrene JucjyHKIje u
zanuca dopmyse y JJTH®. Ha mpumep 3a m = 4 u popmyne Ay, Ay, A3 u Ay umamo
Jla je yomnmTeHa JuCjyHKIA]ja, \/;1:1 A; = ((A1V Ag) V A3) V Ay, Tj. 3arpaje cy y T0j
dopmynu acorupane HaseBo. Ha ocHOBY 3aKOHA acorujaTuBHOCTH 3a V Ta (hopmysia
je exBuBastenTHa dopmynama (A1 V A2)V (AsV Ag) m A1V ((A2V A3) V Ay) y KOjuMa
cy 3arpaje apyraduje pacunopehene. Mu cmo JIH® nedunamucanu tako ga HAM HEjE
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OMTaH PACIOpe. 3arpajia 1 3a CBe HaBeaeHe, MehycoOHO eKBUBaJIEHTHE (DOpPMYIIE,
KaxkeMo 7a Cy Hauumbene o ¢popmyna Ay, Az, Az, A4 noBe3aHux JKCjyHKIUjaMa,

Tj.

yormireny koujyukunujy u KH®. A canma mornemajmo crenehn mpumep.

Mpumep 3 Nmamo dbopmysry
F=@A(gAr)V(pA-q)V(=rAlgAs))).

®opmyaa F je y JH®, 1j. dopmyna F je obnuka Ay V(A2V As), 3a dop-
myse: Ay = pA(—gAr), Ao = pA—-qu As = —rA(gAs). Ilocmarpajmo
dopmyny By = (p A —q) AT, Koja je yomITeHa KOHjyHKINja ¥ UMa UCTe
qurepajie Kao dpopmyna A; u to mopehame wctum pemom, Tj. By je
nobujena on A camo mpemernTameM 3arpaja. cro Bazku 3a (gopmyiie
By = pA—qu Ay (one cy unentuune); u dpopmysie By = (-r Ag) Asu
As. Ha ocHOBY 3aKOHa aconmjaTMBHOCTH 3a /A UMAMO:

':A1<:>B]_, ):A2<:>B2 u |:A3<=>Bg.

N3 tux tayTosormja, Ha OCHOBY TEOPEME O 3AMEHV EKBUBAJIEHATA,
J100MjaMOo TayTOJIOTH]Y:
F (A1 V (A2 V A3)) & (B1V (B2 V Bs)),

na Baxku Ay V (Ay V A3) = By V (B2 V Bs). Ha ocHoBy 3akona acomuja-
TUBHOCTH 3a V EMaMo:

= (B1V (B2V Bs)) < ((B1V B2) V Bs),
1j. B1V (B2 V Bs) = (By V By) V B3, n1a TpaH3UTUBHOCT pejialuje =
Jaaje:

': (Al V (A2 V Ag)) =4 ((Bl V Bg) V Bg)
Hobnnm cvo na je F exsusasnentHa dopmyan Fy = (By V Bs) V Bs.
®opwmyrna Fi je y JH®, uma tpu aucjyakra kao u dopmysna F v 3a cBaKo
1, 1 <14 < 3, omrosapajyhn aucjyakru dopmyna F' u Fy, nucjyuktu A; u
B;, cy HauumbeHn 0] UCTUX JIUTePAsIa HABEJIEHUX UCTUM PEJIOM, CaMo Cy y
IbUMAa 3arpajie pa3anauTo nocrasbere. Popmyna F je cuenududna mo
TOME TIITO je YOTTITEHA JUCjYHKIINja U CBU FheHH! TUCjYHKTH Cy YOTIITeHe
KOHjYHKITHje.

3a HUX MOXKEMO /13 KOpHCTHMO 03Haky A; V As V Az V Ay. Ucro Baxku u 3a

W 3a npoussosbay dopmyity koja je y AH®, wexky dpopmyny = A1 V...V Ay,

(m > 1), mocroju eksuBasenTHa (hopmyia koja je y JJTH® u yommrena qucjyHknuja,
a YUju JUCjYHKTHU Cy YOTIITEHEe KOHjyHKIMje Koju ce of Aj,...,A,, pa3iaukyjy camo
o pacnopeny 3arpasa. Vcro Baxkm u 3a HeKy dopmyny y KHO®, nexky dbopmymny
F=A4 AN..NA, (m > 1). Haume, Ha 0CHOBY 3aKOHA ACOIUjATUBHOCTU 33 V
cBaka ¢opmysa A;, 1 < i < m, ekBupajiedTHa je ¢popmynu B;, Koja je youinreHa
JMcjyHKnuja smmrepaia e gpopmyse A; nopeljanux ucrum peaom kao y A;. Ha
OCHOBY 3aKOHa acoIMjaTuBHOCTH 3a A (opmyna F' je eKBUBaJIEHTHA YOTIITEHO] KO-
Hjyaknuju dopmyna B;, 1 < i < m koja je ucro jenna ¢popmyna y KHO.

ITokazkumo cana Baxkue ocooune ¢popmysna y KH® u JIH®. Ako je dpopmyina y

KH® onga mozkeMo BeOMa jeTHOCTABHO [1a IMIPOBEPHMO A JIM jeé OHAa TayTOJOTHja.
[Mornepajmo dopmyny y KH®, dopmyny A1 A... A A, (m > 1), rue cy cse dopmyue
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Ay, ..., A, HauumeHe Of JUTepaJja MOBe3aHwx JAucjyHkimjama. J[la O6u dopmyna
Aj A ... N\ Ay, Buna uctuHUTA MOpa OUTH UCTHHUATA cBaka of, dopmyna Aj, ..., A.,.
[Turamo ce: xor obsmka Tpeba ma Oymy Te popmysie Ay, ..., A, 1a 6u OGuiie ucruHuTe
3a OWJIO KOje MCTHHOCHE BPEIHOCTH FHUXOBUX MCKA3HUX CJIOBA, Tj. 3a OWIO KOjy
Bamyanujy? JloBO/bHO je ma ce y cBakoj ox Tux dopmynaa Aj, ..., A, jaBH HEKO
MCKA3HO CJIOBO P ¥ FHErOBa HEraIuja —p. 3a CBaKy BaJjyaIllujy v jeaHa O BPEIHOCTH
v(p) u v(—p) mopa Guru 1, ma kako cy dopmyie Ai, ..., A, HauUbEHE O/ JUTEPATIA
[IOBE3aHMUX JUCjyHKIMjaMa, UMaMO Ja je MCTUHOCHA BpeaHocT cBake ox Ai, ..., Ap,
jennaka 1 3a cBaky Basyanujy. Crora ako umamo dopmyiny Ay A... AN A, y KH® u
y cBakoj ox dpopmysa A1, ..., Ay, ce jaBiba HEKO MCKA3HO CJOBO W HErOBA HETaIluja,
oHla 3HaMoO Ja je dhopmyna Ay A ... A A, mayrosoruja. Baxku m 0OpHYTO: ako je
dopmyna Ay A ... A Ay (m > 1) y KH® rayrosnoruja, onna ce y cBakoj dpopmyiu
A;, 1 <1< m, jaBjba HEKO UCKA3HO CJIOBO U IHEIOBa HEraluja, 1 TO NeMo IoKa3aru
y HapeJIHOM 33JaTKy, 3ajaTky 8.

@opwyna Fs = (pV(—pVq))A(—qV(—pVq)) n3 Npumepa 2 je mpumep dbopmyite y
KH® u ona je obnuka Ay A As. Y dopmysin Ay jaBiba ce NCKA3HO CJIOBO P M FHEroBa
Heranmja —p, a y dopmyan As jaBba ce MCKA3HO CJIOBO ¢ W HEroBa HEralyja —g.
Haxue, dopmyna Fs jecre tayrosoruja. Popmyna F = (=((p = ¢) Ap)) Vq je
ekBuBaJieHTHA (opmynu Fy, ma 3aKk/bydyjeMo fa je u ¢popmyna F Tayrosmoruja.

3apgatak 8 ITokaxkmmo 1a Baxku caeneha ocobunHa:

dbopmyaa A1 A AA, (m > 1) y KH® je tayrosioruja ako u camMo ako ce
y cBakoj A; (1 < i < m) jaB/ba HEKO UCKA3HO CJIOBO W HETOBA, HETAIH]a.
Ieo ma dopmysna onurcanor 06mKa jecte TayTosoruja Beh cmo mqoxasasin.
Ocraje ma mokakemo ApyTu €0 TBphema: ma cBaka tayrosorujay KHO
Mopa OmTm ommcaHor oosmka. IlpermocraBumo ma mebhy dopmymama
Aq,..., A, nocroju Heka ¢gopmysia A; ca 0COOMHOM Ja Ce y H0j He I0-
jaBJBY]y HEKO MCKA3HO CJOBO M WeroBa Heramuja. llocmaTrpajMo ckym
CBUX MCKAa3HWX CJIOBA Koja cy jmrepann dbopmyie A;, ckym {p1, ..., Pk},
M CKYIl CBUX MCKA3HWX CJIOBA 4YMje Heranwuje cy Jurepanu ¢popmysie Aj,
ckyI {q1, ..., ¢; }, TI€ HEKHU Of TUX CKyIOBa MOXKe OMTH U Ipa3aH. JacHo
je na na ocuoBy ocobuue dopmyie A; ckynosu {p1,...,pr} 1 {q1,...,¢;}
Hemajy 3ajepnudkux ejgeMenara. Caza mocMarpamo BaJyalujy v TAKBY
majev(p;) =0,1<i<kwunwv(g)=11<i<j. Nmamo naje bopmyna
A; cauumena of IUTEPAN P1,..., Pk, q1,-.., 7'¢; NOBE3AHUX JUC)yHKIIU-
jaMa, a MCTHHOCHA BPETHOCT BAJIYAIMjOM v CBAaKOr Tor juTepasna je 0.
Haxkae, v(A4;) = 0. Ouarne, na ocHoBy jedununuje v, nobujamo na je
v(A1 A ... A Ap,) = 0, wro je wemoryhie jep je dopmyna A A ... A A,
TayToJIOTHja. 3aKJbydyjeMo na ce y cBakoj dbopmymnm A4;, 1 < i < m,
MOpa jaB/baTH HEKO MCKA3HO CJIOBO M HEroBa Heraiwja.

A cama mornemajmo mra mam maje JIH®. Axko je dopmyna y IH®, onma ce
BPJIO j€THOCTABHO MPOBEPABA, /14 JIU je OHA KOHTpaaukiuja. llormemajmo dopmyry
y AH®, bopmyny A; V...V A, (m > 1), tae cy cse dbopmyne Ay, ..., A, HauumbeHe
OJ1 ThTepaJia MoBe3aHux KoHjyuknujama. la 6u dopmyna A; V...V A, Guna wenc-
TUHHUTA, MOpa OMTU HEHMCTHMHHUTA CBaka oj ¢popmyna Aq, ..., Ay,. Bpennocr cake o,
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dopmyna Ay, ..., Ay, je yBek 0 ako ce y 1H0j jaB/ba HEKO MCKA3HO CJIOBO, Ha TPUMED
P, U BEroBa Heraiuja —p. 3a CBaKy Bajyauujy v jeana oz spegaoctu v(p) u v(—p)
mopa 6utu 0, na Kako cy ¢opmyne Aj, ..., A, HadUBEHE O] JUTEPAIA TOBE3AHUX
KOHjYHKIIMjaMa, UMaMO & jé MCTHHOCHA BPEIHOCT cBake om Ai, ..., A, jemunaxa 0
3a cBaky BaJiyarwjy. Kama je mcrumocHa BpeaHOCT cBake on dopmymna Aj, ..., Ay,
jensaka 0 OHJA je W UCTUHOCHA BpemuocT dopmyne Ay V ...V A, jemnaka 0.

Haxkme, 3a dopmyny y KH® mako je mpoBepuTH 1a Ju je TayTOIOTHja, a 3a pop-
myiny y JJH® na sm je KoHTpamukimja. 3000 THX CBOjCTABA MOCTABIHAMO MUTAE:
Ja Ja 3a cBaKy uckazny dpopmyiy F' nocroju dopmyna y JH® u dopmynay KHD
KOje ¢y ®m0j ekpuBajenTHe? Oarosop je: JIA, a To hiemo u mokasaru.

TEOPEMA 2 (TEOPEMA O AH® N KH®)

3a ceaky dopmyny F' noctoju 6ap jegHa dopmyna ¥ y KOHjyHKTUBHO] HOPMasHOj

chopmun u 6ap jeana dopmyna F% y ancjyHkTuBHO] HOpManHoj opmu, Takee aa je:
EFesFf uw EFeF

[IOKA3

[Tocmarpajmo mpomssosbHy dopmyry F. Axo ce y dbopmymn F' 1mo-
jaBJ/byjy Be3HUIM KOjU HHUCY M3 CKyma {A,V,—}, onjga kopucrehu 1mos-
Hare Be3e u3Mmely JTOrMYKUX BE3HHKA MPABUMO (POPMYIY €KBHBAJIEHTHY
dopmysnu F'y k0joj ce mojaBibyjy camo Be3umim w3 tor ckymna. Crora
cMeMo Ja mpernocraBumo na je F' dopmysa Beh Taksor obamka, Tj. y
dopmynu F ce mojaBsbyjy camo Besnunu A, V u —. Teopemy moka3yjemo
WHIYKIHjOM 10 Opojy Be3uuka dopmyste F, 6pojy n.

Baza ungykmuje, dopmyna F nema Besumka, n = 0. To 3uaum ma je
dopmyna F HEKO MCKA3HO CJI0BO, HA MPUMED MCKA3HO CJIOBO p. Tpakene
dopmyne F* u 4 cy camo HCKa3HO CJIOBO p.

Nuanykimjcka mpeTmocTaBka: TeopeMa BaxKu 3a cBaky dopmyity F' koja
WMa, MAe OJ 7 JIOTUIKUX BE3HUKA.

Jokakumo 11a Teopema Bazku u 3a GOpPMyY/Ty KOja MMa N BE3HUKA.
Ilocmarpajmo dopmyny F koja mma n Be3uunka. Popmysna F' moxke
uMaTu jenan on caenehnx obmmka:

ANB, AV B WJIH —A.

Be3 o63upa Ha TO KOju 01 TpM HaBeAeHA 0OuKa nMa gopmyna F mere
norgopmysie A u B umajy 6ap jesan pesHuk marbe o popmyse F, na
3a WUX BasKM WHIYKIM]CKa TPeTIocTaBKa: moctoje dbopmyrte AF u BF y
KOHjYHKTHBHO] HOpMasHOoj dbopmu u dbopmymne A u B y nucjyHKTHBHO]
HOpMAaJTHOj POPMH, TaKBE 3 je:
FAsAF A< A? uw EB< B, EB< Bl

Ha ocHOBy 3akoHa O aconujaTUBHOCTH 33 A W V W TPAH3UTHUBHOCTH
pejamyje eKBUBaJIEHTHOCTH (HOPMYsia, MOYKEMO IPETTIOCTaBUTH J1a CY
y dopmymama A¥, B¥, A u B? cBe 3arpaze aconupane Haseso. Jaxie,
dbopmyne A u BF cy yommrene xonjyukuuje pegom Dy A...AD,, (m > 1)
u DI A ... ADj (I > 1) 3a meke dopmyise Dy, ..., Dy, D1, ..., D], K0je cy
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yommTere aucjyrkmuje utepana. @opmymne A uw B? cy yommTene mc-
jyaxmje perom C1 V...V Cy (k> 1) mw C1 V... VO] (j > 1) 3a neke
dopwmyie Cy, ..., Cx, C1, ..., C} koje cy youuirene KoHjyHKiiuje Jurepasa.
Kopucrehu ose dopmysne, nanpasumo dopmymne FF u F9,

< IIpernocraBumo 1a je dhopmyrna F obmuka A A B.

Hanpasumo apso dopmyay F*.

Us = A< AF u = B < B* TEOPEMA O 3AMEHV EKBVBAJIEHATA jaje:
= (AAB) < (AF A BF),

e cy dbopmyne AF u B¥ y xonjynkTusnoj nopmammoj dbopvu. Crora je

u dbopmyna AF A B¥ y konjyrkTHBHOj HOpMaHOj bopmm, Ta je TparkeHa

dopmyna F* 6am dpopmyna A¥ A B,

Hanpasumo cama dopmyny F2.

U3 = A A u = B < B? TEOPEMA O 3AMEHI EKBUBAJIEHATA naje:
= (AAB) < (A4 A BY),

1j. F je exsusanenrna popmymu AYABY: F = AYAB?, e je bopuyna

AYAB? o6muka (C1V...VCr)A(C]V...VCY). Axo norgopmyry C1V...VCj

dbopmyse A4 A B¢ oznaaumo ca C’, onna je popmyaa A% A B obiuka:

(C1 V...V Cf) A C'. Ha oCHOBY yONITITEHOT 3aKOHA JANCTPUOYTUBHOCTH

Ay omHOCY Ha V MMaMO TayTOJIOTH]Y:

= ((C1V .. VCR)AC) & (CLAC)V ...V (Ci ACT)),

rze je dpopmysia jecHo o <, dpopmysa Fi:
(CrA(CLV ..V C))) Vo V (Ce A (CTV ..V CF))

yommrena mucjyakimja popmymna C;A(C1V...VCY), 1 <i < k. lakie,
dbopmyaa A4 A B? je ekBuBasentra t0j popmyan Fi. Kopucrehn 3akon
KOMYTATUBHOCTH 33 A ¥ YOIIIITEHN 3aKOH JUCTPUOYTUBHOCTH A Y OJHOCY
Ha V 100MjaMO TayTOJIOTH]Y:

= (CA(CIV..VCD) & (CACHV ..V (CACY),

na mmamo: CA(C7 V...V C5) = (CACT) V...V (CACE). Crora 3a caky
ox Beh ucrakuytux mordopmyaa dopmyne Fi, 1 < i < k, umamo:

Ci N(CLV ..V O = (CiNCY) V...V (C; A CY).

Cama y dopmymm Fy ceaky meny mordopmyry C; A (C7V ...V CY),
1 < i < k, 3amemyjeMo 1H0j eKBUBAJIEHTHOM (DOPMYJIOM M J100HjaMo
dopmyny Fo:

(C1ACY) V.oV (CLACY)) V.oV ((Cr ACY) V.V (Cr ACY)),

rae cee popmyse C,..., Ck, C1,..., C} anme ImTepan Koju cy ToBe3aHH
KoHjyHKIMjama. To 3Haum Ja je dpopmyna Fh y AUCjyHKTUBHOj HOpMaJI-
Hoj ¢dopmu. Ha ocHoBy TEOPEME O 3AMEHV EKBWBAJIEHATA dopmyiia
Fi (a tume u A% A BY) je exsusanentna dbopumyiu Fy. Taxme, rpakena
dbopmyaa F? je dopmyna Fs.
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< IIpernocraBumo 1a je dhopmyna F obauka AV B.

Y oBowm cayuajy je jenmocrasrmje dopmuparu dpopmymy F9.
Us =A< A u = B < B? TEOPEMA O 3AMEHI EKBUBAJIEHATA Jaje:
= (AV B) & (Adv BY)
u bopmyne A% u B? cy y mucjynkrusaoj HopMmasHoj dhopmu. CTora je n
dbopmyna A%V B y nucjynkrusnoj HOpMaHOj bOPMHE, Ha je TpazKeHa
dbopmyna F4 Gam dopmyma A4V BY.
Ba nanazxeme dopumyne FF 3a hopmyry AV B nmocrynaMo aHagorHo Kao
y caydajy Hamaskema dpopmyiae F¢ 3a dopmyny A A B.
< IIpermocraBumo 1a je dpopmyrna F obauka —A.
N3 =A< AF u = A< A? TEOPEMA O 3AMEHV EKBUBAJIEHATA naje:
F(-A) e (04" 1 | (04) & (-47),
1j. F =A% u F = -A? Hanpasumo dopmyny F.
3a 10 hemo kopuctuTn hopmyry A* xoja je y KOHjyHKTHBHOj HOPMAJTHO]
dbopmu. Dopmyna A* je obmuxa Dy A ... A D,,, na je dpopmyma —A*
obsiuka —(D1 A...AD,,). Ha ocuoBy yommrenor e Mopranosor 3akoHa
UMaMO TayTOJIOTHU]Y:
E (=(DiA...ADy)) & (D1 V...V —Dy,),
rae je popmyna =Dy V...V =D, yonmrena gucjyaknuja ¢popmyaa —D;,
1 <7< m. Hakne, -AF =-D;v..Vv —Dy, 1j. F=-D1V..V~-Dp,.
Craka dopmyma D;, 3a 1 < ¢ < m, jecre yommrTeHa IUCjyHKIHjA JIU-
Tepana u cBaka ¢opwmyna D; mma s; aurepana, 3a s; > 1. akme,
npousBosbHA popmyna D;, 3a 1 < i < m, jecTe yOmUIITeHA IUC)yHKITHja
]Ti V... \/]3;_, rae cy ﬁi,..., ﬁg neku jurepasu. Crora je cBaka (opmyiia
-D; (1 <i<m) obmka =(p} V... Vp. ). Oner kopucrehn yommrenn
e Moprauos 3aK0H, IMaMO TayTOJIOTH)Y:
E @Y VD)) € (2P A A D)
u pobujamo na je csaka dopmynsa —D; (1 < i < m) ekBuBajeHTHA
dbopmynu ﬁfai A... /\ﬁfoéi. (HamomenuMo 113 aKo je y ﬁﬁli A... /\ﬁﬁii HEeKHn
JuTepan p. o6aMKa —r 3a HEKO HCKA3HO CJIOBO T, OHa —p, ocTaje (360r
JBOjHe Heramuje) jurepaJt r.) Axo y dopmynu —Dp V ...V =D, cBaky
dbopmyay —D; (1 < i < m) 3aMEHUMO 0] EKBUBAJIEHTHOM (DOPMYJIOM
B} /\.../\—qﬁéi nobujamo dhopmysty Fb Koja je y IuCjyHKTUBHO] HOPMAJIHO]
(bOpMI/I n 33 Kojy, Ha OCHOBY TEOPEME O 3AMEHIW EKBVBAJIEHATA, BasKn:
=Dy V..V~-Dy, = F,. Beh umamo ga je F = -Dy V...V =D, na Ha
OCHOBY TPaH3WUTHUBHOCTHU pejanuje =, umamo F = Fy, 1j. dopmyna Fb
je Tpazkena dopmyna F¢ 3a kojy Baxn:
= F e Pl
3a nanazxeme dpopmyae FF xopucrumo popmyry A% u nocrynamo anaso-
THO Kao y cIydvajy Hamasema dbopmyme F4.
JaxkJe, moKa3aan CMO WHIYKITNjCKHA KOPaK, a 3aKJbYIyjeMO /13 3a MPOU-
3BOJbHY opmyry F mocroje dopmyne y KH® u JIH®, penom dbopmyiie
F* u F?, koje cy m0j eKBUBAJEHTHe.
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2.4.3 HyansHOoCT Be3HUKA A\ 1 V

Y oBoMm ozesbKy roBopuhemo O CBOjCTBHMA KOja 1OBe3Yjy Be3Huke A u V.

[Toncernmo ce 3aKkoHA TUCTPUOY THBHOCTH.
3aKoH IUCTPUOYTHBHOCTH A y OIHOCY HA V:

F(pvaAar)e ((pAr)V(gAr))
7 3aKOH JUCTPUOYTHBHOCTH V y ONHOCY Ha A:

F(prgvr) e ((pVr)AlgVr)).
Buaumo na cy dopmyne (pAg)Vru (pVr)A(gVr) koje ce ojaBibyjy y Apyrom
JACTPUOYTUBHOM 3aKOHY mobujere on GpopMyaa Koje ce MOjaBsbyjy y IPBOM IHC-
TpubyTUBHOM 3aKoHy, peaoMm dopmyna (pV ¢) Ar u (p A1)V (¢ Ar), Tako 1mro
cy Be3nunu A u V 3aMmeHman mecra. Moxkemo pehm 1a je npBuM TUCTPpUOY THBHUM
3aKOHOM JIaTa eKBHBaJEHTHOCT siBe dbopmyie, dopmyna (pVg)Aru (pAr)V (gAT),
a Ja Ipyru QucTpuOYTUBHU 3aKOH /1aj€ eKBUBAJIEHTHOCT (DOPMYJIa Koje Cy mobujene
oz Te aBe hopMysie TAKO IITO Cy BE3HUIM A U V 3aMEHHJIA MeCTa, eKBUBAJIEHTHOCT
dopmyana (pAg)Vru (pVr)A(gVr).

Ty 3ameny Besunka A u V npernusunje iemo nedbunncarn Gynximjom * Ha ckymy
cBux nckaszuux dopmysa F. CaMo y OBOM 0/IeJbKY YMECTO CKYIa JOIMYKUX BE3HUKA
{A\,V,=, L} y andabery uckasue noruke xopucruliemo ckyn {A,V,—}. Ha oc-
HOBY HAIIler W3Jarama o0 6a3aMa BE3HHKA jaCHO je /1a 33 CBaKy HUCKa3Hy dopmyry F
MOKEMO J[a HAMTPABUMO eKBUBAJIEHTHY GopMyny Ha amdabeTy unjn je CKym Be3HNKA
ckym {A,V, }.

®yukimjom ° mpoussossa dopmyna F cauka ce y dopMyny Koja je mobujena
TaKoO TMITO y Mosa3Hoj (bopMysu F ymMecTo Be3HHKa A CTaBUMO V, a yMecTo V CTaBUMO
A. Hedunmmenmo dbynxmnujy ° : F — F ungyktusno Ha cienehn maumn:

(1) 3a HEKO UCKA3HO CJIOBO p: P’ =p;

(2) (2.1) 3a nexy uckasuy dopmyny AAB: (AN B)° = A% v BY;
(2.2) 3a mexy uckasuy dopmyny AV B: (AV B)® = A% A B?;
(2.3) 3a Heky uckazny dopmyny —A: (mA)S = —A°,
Kana nofemo ox dopmyse F u npuMernMo mocTynak 3amene A ca V, u V ca
A mobujemo dopmyry F°. Axo cama ma dopmyay FO npuMeHHMO MCTH MOCTYIAK
u nanpasumo dopmyny (F9)°, pparuhemo ce ma noderax, tj. dopmyna (F°)° je
nonasHa ¢opmyna F. To je n mokazaHo y HApeIHOM 3aJaTKY.

3agatak 9  IlokakuMo WHAYKIMjOM IO OPOjy Be3HUKA y (HOPMYJIH 114
3a cBaky uckasuy dopmyay F saxu: (F9)° = F.

Axo je F mexo uckasuo cioso p, ouga je (F9)° = (p°)° = p® = p = F.
Axo je dopmyna F obauka A A B, AV B umu —A, ouga dopmyne A
u B uwmajy 6ap jeman Be3uuk mame ox dopmysie F ma 3a muX BaxKu
wryKImjcka mpernocrapka: (A%)% = A u (B°)° = B. Tokaxumo ma
ocobOmHa BaxkKu y Ciay4ajy kaza je dopmyna F obmuka A A B. Umawmo:
(F%) = (AN B)?)° = (A% v B%)? = (A%)% A (B?)%. C ob3upom Ha TO
na je (A%)° = A u (B%)° = B, saksmyuyjemo za je (F°)° jemnaxo A A B,
1j. (F°)? = F. Hcro ce nocryna u y JApyrum CydajeBuma.
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Kopucrehu dbyuximjy ® u 3axon aucrpubyTuBHOCTH A Y OIHOCY Ha V,
F(pvanar)e (pAr)V(gAr)),
3AKOH JUCTPUOYTUBHOCTU V y OAHOCY HA /A MOXKEMO 3aIllMCATU OBAKO:
E (Vo) Ar)’ e ((pAr)V(gAr)’.

[Ipumernmo ma ce, Kopucrehu Mo3HATE TAYTOJOTHjE, JTAKO MOXKE TOKA3ATH 1A BarKM:
ako je (pVag)Ar) < ((pAr)V (g Ar)) rayronoruja,
onmajeu (pVq)Ar) < ((pAr)V(gAr))? Tayronoruja.
[Muramo ce: pa nm Ta ocobuna Baxku 3a npousBosbHe dopmyie? Ourosop je: JIA.
To ympaBo TBpaM Hape/HA TEOpEMa, TEOPEMa, O [IyaJHOCTH BE3HHKA A H V.

TEOPEMA 3 (TEOPEMA O AVAJTHOCTW BE3HUKA A U1 V)
Heka cy D n E npoun3sosbHe hopmyre.
Ako je dopmyna D < E Taytonorunja, ouga je n dopmyna D® < E° taytonoruja.

Ha 6ucmo 10Ka3aau OBy TeOpeMy MOPAMO LPEe TOra Ja JIOKAXKEMO HEKOJIHMKO
mema. Ocum Tora morpebHo je medwunmcaTH joIn jeaHy (GYHKIM]y HA CKYTy CBHUX
ncka3nux dhopmymna F. Oymskmmja * @ F — F je HHAYKTUBHO JebUHUCAHA HA CJIe-
gehn mHadw:

(1) 3a HEKO MCKA3HO CJIOBO p: p* = —p;

(2) (2.1) 3a mexy uckazuy dopmyny AN B: (AAB)* = A* Vv B*,

(2.2) 3a meky uckazuy dopmyny AV B: (AV B)* = A* A B%;
(2.3) 3a meky uckasuy dopmyay —A: (mA)* = -A*.

JIEMA 1
3a ceaky cdopmyny F' hopmyna —~F < F* je Taytonoruja.
JOKA3
Jlemy hemo mokasarw mHAYKIEjoM 1O OPOjy Be3HUKA (hopmyie F.

Baza unaykmuje: 6poj Besnuka je 0, Tj. dopmyna F je HEKO MCKA3HO
caoBo p. ¥ ToMm ciay4ajy dopmyna —F je —p u dopmyna F* = p* je —p,
1a LOUITO BaXKu = —p < —p, 10 Baxu: = ~F < F*,

Wnanaykmmjcka mpeTocTaBKa: 3a cBaky F' ca Mambe 071 n Be3HUKA BAXKH:
E-F < F*
JlokaykuMo fa jemMa Baxkn 1 3a (pOPMyITy KOja MMa 1 BE3HWKA.

TTocmarpamo dopmyny F koja uma n Besuuka. @opmysia F MOxke nMaTu
jeman on ciaenehux obnmka:

ANB, AV B win —A.
Be3 o63upa Ha TO KOju O TpU HaBedeHa 0OJMKa nMa dopmyna F mene
mordopmyie A u B numajy Mamu 6poj Be3HWKa HETO dopmyra F', crora
3a FHbUX BaXKW WHIYKIMjCKA MTPETIIOCTABKA:

E-As A* u = -B < B*.
< IIpernocrasumo ga je dpopmyna F obauka A A B.
Nmawmo na je -F = =(AAB) u F* = (AAB)* = A*V B*. Ha ocHoBy HH-
JYKIIHjCKe MPeTnocTaBke 1 TEOPEME O 3AMEHU EKBUBAJIEHATA, ©uMaMo:
E (mAV-B) < (A*V B*),
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na gobujamo: ~AV B = A* VvV B*. Ha ocuoBy /le Mopranosor 3akoHa,
E (-(AAB)) < (mAV —B), nobujaMo jour jenaH map eKBHBAJIECHTHHX
dopmymna: -F = -AV —-B. Cazna, Ha OCHOBY TPAH3UTHUBHOCTH DEJIAIU]E
=, umamo - F = A* V B*, 1j. umaMo TayTOJIOTHjy:

E-F & F~

< IIpernocraBumo 1a je dpopmyna F obmuka AV B.
Ha normyHo uctu Ha9WH Ka0 y TPETXOJHOM CIIydajy J00ujaMo 1a BaXKu

= (~(AV B)) & (A* A BY). Jlase, = ~F < F™.

< IIpernocraBumo ma je dopmyna F obauka —A.
Dopmyna —F je -—A, a bopmyna F* je —A*. Ha ocHoBy mHAyKImjcKe
npernocraBke nmamo = A < A*. Cerumo ce gena (1) NEME O 3AMEHU
EKBVBAJNEHATA: 3 = C < D cnenu |= —-C < —D. IlpumenoMm tor
cBojcTBa M3 = A & A* nobujamo:

)Z—MA<=>—\A*, Tj. 'Z—\F<=>F*.

JIEMA 2
Heka je F' npon3BosbHa chopmyna 1 Heka je CKyn MCKa3HMX CIOBA KOja Ce MojaBibyjy Y TOj
copmynu noackyn ckyna {p1,...,pm}. Tapa Baxn pa je popmyna (F*)PL-Pm o F9
TayTosnoruja.
[OKA3

Jlemy hemo mokazaru mHAyKIEjoM 110 6POjy Be3HuKa dopmyre F.

Baza unaykuje: 6poj sesumka je 0, Tj. dopmysna F' je HEKO MCKA3HO
cioBo p. Tanma je:
F*=-p, (F)P,=(pP,=—p n F=p" =p

Kako Baxu |= ==p < p, nobujamo = (F*)? < Fo.

Nunyknmjcka mpeTmocTaBKa: 3a cBaky F' ca Mame O n Be3HWKA BaXKU:

= ()2 m,, & FO

Jlokaxkumo 1a iemMa BaxkKu 1 3a POopMyTy KOja mMa N BE3HHUKA.
Ilocmatpamo dpopmyny F' koja nma n Be3unka. @opmysa F Moxke nuMaTu
jeman ox caemehux obsuka:

AANB, AVB wm -A.
Be3 o63upa Ha TO KOju O TpU HaBeHeHa 00JmKa nMa dopmyna F mene
mordopmysie A u B umajy bap jeman Be3nuk mame of (opmyse F| na
33 FHbUX BAXKW WHIYKIMjCKA MTPETIOCTABKA:

= (A%)PL-Pm o A% w = (B*)PL:Pm & BY.

—P1---7Pm “P1..-7Pm

< IIpermocrasumo ga je dopmyna F obnmka A A B.
W3 waayKImmjcke MpeTnocTaBKe, Ha OCHOBY TEOPEME O 3AMEHU EKBU-
BAJIEHATA, 100HjaMO TayTOJOTH]Y:

= (A, v (B0, ) & (AT BY).

—P1---7Pm “P1---7Pm
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Iokaxumo ja je 10 Tayromormja (= (F*)PL-Pm & F°. Ha ocHOBY
nedburnmmje yaudopmue 3amere n gedunnnmja bynxmmja * u ° 3a dop-

myny F'= A A B umamo:
(F*)pl-upm — ((A A B)*)@---pm — (A*)m---pm \/ (B*)plmpm

“P1..-7Pm P1-.-7Pm “P1..-7Pm “P1---7Pm
uF%=(AAB)Y =A%V B,
Jlakse, 3aucTa IMaMO TayTOJIOTH]Y:

': (F*)p1~--Pm = Fé.

“P1---7Pm

< CnyuajeBu kaga je F' obmka AV B u = A noka3syjy ce aHAJIOTHO.

Caza 10KaKUMO TeopeMmy O JayajaHoctu A u V.

JOKA3 TEOPEME O AVANTHOCTW BE3HUKA A NV

IIpernocrasumo ga je dopmyna D < E rayromoruja. Ouma u3 te tay-
TOJIOTHj€, HA OCHOBY CBOjCTBA Ja aKo Baxku |= A & B, cieau Ja Baxku
E -A & B, nobujamo tayTrosiorujy:

E-D e -FE,
ma Baxku =D = —F. Jom umamo, Ha ocHOBY JIEME 1, 1a 3a dopmyne D
u F Baxnu:

E-D& DY u E-E<s Ef

Tj. =D = D* n -F = E*. 113 TuX eKBUBAJIEHTHOCTN U €KBUBAJIEHTHOCTH
—D = ~F, ciMeTpUIHOCT W TPAH3UTUBHOCT pejanuje = aajy D* = E*,
Tj. TayTOJOTHUjy:

E D* < E*.
13 oBe TayTosoruje 3a dhopmyny D* < E* weHa ucka3Ha CJI0BA P1, ---, Pm
u 33 hopMyse —p1, ..., Pm, HA OCHOBY MOCJEANLE TEOPEME 3 u3 0/1e/bKa
2.2.3, nobujamo TayToNOrHUjy:

* *\P1...D
= (D* & B,
a TO je, Ha OCHOBY aedwununuje yHudOpPMHE 3aMeHE W Be3a u3Mely

BE3HUKA, TAyTOJIOTH]ja:

): (D*)p1..<pm o (E*)Pl---l’m

—P1---7Pm “P1---7Pm?

1j. Baxu (D*)PL-Pm =(E*)PL.--Pm  C jgpyre crpane, JIEMA 2 naje:

“P1---7Pm —P1---TPm

E (D*)PrPm o DOy = (E*)PLPm o B9

“P1---7Pm “P1---7Pm

na Bazku (D*)PL-Pm = DO u (E*)PL-Pm = E°. Cama oner kopucrehin
CHMETPUYHOCT U TPAH3UTHBHOCT =, mobmjamo D° = E°, 1j. mobujamo
TayTOJIOTHjY:

E D)< ES.
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Y napemHoj evu mokazaheMo mqa Baxku U OOPHYTO OJ1 OHOT ITO TBpau TEOPEMA
O AVANIHOCTU BE3HUKA A U v, Tj. 1a Bazku: ako je dopmyna D° < E° tayromnoruja,
ouza je u ¢popmysa D < E rayrosioruja.

JIEMA 3

Heka cy D n E nponssosbHe chopmyne.

Ako je dopmyna D® < E° taytonoruja, onga je n cdopmyna D < E Taytonoruja.

JIOKA3
Kako je D? < E° tayronoruja, na ocHosy TEOPEME O AVAIHOCTMU
BESHUKA A U v umamo 1a je u dopmyna (D?)° < (E?)° rayronoruja.
MeljyTum, na ocuosy ocobuue dpynxmuje ° u3 3agaTka 9 umamo 1a je,
(D°)? = D u (E°)? = F, ma je Ta TayTOJOTHja y CTBAPH TayTOJOTHja
D s E.

¢

W3 TEOPEME O AVAJTHOCTW BE3HUKA A U v u JIEME 3 umamo ciiemehn 3aK/by9aK.

NOCNEAMLA 1
Heka cy D n E nponssosbHe popmyne.
®opmyna D < E je taytonornja ako u camo ako je dopmyna D® < E° taytonoruja.



I'maBa 3

dopmajiHE TEeopuje

3.1 IIlrTa je To ¢popmanHa Teopuja?

[Ipe Hero mro OArOBOPWUMO HA, THUTAWmE IMITa je TO (OpMaIHA TEOpHja, WCTAKHU-
MO IVIABHY KapPaKTEPUCTHUKY Heke (pOopMasiHe TeopHje, TAYHUje YMNTaBe MATEMATHKE.
Joka3, Tj. mOKa3uBaIbe jecTe HajBarKHHUja KapaKTepucTuka maremaruke. Ha cBaky
KOHCTaTauujy obsiuka: Baowcu mo u mo, ,Mmaremaruka he pehu”: Joxascu!

CBaku MaTeMATHYKU JIOKA3 je JeIHO JIe/lyKTUBHO 3aKJbY YUBAIbE U [IOYUBA HA 110-
JIA3HWM TPETTIOCTABKAMa, W MPABUINMA, 110 KOjUMa, C€ U3 TUX MPETIOCTABKU W3BOJIE
HOBa TBphema. Kopucrehu cumbosie MaTeMaTuyKor je3nka U je3uKa, JIOTUKE, IMAMO
MOryhHOCT /1a yMECTO Ca HEjaCHHM TOjMOBHMA, KAO IITO Cy PEYEHUIIE TPUPOTHOT
jesnka, pagumo ca ¢opmynama. Ha Taj HaumH HOKa3 HEKOr MATEMATHYIKOr TBphe-
B3 MOXKEMO JIa CBE/IEMO HA IOCTYHAK KOjUM Ce OJf HEKUX I0Jia3HuX (hopMmyJia, KO-
pucrehn HeKa TMpaBWUIIA 3aKJbyUnNBaHa, 100ujajy HOoBe dhbopmyste. Ilormenajvo jeman
jeTHOCTaBaH TIPUMeED.

Mpumep 1  ITocrasumo cienehe nurame: nammm3 a < b, b<cumc<d
cnequ a < d? Eso jemnor mokasa:

1. a < b je MpeTIOCTaBKA;

2. b < ¢ je mpermnocraBka;

3. a < ¢ 3akmpydyjeMo u3 mperrnoctaBku 1. u 2. Kopucrehu ocobnmuy 1a
je penammja < TpaH3WTHUBHA, Tj. Ma ako je x < yny < 2, oHJA je x < 2;
4. ¢ < d je IpeTIOCTaBKA;

5. a < d 3akspyayjemo u3 3. u 4. omer kopucrehu ocobuny na je pe-
sanyja < TPaH3UTUBHA.

107
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3amarak (HopMaJTHOT je3nKa, JIOTHKE je Ja Oapeheny MareMaTudKy TEOPHU]y IpeBe-
Je Ha je3uk GpopMmya, AeduHUIIe moaasue GopMyse u geduHuIle IpaBuia n3Bohe-
wa nomohy kojux he ce uzBouuru (n06ujaru) nose dopmyie.

Craka mMareMaTnvka 00JACT UMa CBOje mojasue mojmoBe. Ocum TOra, NMa HEKe
OCHOBHE, jeTHOCTaBHE 0COOMHE 33 KOje He TPAXKMMO HUKAKAB JI0KA3. JeIHOCTaABHOCT
¥ OYUIJIEAHOCT THX OCOOMHA Cy KPUTEPHU]YMH MO KOjUMa OHE MOCTA]y MOJIA3HE HC-
TuHe Te obnactu. Ha ocHOBY moma3Hux ncTuHa, Kopucrtehn mocTymak 1e yKTHBHOT
3aKJbyYMBaba, JOKa3yjy (M3BOJE, JHEJAYKYjy) Ce HOBa CBOJCTBA KOja BaxKe y TOj MaTe-
MaTu4koj obsactu. 3arwm, Kopuctehm Beh moka3aHa CBOjCTBa, JOKA3yjeMO HOBA
CBOjCTBa M HAa Taj HAYWH rpaljeBuHa, KOja ce 30Be pe3yJTaTu Te 0DJACTH, PACTE U
oboraliyje ce. Moxe ce MOCTABUTH MUTAME IIITA j€ ¥ TOj W3TPATHU MATEMATHIKUX
0o06JIaCTH Yy3eTO0 KA0 OCHOBHA KOHCTPYKIIHjA OJI KOje Ce OHJA, Y 3aBUCHOCTH O] TOTA
KOjU ce MaTepujajl KOPUCTH 33 HACTABAK TPAJIHbE, MOTY HAIPABUTH TAKO PA3JIUIUTA
3mama Kao IITO Cy reomerpuja, ajrebpa, madopmaruka u gAp. Ta mojga3Ha KOH-
CTPYKIIMja, KOHCTPYKITHja KOja je 3ajeJHUIKA 3a CBE MATEeMaTUIKe TeOpHje, jecTe
mojam dopmastae Teopuje mwian dhopmasHor cucrema. llojam dopmasne Teopuje je
TOCTABJHEH BEOMA, IITUPOKO TAKO /3 CBAKA CTPOrO 3aCHOBAHA, MATEMATHUYIKA TEOPHja
jecre jemna mocedbHa GpopMasiHa TEOpHja.

Kaza kaxkemo ¢opmasna teopuja 7, wra mox TaM noapasymesamo?! IIpso,
MMaMo CKYTT OCHOBHMX cnMboaa (andaber) e Teopuje 7, ckyn S(7). Oz tux cum-
6osia mipase ce cee Moryhe peun (KOHaYHM HU30BU cUMOOJIA) Haz TuM ajdhaberom.
W3 tor ckyma pedn m3aBajamo peun ompehenor obsimka xoje 30Bemo dopmyiae. Pop-
MyJie 9iHe JIPYTH BaXKaH J1eo Te (popMasiHe Teoprje: ckyn (popmysia reopuje 7, cKyI
F(T). Barum u3 ckyna csux GHopMysia U34BajaMo jeJlaH HEeroB LOACKYIl Yuje eJjie-
MeHTe 30BeMO akcuome dopmasae teopuje 7, ckyn A(7), n To je tpehin geo. Ha
Kpajy, Kao YeTBPTH JI€0, MMaMO KOHAUYaH Opoj paBuiia u3sohema Teopuje 7 momohy
KOjux u3 akcuoMa u u3 Beli nokasanux TBphema U3BOAMMO (I0Ka3yjeMO) HOBA TBD-
hemwa. Ta npasuia uzBohemwa uune ckyn R(7). Cpako npasuio uzBohema je jeana
pesanuja Ha cKyiry g opmysia ckopo y ceuM dhopmasHuMm Teopujama. Hanme, ako je p
jeano upasusio usBohema ayzkuHe n+ 1, onjga ma Kakse dusie popmysie Ay, ..., A,, B
mocToju e(beKTUBAH MOCTYTAK 33 OIJIyIUBARE 113 JTu ¢y penom dopmyine Ai,...,A,,
B y penanuju p wim uHucy. Axo cy pemom dopmyne A, ..., A,, B y penamuju p,
OHJIA, TTUIIIEMO

A, Ay
B
u KaxkeMo Ja cy dopmyie Ayp, ..., A, upemuce (unu ropmwe dopmysie), a dbopmysa
B 3akspyuak (uiu nowa dbopmysa) Tor npasusia u3sohema p.
[Ipe nedununuje dopmaHe Teopuje, 1ajeMo jeIaH TpUMep.

Mpumep 2 IlpexscraBumo jexnny popmajiny reopujy, Teopujy 77.
Ckym ocHoBHux cumbona je S(77) = {0,1,2,3,4,5}.

Ckyn dopmyna F(7;1) uune cse moryhe peun Haz ckymom cuM0Go0Jia
S(71). Hpumepu peun cy: 4, 005, 55, 0345, 123451,...

Peun 1, 2, 3, 4 u 5 cy akcuome te teopuje, na je ckyn akcuoma A(77)
ckym {1,2,3,4,5}.
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Ha xpajy, dopmanna teopuja 77 uMa caMo jeIHO MPABUJIO W3BOljema:
a b
a0b
Ha TpBY (opMmyry HamOBe3yje aApyry, craBmbajyhn m3mehy mux cumbos
0. Crporo roopehu, mpasuno Ry je jemna penaiuja ayxKuhe 3 u TO

LUPABUJIO j€ jeJMHU eJleMeHT CKylia npasuJia uzsohemwa R(77).
Ca oBa uverupu ckyna dopmasna Teopuja 77 je normyHo onpelena.

Ro. IIpaBumno Ry om ase dopmyrne a u b mpaBu tpehy Tako mTo

A eBo u gedununmje dbopmainne reopuje (dopmasHor cucrema).

Dedunuynja dbopmanne teopuje (bopmantor cuctema) 7

Dopmanna reopuja (dpopmasnnu cucrem) 7 je jenHa derBopka objekara
(S(T), F(T), A(T), R(T)), rae je:

¢ 8(7) ckyu ocuoBrux cumbosia uiau asdader;

o F(T) ckyn dhopmyna, KOju je TOACKYI CKyMa CBUX pedn Haj anda-
6erom S(7), Tj. ckymna cBUX KOHauHUX HU30Ba cuMmbosa u3 S(7T);

o A(T) ckyn akcuoma;

© R(7T) ckyn npasusa u3soherba.

Caza majemo medwHuNMjy Haj3HAYAjHUjE KapaKTepucTuke (hOpMaJHE TEOpHje,
nebununujy nokasa (u3sohema, geaykuuje) y mekoj dbopmaiinoj reopuju 7 .

Hedunnynja gokasa (n3sohersa, geaykumje) y popmantoj teopuju 7

o Tokas (u3Bobeme, neaykuuja) y dopmasnnoj reopuju 7 je jeHO KOHAY-
HO JIPBO, HA YUjUM JINCTOBAMA CE HAJIA3€ aKCUOME, 8 CBAKO IPAHAE TOT
JIPBETA j€ OIPABJ/AHO HEKUM LIPABUJIOM M3BOlEra, TAKO LITO Ce y TOPHUM
YBOPOBUMA TOT TPAHAIHA HAJIA3€ TIPEMUCE TPABIIIA, & Y HErOBOM J0HhEM
YBOPY je 3aK/bydak TOr IpaBujia. AKO ce y KOPEHy TOTr JpPBEeTa Haja3u
dbopmyna F, ouzna je To mokas dopmysne F. (IIpumerumo ja je mokas
AKCHOME JIPBO Ca jJeJHUM 4YBOPOM (KODEH W JIMCT) y KOME je caMa Ta
AKCHOMA.)

o Ocum kao ApBo JoKa3 (u3Bohere, AeyKimja) ce Moxke aedunucary u
Kao KoHauaH Hu3 ¢opmysna (n > 1)

Fla T Fna
rie 3a cBaky dopmyny Fi, 1 <14 < n, Baxn:
nin F; je akcmoma
unn F; je 3ak/byuak HEKOr TpaBuja u3Bohema Teopuje 7, a mpemuce
TOr IpaBuja u3Bohema Cy Heke o1 dhopmyna u3 uusa Fi,..., F,, uHgekca
Mamber oI 9.
3a noka3 Fi, ..., F,, kaxkemo za je pokas ¢gpopmysie F,.

Axko umamo jeman gokas gar Kao uu3 opmyia Fy, ..., F,, (n > 1), onga taj mokas
MOZKEMO MPEICTABUTH KOHAYHUM JIPBETOM y dHjeM KOpeHy ce Haigasn dpopmyna F,,
a Ha FHEeroBUM JINCTOBUMA Cy CBe akcuome u3 Huzda Fi, .., F,. CBako rpaname y
TOM JIPBETY je ONPaBIAHO HEKMM IIPABUJIOM HU3BODEIba, TAKO IITO CE Y JOHEM IBOPY
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HaJIa3u 3aK/by9IaK TOT TPABWJIA, KOju je Heka ¢opmyna F; w3 wuza Fi,....F,, ay
TOPIHUM IBOPOBHMAa TOT TPaHama Cy MPEMHUCe TOT MPaBHUIa, Koje cy dopmyne u3
mm3a Fy, ..., F}, ca uHIEeKCOM MamuM O 1.

Mpumep 3 Tlormenajmo apso y uujuM dBOpoBUMA Cy dopmyne ¢op-
masige reopuje 71 u3 Npumepa 2:

n
'
=)
w

50403

5040301

Jla u je oBo ApBO jeman noka3 y Teopuju 77?7 Ha naucrosuma Tor
apsera cy akcuome 4, 3, 5 u 1. Vmamo Tpu rpanama u CBa Tpu Cy
Mo jeauHOM TpaBuiay usBohema Teopuje 77, mpasuny Ry. Ha mpuwmep,
MTOTJIEIAjMO TPAHAIHE Y UhjeM JOFeM 4BOpYy je dopmysa 50403. Y rop-
UM YBOPOBHMA TOT TpaHama cy dopmysae b5 u 403, a 50403 jecre 3a-
KJbydak mpasuia Rg u3 npemuca 5 u 403. [lakie, mocMaTpano ApBO
jecre jenan noKas y Teopuju 71 u TO je moka3 (popMyIie Koja je y lberoBoM
xopeny, ¢popmyste 5040301. Ha mokasy dhopmysie 5040301 mokazkumo sa
JIPBO JTOKa3a MOXKEMO 3amucaT 1 Ha ciaenehn HadmWH:
4 3

5 403

50403 1
5040301
OBaj 10Ka3 MOXKEMO MPEJCTABUTYA U KOHAYHUM HI30M dopmyna: Fy = 4,
Fy, =3, F3 =403, Fy =5, F5 = 50403, Fs = 1 u F; = 5040301. ®op-
myste Fy, Fy, Fy u Fg cy akcuome teopuje 77; F3 je 3ak/pydyak mpaBuia
Ry, tne cy npemuce Tor mpasuia ¢opwmyne Fy u Fy; F5 je 3akbydax
npaBuia Ry, rae cy mpemuce tor npasuia ¢dopmyne Fy u Fy; u Fr je
3ak/pydak npasuia Ry, a npemuce ror npasuia cy dopmyse F5 u Fg.

[TotrTo MO ce ymo3Ha M ca IOjMOM T0Ka3a, MOKEMO JATH AePUHHUIIN]Y TeOpeMe
dopmasne Teopuje 7 .

Jedbunununja Teopeme popmante teopuje 7

V dbopmasaoj reopuju 7 dopmyna F je reopema AKKO moctoju bap jeaan
noka3 ¢opmyse F'y reopuju 7. [la je dopmyna F' reopema reopuje T
o3nadaBamo ca 7 F (unau B F ako 31amo 0 k0joj dbopmasnoj reopuju
je ped), a 3a rtaj noka3 dpopmyse F KaxkeMo Ja je jelaH JOKa3 reopeme
F y reopujn 7.

Hoxkas ¢popmyne F' u3 ckymna xunoresa ® y ¢popmasinoj reopuju 7 je jeHO KOHA-
YHO JIPBO y 4mjeM KopeHy je dopmysia F, a HA CBUM HErOBUM JIHCTOBAMA HAJIA3E
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ce mim akcuome min ¢popmysie ckyma ¢. CBako rpaname TOr JPBETA je OIMPaBIaHO
HEKUM MPABUJIOM M3BOlj€ba T€ TeOpHje, TAKO IITO Ce y JIOHhEeM YBOPY TOI IpaHAba
HAJIA3W 3aKJby9aK IPABUJIA, & Y BETOBUM IOPHUM YBOPOBUMA Cy IPEMHUCE TOD IPa-
Buja. pyraunje pedeno, mocroju Hu3 hpopMyIIa Koje Cy WIn aKCuoMe U (hpopmyie
ckyna ¢ wim 3ak/pydIu mpaBuia U3BODEmA umje mpemuce cy Heke Beh Hameneme
dopmyie Tor HEU3a, a noceama hopmyaa je dopmyna F. @opwmyste ckyma P 30BeMO
XumoresaMa TOT j0oka3a. Jla mocroju mokas ¢dopmyne F' u3 ckyma xumoresa P y
dopmannoj reopuju 7 ozuauaamo ca ¢ Fr F (wau ® F F) u kaxemo Ja je
dopmyna F nociemuna ckymna dpopmysia P,

Y OKBHUDPY OBOI' YBOJAHOI m3jarama O (POPMAJHHM TEOPHjaAMa HIPEIACTABUMO U
JIBa BAYKHA CBOjCTBA (DOPMAJIHUX TEOPHja: OIJIYIYUBOCT M HEMPOTHUBPEUHOCT. AKO
nocroju edekTuBaH nocrynak (mpoiemypa) nomohy kojer 3a cBaky ¢dbopmysy us3
ckyna ¢dopmyna reopuje 7, ckymna F(7), MOXKEMO YTBDAUTH Ja JId je TeopeMa
Teopuje 7 wiu Huje, OHAA 3a Teopujy 7 KarkeMmo Ja je oaryuusa. PopMasiHa Teopuja
7 je HEIPOTHUBPEYHA aKO [1OCTOju Oap jesHa (popMy/ia Te Teopuje Koja Huje TeopeMa.
Y mporuBHOM, Teopuja 7 je TPOTUBPEUHA.

Hanowmena. Mcrakunmo ja ce y narpahuBamy Heke popmMasiHe TEOPHje [0jaBIby]jy /IBe
Bpcre Teopema. Ilocroje Teopeme Koje cy meo popMaHe TeOpHje N3BEICHE N3 HhEeHNX
aKCcMoMa y3 NOMOh HheHWX [MPAaBUJIA U3BODEma W MOCTOje TeopeMe HA MEeTAje3WKy,
MeTareopeMe, y KOjuMa Ce TOBOPH O CBOjCTBHMA IOCMAaTpaHe (hOpMAJIHE TEOpHje.

3.2 N cka3ua jgoruka kao ¢popMaJjHa Teopuja

VY oxespuuma 2.1, 2.2 u 2.4 u3yvaBaiau CMO MCKA3HY JIOTHKY KO jeJIHY IEJIUHY KOjy
00pasyjy meHa CHHTAKCA U FheHa CEMAHTHKA. Y TUM U3Yy4YaBabUMa CMO CHHTAKCY
KOPUCTWJIM KA0 aJIaT KOju HaM Jaje cuMOoJie W KOju HaM omoryhiaBa Jga mpenu3Ho
(o Tux cumbosa) dbopMupamo uckazue dpopmysne. Y TJIaBHOj yJI03U je Imak Ouia
CeMaHTHKA [lie CMO ce DaBuIu 3HAaYeHUMa UcKa3Hux dbopmysia (MM UCTUHUTE WU
Jaxkue). Y OBOM Oz1e/bKy fleMO UCKa3HY JIOPMKY [PEJICTABUTU Kao jeaHy GhopMasny
reopujy. Ilocmarpary ucka3Hy JOruKy Kao (bOpMaJiHy TEOPHUjy 3HAYU 33 TEXKUINTE
n3abpaTu meHy cuHTakcy. LleHTpaiHo MecTo 3ay3uMajy TeopemMe Te TeopHje Koje Cy
pesynrar HOpMATHOT 3aK/byduBama (10ka3a) u3 nocebuux dopmyna (akcuoma) Ha
OCHOBY HEKMX IIPaBMJIa U3BODema. ¥ TUM IPOIECHMA IIPAB/beha TeopeMa MCKa3He
soruke Hehemo ce GapuTm mcrmHUTONNY THX Gopmyna. Wmak, Ha Kpajy omebKa
hemo noBe3aru Teopeme MCKa3HE JOIUKE, Kao (popMysie Koje Cy Mpou3BO/L MPABUIIA
u3Bohera U3 aKCMOMA, U TayTOJIOruje, Kao GOpMyJe UCKAa3He JIOIMKE KOje Cy yBeK
ncrunuTe. Ilokazahemo 7a cy ckymn Teopema MCKa3He JIOTHKE W CKYTl TayTOJIOTHja
JeTHaK¥W CKyIOBH.

A mpe Tora MOpaMoO MpENCTaBUTH WCKA3HY JIOTUKY Kao (DOPMAJIHY TEOPHU]Y
u To hemo ypaaurm Ha mBa HauwmHa. Hamme, mpeacraBuheMo GOPMATHH CHCTEM
npupogHe aeayknuje, dopmannn cucreM N, 1 XunbepToBcKu (hOpMAaTHU CHCTEM,
dopmamnau cucrem L.
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3.2.1 IIpasBuia u3Bohema mpupoaHE OEAYKIHjE

Mozke ce pehu ma cy J0Ka3u y TPUPOIHO] A€ AyKIINjU HAJOINKY WHTYUTHBHOM CXBa-
Tamy [0KAa3a W JOKA3WBAKA. ¥ MPUPOIHO] AEAYKIWMjU TOKA3 je Y OOIUKY IpBETa
HA YMjUM JIMCTOBUMA Cy Xurore3e ([IPeTHOCTaBKe) OJ KOjUX MOJA3MMO, a CBAKO
IErOBO T'paHAbEe je M0 HEeKOM IPaBUIy HM3BODEmAa, TAKO INTO CY yV IErOBHM TOP-
UM IBOPOBHUMA IIPEMUCE, & Y JOHEM YBOPY je 3aK/bydak TOr ImpaBmya. 1o JpPBO
ce HA3WBA W U3BOhemeM (hOpMyse KOja je y meroBoM KopeHy. Baykna KapakTepu-
CTUKA TPUPOJIHE IEIyKIHje je Ja y MOCTYIKY W3BODEmA HEKEe XUITOTe3e MOry OuTh
usbpucane (kKaxkemo mpernprane). Kaza 6yaeMo npeicTaBujid mpasujia U3Bohermba
To hemo meTabHO 06jaCHUATH, a CaIa 1ajeMO CAMO CKHUILy TOT mocTymnka. Hamme, Mu
MOJTA3UMO OJT HEKHX XHUIIOTe3a, MPUMEbYjeMO HEKO MPAaBUIO M3BOherma, I100mjamo
bETOB 3aKJ/bY9aK, OIIET IPUMEYjeMO HEKO IIPABUJIO H3BOhEma U TAKO I'PAIUMO e THO
u3BoOheme. Y TPUPOJIHO]j AeAYKIINjU TTOCTOje TPABIIA N3BODema Koja, 1a Ou y HEKOM
u3BOhemy Ouja MpuUMemeHa, KOPUCTe HEKe O xurnore3a Tor m3Bohema. Kama ce
TAaKBO NPAaBUJIO MPUMEHU W M3BEJIE FHETOB 3aKJ/by4aK, XHUIIOTE3€ KOje Cy UCKOPHIII-
hene npenprajy ce. Ako umamo jeano ussoheme Heke (popmyne F', oHga KaxKkeMo J1a
je dopmyna F m3BemeHa n3 XWIOTE3a KOje Cy HA JIUCTOBHMA TOI M3BODEIA U IIPHU
MpaBJ/bEY TOT M3BOhEmha HUCY TMPEIPTAHE, Tj. W3 HEMPEIPTAHUX XUMTOTE3A.

Wcrakuumo casa jeany 3aje JHUIKY KaPAKTEPUCTUKY ITPABUIIA H3BODEhA ITPUPOJI-
He je/yKiuje. YupoiiheHo pedeHo, paBusia n3sohema npupoIHe /161y KIje [0Ka3y-
jy HaM Kako ce ox mocrojehmx mokasa y3 momoh JIOTMYKWX BE3HWKA TPABU HOBU
Jnoka3. Besuunu A, V, =, < u — Koju ce Bue peaom y dopmymrama AN B, AV B,
A= B, A< B wu —A cy njgaBuu Be3HUIM TUX (DOpMyJa. 3a CBAKH JIOTHYKH
BE3HWK IIOCTOje [IBa IPABUJIA U3BOLema MPUPOIHEe [eyKIuje: MPABUIIO YBODema 1
[IPABUJIO eJIMMUHALKje. Y CBUM [IPABWINMA yBODEHA BE3HHWK, HA KOJU Ce IIPABUJIO
OJIHOCH, jecTe IJIABHW BE3HWK 3aKJbY9IKa TOT TIPABMJIA yBOhema, TadHuje 3aK/bydak
je HampaBJbeH MOMONY TOT BE3HUKA W MIPEMUCA MpaBuaa. Ha mpumep, mpaBumio yBo-
hema BesHmKa A Kaxke 1a aKO MOCTOju HeKn qoka3 Di 3a dopmyny A u Hekn J0Ka3
D, 3a dopmyay B, onna nocroju noka3s (Hauumen o D1 u Do) 3a dopmyny A A B:

Dy Do
A B
ANB

Y oBOM mpaBuily BE3HHK A Ce YBOIM y 3aKJbydak mpaBuia, y dhopmyay A A B, 1j.
3aKJ/by4aK je Hampas/beH moMohy Be3HuKa A u mpemuca Tor npasuia (dbopmyna A u
B). IIITo ce TU4e HEKOT MPABUJIA EJIUMUHAIM]E, BE3HUK HA KOJU CE MPABHIIO OJHOCH
je TJIaBHM BE3HMK Y jeJIHO]j OJl HeroBHX IPEMHUCA, a 3aKJbydaK je HeKa noTdopMysa
Te npeMuce uiau Heka npyra dgopmyna. Kao nmpumep jeaHor mpaBuia euMUHAILN]E
BE3HMKA, HAaBemheMo IPAaBUIO eJIMMUHALMje Be3HuKa = . ucnupanuja 3a oBo mpa-
BWJIO je TayTosioruja modus ponens: ako nocroju neku Jokas Dy 3a popmysny A = B
U TIOCTOjU HEKU J0Ka3 D 3a dopmyny A, omma mocroju qoka3 (Hauutber ox Dy u
D) 3a dbopmyny B:
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Y mpaBwiIy eJMMUHAIIMj€ BE3HWKA =, Ta] BE3HWK je TJIABHU BE3HWK y IMPEMUCH,
dopmynu A = B, a 3akibydak mpasuia je mordopmyiia te dpopmyne, ¢popmyna B.
Y mapenuom ozne/bKy gahemo nedbuHUNMjy cuCTEMA TPUPOIHE AeAyKiuje u nedu-
HUTHjy A0Ka3a y ToMm cuctemy. Cama hemo camo HedOpMaIHO MTPEICTABATH TPABUIIA
n3Bohema npupoaHe aeayKiuje. IIpBo HABEIUMO aKCHOMATCKO IIPABUIIO.

AKCMOMaTCKO NpaBuIo

Axko je A dopwmyna, oHIa je "

JI0OKa3 3a A W IeroBa HemperpTaHa Xumnoresa je A.
A cazma mpezcraBuMo TpaBuiia U3BOhEmA 38 BE3HUKE.

1. IIpaBusia yBohemwa u eiluMuHaNuje Be3HUKA A

Ilornemajmo mpuMep m0Ka3a jeIHe OUUTIIETHE UCTUHE.

Mpumvep 1 Toxaxkumo ga Baxu: 1 < /2 < 2.

Bamcom 1 < v2 < 2 Jare cy nBe HejeqHakocTm: 1 < V212 < 2.
3aTo MOpaMo Ja JOKaXKEMO 13 Baxke 00e HejeTHAKOCTH.
Jokazkumo fa je 1 < v/2. 3uamo ma Baxu 1 < 2. Kopena dynknuja
f(z) = \/x je pacryha dynknmja, na 3a 6pojese 1 u 2 KOpeH Mamer
6poja, V1, je mamu oz kopena selier 6poja, V2, 1j. V1 < /2.
Cazma mokazknmo ma je V2 < 2. U3 2 < 4, oner xopucrehn na je
dbyukmnja f(r) = /r pacryha, nobujamo: v2 < V4, Tj. V2 < 2.
Pesynrar cajama mokasza 1 < /2 u nokasa /2 < 2 je mokas ephe-
wma: 1 <v2uV2<2.

O1Max peruMo Jia je OBHM J0Ka30M OIMCAHO IPUPOIHOIEAYKIIUjCKO TPABHIIO
yBohema Besanka A. Ako 1 < /2 ozmaunmo ca A, a /2 < 2 o3Ha4nMO ca
B onga je 3amarak u3 lNpumepa 1: nokazaru A A B. Y [lpumepy 1 cvo Taj
3a/1aTaK peruian Ha ciefehn nagun: HampaBuid MO J0Ka3 3a A, HAIPABUIA
CMO JIOKa3 3a B m 3akpyumm ¢MO Jia Ta JBa JOKa3a CIOjeHa, jecy J0Ka3 3a
AN B.

MpaBuno yeohera Be3HMKa A

Axo cy
Dy Do
u
A B
Jokas3u penoM 3a A u 3a B, orza je
D1 D2
A B
(AU)
ANB

noKa3 3a AAB u HempenpTaHe XUIoTe3e TOr J0Ka3a Cy HelpelpTaHe
xunorese jokasa Dy u Ds.
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Nako 3maM0 camo jeHO TPUPOTHOAEAYKIIMJCKO TPABUJIO, MOYKEMO TTPABUTH
IpUpPOIHOAe Ay KIjcKe moKka3e. Haperhemo a1Ba mpuposHOIEIyKITHjCKA JOKA3A,
y KojuMma heMmo mpeacTaBuTH HEKe KapaKTEPUCTUKE TAKBUX JOKA3a.

Mpumep 2 Heka cy u goxa3 Dy u goka3 Dy u3 nedunuimje mpasu-

aa (AU) camo dopmyna A, onga npasunom (AU) mobujamo goka3
A A

ANA

3a Qpopmyny A A A. @opmyiie A Koje ce 110jaBibyjy y OBOM JOKa3y

cy xunore3e Tor mokasa u pehm hemo ma je To moka3 w3 ckyma

xunoresa { A}. IIpumeTnMo 113, MOIMITO FOBOPUMO O CKYITY XHITOTE3a,

He HaBOAWUMO JBamyT xunoresy A, seh camo jemammyr.

ANU

Ucrakaumo Jla y 1paBibeiby CIOXKEHUjer JI0Ka3a MOXKEMO KOPHUCTUTH je/laH
HUCTH JOKA3 BUITE TIyTa. ¥ TpaBbey mokasa 3a A A Ay MNpumepy 2 1Ba myTta
je xopurhen n0Ka3 Kora 4uHu cama dhopmysiaa A, U MOpao je OWTH HaBeIeH
nBa nyta. Behi cMo momeHysM s1a 1ocToje HeKa IpaBuja M3BOhera MPUPOIHE
nenykiyje (Ha npumep, yBoheme =, eiumuHanmja V, ysoheme —) ca caegehiom
OCOOMHOM: KaJia, ce y J0Ka3y MPUMEHH jeJIHO Of THX MPABUJIA, OHJA Ce HEeKe
o1 nocrojehux xurore3a Opuiy, Tj. HPUIMKOM IPUMEHE TOI' HPABHJIA HEKE
XHUMOTE3e ¥ TOM JOKa3y Oymy mperpTaHe. 3aToO y CBAKOM JOKa3y Pa3IuKYy-
jeMo TpelnpTaHe U HeIpelpTaHe XUIoTe3e Tor Joka3a. Henperprana xumoresa
nokaza u3 lNpumepa 2 je popmyna A. Ilormenajmo jour jenan mpumep.

Mpumvep 3 Heka cy nokaszu Dy, Do u D3 penom dopmyne A, B u
C, OHIIa TIPABUMO JOKAa3:

A B

— AU

ANB C
(ANB)AC

Hempenprane xunorese gokasa Dy, Dy u D3 cy pemom A, B u C,
na je {A, B,C} ckyn HempelrpTaHux XUIIOTe3a OBOI' J0Ka3a.

ANU

[IpeacraBumo cajfa npaBujo euMUHAIIjE Be3HUKa A. TO IpaBmiio ce 3aCHUBA
Ha cjaefeheM MCIPABHOM 3aK/by4MBalby: aKO MOCTOju joka3 D 3a dbopmymy
A N B, ouna je moryhe mokazaru u camo dpopmyiay A u camo dopmyny B.

MNpaBuno envmuHaLmje Be3HMKA A

Axko je
D
ANB
JoKa3 3a A A\ B, onna cy
D D
ANB ANB

(AE1)

(/\Ez)

J0Ka3u peaoM 3a A u 3a B u HempenpraHe Xuiorese 00a Ta, J10Ka3a
Cy HemperpTraHe XuioTe3e nokasa D.
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2. IlpaBuiia yBohema u eqmMuHaNnje Be3HUKA =

IIpencraBumo u mpasuia ysohema u elMMuHAINjEe Be3HUKA =-. 10 mpeacTas-
Jbarhe TIOYHUMO jeTHUM MTPUMEPOM.

Mpumep 4  Jlokaxkumo f1a BaxKu ocobuHa:
axo je T peanan 6poj, onda je x> + 2x > —1.

[IpermocraBumo na je x peanan 6poj. Crora je u x + 1 peanan 6poj.
3a cBaku peasian Opoj BaxKu J1a je mweros KBaapar sehu o Hyse uin
jemmak nymm. 3ato je (z+1)% > 0, 1j. 2%2+2x+1 > 0. Oaysumamem
jenuHuTIe ca o0e CTpaHe HejeTHAKOCTH mobmjamo: 2 + 2x > —1.
Hakie, Bazxu TBpheme: ako je T peanar 6poj, onda je 2 +2x > —1.
I[Ipumernmo 7a 0Baj JTOKA3 MOXKEMO IMOCMATPATH KAO jeJaH TTaBHHU
JIOKa3 y OKBHPY KOra Ce HaJia3u jOI jeaH, Mamu J0ka3. Mamu
JTOKa3 MMa XUTIOTE3Y X je peanar 6poj m 3akmydyje: x2 + 2z > —1.
YV raBHOM 10Ka3y KOPWUCTH C€ Taj MamM J0Ka3 U JI00Wja ce: ako
je & peaaan 6poj, onda je x2 +2x > —1, u = je peasan bpoj Huje
XHUIMOTE3a TJIABHOT JO0Ka3a.

Axo y OBOM HaTTeM TIpuMepy T je peasan 6poj oznaummo ca A, a 2 +2x > —1
ca B, onma mMaju j0Ka3 Jokasyje B u3 xumnorese A v OH ce KOPUCTH y TIIABHOM
JoKa3y, Koju je moka3 3a A = B, a xoju mema xumnoresy A. OBo je omwmc
npaBuiia yBohema Be3HWKa = .

MNpasuno yeohersa Be3HMKA =

Axo je
D
B

noka3 3a B u A je Hexa dpopmyiia, oHIA je

A

D
——=0)
A= B
J0Ka3 3a A = B u HenpeupraHe XUIIOTE3€ TOI' J0Ka3a Cy HelpeLp-
TaHe Xumoreze mokasa D, ocum moxkga A.

IIpBo peummo na y mokasy D ¢opmysie B He Mopa Ja mocToju xumoresa A.

Osnaka A 3maun Ja je xumore3a A, ako OHa MOCTOjU, UCKOpHUITNEHa, Tj. Tpe-
nprana, u popmysia A nuje xunoresa gokaza dpopmyine A= B. Ilojacaumo tura
y HaBejleHOj AedpuHuuujyn 3Haun: ocuM Moxkzaa A. IIpunukom jende npumene
npaBuyia (= U) MOXKeMO TpenpraTy jefHy WM HEKOJIWKO Xumoresa A, amm
MOYKEMO U JIa He mpenpramo Hujegny xumoredy A u ga, 6e3 o03upa Ha TO
KOJIUKO cMO xumore3a A npenpranu npasuioMm (=U), 3ak/bydumMo Hopmyry
A = B. Cana hemo HaBeCTH HEKOJIMKO JOKA3a Y KOJUMa, Ce OjaBJbyje TPABUIIO
(=U). ¥ upsom joka3y hemo upezacrasuru jeany upumeny upasuia (=U)
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KOja HeMa MpelpTaHe Xurore3e W jeqny npumeny npasusa (= U) xoja uma
npenprade xunorese. EBo Tor mokasa:
e
=
A= B
B = (A= B)

1=U
Pernumo na y mokasy mpupoHe ey KIHje HCTUM TPUPOIHAM OPOjeM 1 TIOBe3y-

jemo cse dbopmyiie, Koje cy mpenprane xunorese ( A/ " ), ca IPaBUJIOM p YUjOM
OPUMEHOM Cy T€ XUIOTe3€e mpenprane (np). Y HalleM J0Ka3y OPBO IPABHJIO
(= U) mema npeupranux xunoresa A u mweros 3akibyudak je A = B. leo
TOr JI0OKa3a Koju ce 3aBpuiaBa (opmyioMm A = B uma jejHy HemperpraHy
xunore3y B. 3artnm ce taj soka3 HacraBba ApyruM mpapuioM (= U) koje
UMa jeJHy TpenpTany Xumnore3y, hopmyay B, u TO TpaBuJjo je ca MperpTaHoM
XUmoTe30M moBe3ano 6pojem 1. Jlakire, meo HAIl J0Ka3 HEMA HETPEIPTAHUX
xumore3a. ¥ HapemIHOM J0Ka3y mpexacraBmhemMo jomr jemny moryhHOCT KOjy
npyza npasmwio (=U). Ilocmarpajmo qokas:
1

=
A=A
—1=U

A= (A= A)
ITpumerom mpsor mpasmwia (= U) HEHCMO TpenpTann HujeaHy xumoresy A,
MaJla TAKBa XUIOTE3a MOCTOjU. Fby CMO Kao MpEeIpTaHy XUIOTe3y MCKOPUC-
tum y apyrom npasuwiy (= U). Ilpumerumo ma cMO y OBOM JIOKa3y MOTJIA
na 6upamo y kome oz asa npasuwia (= U) hiemo uckopucruru dopmyny A
KAa0 XUIIOTE3y, JOK OHO APYTO HPABUJIO OHJA HEMA MPEIPTAHUX XUIOTE3A, Tj.
nocroju u caenehu mokas gopmyne A = (A = A):

1

1=U

A=A
—_— = U
A= (A= A)

Caza je Ha peiy MpaBUJIO eUMUHAIM]E BE3HUKA = Koje cMO Beh momMumbasin.

MpaBuno envMrHaLmje Be3HMKA =

Axko cy
D1 Do
u
A= B A
JoKasu penom 3a A = B u 3a A, onza je
D1 D2
A= B A
(= E)
B

JOKa3 3a B ¥ HempenpTaHe XUIIOTE3€ TOI J0Ka3a Cy HeIpelpTaHe
xunorese jokasa Dy u Ds.

EBo jemmor mokasza mpupojHe JeAyKipje y KOMe Ce KOPHCTE CaMO MPABUJIA
yBODh€ema 1 eJIMMUHALIA]Ee BE3HUKA =
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A= 2B 41
S E
A= B A/1

B
A= B
2=
(A= (A= B))= (A= B)

Onaj nmokaz dopmyrne (A = (A = B)) = (A = B) Hema HemperpraHnux
xunoresa. Jse xmmorese, nge dopmyne A, TpenpraHe Cy TPAMEHOM TPBOT
npaswia (= U) u »ux ca TMM npasusioM mnosesyje 6poj 1. pyro mpasuiio
(=U) uma camo jenuy npeuprany xumnoresy, dopmyiny A = (A = B), u 1o
IIPABHUJIO j€ Ca MPENPTAHOM XHUIIOTE30M ITOBE3aHO OpojeM 2.

Capma, 3najyhinm wermpm mpaBmia m3Bohjema, MOKEMO TIPABUTH W CJIOYKEHU)E
TIPUPOTHOAEAYKITHjCKE TOKA3E.

3apaTak 1 HampaBumo moka3 6e3 HEmpelnpTaHuX XHUIIOTE3d 34
dbopmyny (AA B) = (BAA).

aAB e

N By
B A

BAA
(AAB) = (B/\A)l
AHAIOrHO OBOM JIOKa3y, MOKE Ce HANPABUTH JOKa3 0e3 Hempenp-
TaHuX xunoresa 3a dbopmyny (B A A) = (A A B).

N Eq

ANU

3apatak 2 HanpaBumo j0Ka3 6e3 HeEmpernpraHux XUIOTe3a 3a
dbopmyny (AA(BAC)) = ((AANB)AC).

AN(BAC

)

1 NE 1

AN(BAC) BrC AN(BAC)
N Fq — NFEy N FEo
A B BAC
AU — AN Es
ANB C
ANU
(ANB)AC
1=U

(AN(BAC)) = (AAB)AC)
Ananorno oBoM JI0Ka3y, MOXKe ce HANPABUTU JOKa3 6e3 Henperp-
ranux xunoresa 3a ¢popmyiy (AAB)AC) = (AN (BAC)).

3. IIpaBuiia yBohewma u eamMuHaIje Be3HUKA V

IIpeo hemo mpencraBuT paBUIO yBOhema Be3HUKa V. AKO MOCTOjU JOKa3 3
A, OHZIa HAPABHO MOCTOjU JOKa3 3a AV B, u uCTO Tako, aKO TOCTOjH JO0KA3 34
B, ona nocroju gokas 3a AV B. To pacyhusame npescraB/beHo je mIpaBuiioM
yBohema Be3HuKa V.



118

I'JIABA 3. ®OPMAJIHE TEOPUJE

MNpasuno yeohera Be3Huka V

Axo cy
D1 D2

A B

Jokasu penom 3a A u 3a B, onja cy

D1 D2
A B
ave VU ave VU2

IBa 10ka3a 3a AV B u HemperpTaHe XUMoTe3e THX T0Ka3a Cy PeIoM
HemnpelnpTaHe xunore3e go0ka3a Dy u Do.

[IpaBwio enmuvunarmje V hemo objacuuTn nokaszom y caemehem mpumepy.

MNpumep 5  okaxkumo na BaxKu ocobuna:
z2—2|z|+1 >0

30 C8AKU Pearan OPOj T Passunum 00 HYLe BAHCU: o

IIpernocraBumMo 1a je x peanan 6poj pasmuaut ox Hyae. To 3HaYM

na 3a peasnan 6poj x Baxku: x > 0 miam & < 0 (y crBapu Baxu

nwm x > 0w z < 0 ajau Ta OIPenuw3HOCT HAM 32 OBAj HIPUMED

HUje KOopucHa). 3aro hemo y 70Ka3y oBe 0COOMHE MOCMATPATH JIBA,

caydaja, Kaga je x > 0 m kaga je z < 0.

IIpBu cayuaj: npernocraBumo na je « > 0. Taza je |z| = x, na

mvavo 72 —2)z|+1=22-2-2+1 = (x —1)2 > 0. Jdakme, u3
2

2?2 —2|z|+1>0wu |z| > 0 g06ujamo: %lf‘“ > 0.

Hpyru cay4aj: mpermoctaBumo 1a je < 0. Tana je |z| = —x, nma

umamo 2 — 2|z| +1=2% -2 (—z)+ 1= (2 +1)? > 0. [dakse, u3
2

2| > 0 u 2 — 2|z + 1 > 0 gobujamo: =221 > 0,

|z
. 22 1
IlomTo y oba CiIydaja BazKu %

ocoOnHa BaXXW 33 CBAKHU peasiaH OpOj & Pa3IUYIUT Of HyJe.

> 0, 3akJpydyjeMo s1a Ta

Hauun pasmunusama koju je xopumihen y mgoka3y u3 [lpumepa 5 je y ayxy
MpaBuja eJMMuHAINje Be3nnka V. Hawmme, ako mmamo m0ka3 3a (HopMyIy
AV B u ako mocToje aBa J0Ka3a, TAKBU /13 ce MOXK1a Meljy xumnore3ama jeHor
on wmux Hamasu ¢opmyna A, a mehy xunoresama npyror Hasmasu Gopmysa
B u oba umajy ucru 3akbydak C, oHJa crnajajyhu ta Tpu J0Ka3a MOKEMO
zakspyuntu C. EBo npaBmia eiuMuHanuje Be3Huka V.

MNpaBuno envmuHaymje Be3HMKa V

Axko cy

D1 D2 DS
n
AV B C C

nokas3u peaoM 3a AV B u asa nokasa 3a C, onga je
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Dy Do Ds
AV B o
VE
- (VE)

jeman mokas 3a C' u HeIpenpTaHe XUIOTE3e TOT JOKA3a Cy: HEMpeIp-
TaHe XUMoTe3e A0Ka3a Dy, HempelpTane xumnorese gokas3a Do, ocum
MOxKIa A, u HenpernpTane xunorese gokasza D3, ocum mMoxkaa B.

[Tpumenom oBor npasusa (Kao u LpaBua yBoljema BE3HUKA =) MOXKEMO IIpe-
npratu Heke xumorede. Hamme, ako mokaszm Do m D3 nmajy pemom xumorese
A u B, onga te xunorese MOry Outu mperprade npuMenoM npasusa (VE).
WcrakamMo 1a jeIHOM MPUMEHOM OBOT TIPABIIA MOXKEMO MPEIPTATH HUjeIHy,
jeIHy WJIM HEKOJIMKO xuimore3a A u B.

Cajia 3HaMO IIpaBuJia U3Bohema MPUPOHE Je/IyKIFje 38 Be3HUKe A, = u V, 11a
HaBOJNMO jeJIaH TPUPOTHOAEAYKITNjCKH JOKA3 Y KOMEe ce KOPUCTE Ta TMPABUJIA.

3apatak 3 HampaBumo moka3 6e3 HEmpernpTaHuX XHUIOTE3d 34
dopmyny (AV B)VC)= (AV (BV()).
1
/1 B{C v U; 9
v U VvV Us /

2 1
2 AV EBYO) AV (BVC)

Vv Us
BvC
1VE Vv Uz

(Avﬁ'{é/c AV (BVC) AV (BVC)
AV (BVC)
3=
((AVB)VC) = (AV (BVC))

2VE

AHAIOrHO OBOM JIOKa3y, MOKE Ce HANPABUTH JOKa3 0e3 Hempenp-
ranux xunoresa 3a popmyny (AV (BVC)) = ((AVvB)Vv ().

4. IIpaBuiio eIlMMHUHaIMje Be3HUKa |

U3 Hame 6a3e Be3HMKA MCKa3He Joruke {A,V,=, L} ocraje Ham jomur na npes-
CTAaBUMO IpABUJIA M3BODEma 3a Be3HUK | . 3a Taj BE3HWK MOCTOjU CAMO jeTHO
MIPAaBUJIO W3BOheba, MPABUIO eTMMUHAIjEe Be3HUKA, | .

Mpasuno ennmuHaumje BesHnka |

Ako je D
1
JoKa3 3a L, onma je
~(LB)
A

noka3 3a A, rne je A mpousBosbHA hOpMyITA.

Jlakie, oBUM OpaBWjIOM U3 | 3aKJbydyjeMo npousBosbHy (opmyity A.
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5. IlpaBuia yBohemwa u eJquMuHaNAje BE3HUKA <>
Ocnu 3a Besnuke 6aze {A,V, =, |} y IpupomHO]j IeMyKIUju MOCTOje TPABIIA
yBohema u euMuHAIMje 3a ocTaie jJorndke sesnuke. Cerumo ce nedunurmje
1a je A < B 3amena 3a (A = B) A (B = A). Baro he npasmia ysobema u
eJIMMUHAIjE 33 < OUTH pesoM yBoherme u euMuHanmja 3a A Kaaa je A Garn
A = B, a B 6am B = A. Ilornexajuo cnenehiu jeqnocraBas mpumep.

Mpumep 6  Jlokazarm: r =2 axo m camo ako x — 2 = 0.
Hoxka3 ce cacToju ox aBa aema.

Jokas c neBa Ha gecHO: ako je £ = 2, oHma je x —2 =2—2 =0, 1j.
Baxkm x — 2 = 0.

Hoxka3 ¢ gecHa Ha JeBO: ako je x — 2 = 0, oHJA, JO/TaBAmHEM 2 Ca
obe crpaue jegHakocTw, mobujamo: r —2+2 =042, 1j. = = 2.

IIpaBmio yBohewa Be3HUKA <> je MpecTaB/beHo aJ0Ka3oM y [Mpumepy 6.

Mpasnno yeohersa Be3HUKa <

Ako cy
D1 D2

u

A= B B= A

JoKa3u penom 3a A = B u3a B = A, onja je
Dy Do
A= B B= A
(&)
A< B
noka3 3a A < B u HenpenpraHe XUIOTE3€ TOI J0Ka3a Cy HeIperp-
TaHe xunorese gokasa D u Ds.

A eBo u mpaBuIa eTUMUHAIIN]E BE3HUKA <.

MNpaBuno envMuHaLmje Be3HNKA <>

Axo je
D
A& B
noka3 3a A < B, onma cy
D D
A{:B(@El) A@B(@Ez)
A= B B=A

nokasu peaom 3a A = B u3a B = A u HenpelnpraHe XUnoTe3e THX
JI0Ka3a Cy HempelpTaHe Xurnorese gokasza D.

Kopucrehu nokase u3 3agaTtaka 1-3 u mpaBmiio yBoljerma BE3HUKA <>, HAIPa-
BulieMo 70Ka3 6€3 HempeIrpTaHnX XUMoTe3a 3a GhopMmyie:
(AANB) < (BAA)
(AANB)NC) < (AN(BAQD))
(AvB)VC) < (AVv(BV(O)).
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Bagatak 4  Jlokas 3a (AA B) = (B A A) u3 3agaTtka 1 o3aaunmo
ca Dy u nokas 3a (B A A) = (A A B) (3a Koju cMO peknu Ja je
anaJsioras Jioka3y D1) oznauumo ca Do. Kopucrehiu nokaze Dy u Do
n npasuiio (< U), nobujamo caenehiv mprpoaHOIe Iy KIN]CKI T0Ka3:
D1 Do
(ANB)= (BAA) (BANA)= (AAB)
(AANB) < (BAA)
Kako mokazu D m Dy Hemajy HempenpTanux XHIOTe3a, TO W OBAaj
JIOKa3 HEMA HEIPEIPTAHUX XUIOTE3a.
Hokaz 3a (AN (BAC)) = ((AAB)AC) u3 3apaTka 2 03HAUNMO €2
D3 u nokaz 3a ((AAB)AC) = (AA(BAC)) (3a Koju ¢MO peKJn 11
je anajioran mokasy D3) osuauumo ca Dy. Kopucrehu mokase D3 u
Dy u npasusio (< U), nobujamo npuposHOAeayKIUjCKU JOKAa3:
Dy Ds
((AAB)AC) = (AN (BAC)) (AA(BAC)) = ((AAB)AC)
(AAB)AC) & (AN (BAO) <
Kako mokazum D3 m Dy Hemajy HempenpTaHuX XWTNOTE3a, TO W OBAj
JIOKa3 HEMa, HETPEIPTAHUX XHUMOTE3a.

s U

U

Ha normyso ucru vHauwus, kopucrehn gokaze u3 3agatka 3 u mpaBuio
yBODhema Be3HUKA <>, IIPABU Ce JI0Ka3 0e3 HemperpTaHuX XUIOTEe3a

3a opmyny (AVB)V(C) < (AV (BVO)).

6. IlpaBuiia yBohewma u euMuHaInje Be3HUKA —

TTutamo ce Kako MOXKEMO KOPUCTHTH HETallljy y MPOIECUMa, 3aKJbyYNBaAA?
Cerumo ce ma cmo Heranyjy mAedunucanu nomohy Besunka = u | Ha ciemehu
naaur: —A je 3amena 3a A = 1. CimKOBUTO pedeHo, Kajia XoheMmo /1a KaskeMo
Jla HeITo Huje TavHo (1a Huje A) KarKeMo Jia aKO TO BaXKu, OHJA CJIe/U HEKA
omTeno3naTa HenctuHa, (na axo A, onda 1). EBo mpumepa: ommrenoznaro
je na je 0 = 1 mencTuna. 3aTo je peueHnnoM: axo je /2 npupodan 6poj, onda
je 0 =1 Ha Jpyradmji HAYMH CAOINIITeHA 0COOMHA: /2 Huje npupodar Gpoj.
OBaj HAYWH 3aKJbYYUBAKA j€ TPEICTABIHEH Y TPABUIY yBOhema .

Mpasuno yeohersa Be3HMKA —

Axo je
D
1

nokas 3a L u A je meka dopmysa, oHIa je

A

D

L o)
-A
JIOKa3 3a —A u Helpenprane XulloTe3e TOI J0Ka3a Cy HellpelpTaHe

xumorese Jokasa D, ocum moxkia A.
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U 3a oBo mpaBmito BaxKu Ja f0ka3 D He Mopa na nma xunorede A u Ja jeHoM
IIPUMEHOM OBOI' MPABUIA MOXKEMO IPEPTaTH HUjeHY, jeTHY WU HEKOJUKO
xunoresa A. Penumo s1a ce 0BO npaBuio, HpaBuiio yBoljema Be3HUKa -1, Ha3UuBa
u TpaBuiIo cBohema wa mporuspednoct (reductio ad absurdum). ITpumerumo
Jla ako y mpaBuily yBohema Besumka — dopmyiny —A samenumo ca A = 1,
OHIa A00MjaMo MpaBWJIO yBohewma = kKaja je dopmyna B damr L:

A

D

1
A= 1

=U

Ucro Tako, mpaBmjio enuMUHAIKje Be3HUKA — he OMTH y CTBAPHU MIPABUIO
eMMUHAIje Be3HWKA = Kaja je dopmyna B damr L:
Dy D2
A= 1 A
1

=F

EBo npasuia eruMuHanmje Be3HUKA .

MNpaBnno envmuHaymje Be3HMKA —

Axo cy
D: D2
A -A
nokKa3 penoM 3a A u 3a —A, onga je
Dy Do
A -A
—

JoKa3 3a | m HempenpTaHe XWUIMIOTE3€ TOT JIOKA3a Cy HETpeIpTaHe
xunore3e mokaza Dy u Do.

(—E)

Cama cmo peduHMCAIN NPABUIA MIPUPOHE JE/IyKIM]je 34 CBE BE3HUKE, 114
HaTMPABUMO jOTT HEKHW TTPUPOTHOIETYKIIMJCKU JOKA3.

3apatak 5 Hampasumo jqokas 6e3 HelpenpTaHnx XUIoTe3a 3a Tay-
rosorujy (~(AV B)) < (A A -B) (Je Mopranos 3akon). IIpso
HampaBuMo JoKa3 3a dbopmyay (-(AV B)) = (mAA-B):

1 2
A/ v Uy _‘(M%) /B/ Vv Uz _‘(Mg)
-F

AV B AV B

-E

1 1
—1-U —2-U
ANU

—-AAN-B 3
(‘\(A \% B)) = (‘\A A ‘\B)

=U
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EBo caza nokaza 3a dbopmyiay (mAA-B) = (=(AV B)):

3 3
1 -AAX-B 1 -AAX-B
A/ n N E; /B/ A E2
2 = -B
A)/B -E -E
1 1
1VE
1
2-U
~(AV B)

(FAA-B) = (=(AV B))
Ako nokas 3a Gopmyny (-(AV B)) = (mAA—B) o3naunmo ca Dy,
a Joka3 3a dopmyiny (A A -B) = (=(AV B)) o3nauumo ca Dag,
OHIa H00ujamo ciaemehu TPUPOTHOIETYKITHjCKU JTOKA3:
Ds D2
(=(AV B)) = (nAA-B) (mAAN-B) = (-(AV B)) -
(=(AV B)) & (A A —B)

U
Koju je mokas 3a dhopmyay (-(AV B)) & (-A A —-B) 6e3 Hemperp-
TAaHUX XHUIIOTE3a.

AHATOTHO OBOM [OKa3y, MOXKE Ce HANPABUTH JOKa3 0€3 Hempermp-
rTaHux xunoresa 3a rayrosorujy (-(A A B)) < (A V —-B).

7. IlepcoBo mpaBMJIO

®opmManHN CHCTEeM MPUPONHE AeAyKInje KOju MpeCTaB/ba MCKA3HY JIOTHKY,
OCHM TIPABUJIa YBODEHma U eTMMUHAIIKje 33 JIOTWYKEe BE3HUKE, MM jOII jETHO
npaBuio n3Bohema, IlepcoBo mpasmo.

MNepcoso npasuno

Axo je
A= B

D
A

A<£B
D

noKa3 3a A, oHza je

A
A

JIOKa3 3a A ¥ HemperpraHe XHUIIOTe3e TOr JIOKa3a Cy HemperpraHe
xunorese jgokaza D ocum dopmysie A = B.

(Pers)

Ncrakunmo ga 3a IlepcoBo mpaswmiio Baxku ga xumorese A = B He Mopajy

moctojatu. ¥ TUM caydajeBuMma llepcoBo mpaBmsio je TpuBHWjagHO, Tj. W3
D
JI0Ka3a A 3aKbydyjemo omer A.

Jlakse, ipeicTaBUIM CMO CBA MpaBUIa U3BOLEHA CHCTEMa MPUPOIHE JIe/IyK-
n@je 3a uckasny Joruky. Ha Kpajy mpeacTaBuMoO jOII jeIHO TMPAaBUIIO KOje je,
CJIMKOBHUTO PedeHo, ucre jaunne kao [lepcoBo npaBmiio, npaBuiio jakor csohema
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Ha npoTuBpedHoCcT. Hawmme, BaxKu /1a aKO CKYIly KOra YWHE TPABUJIA U3BODe-
ha 33 JIOTUYKE BE3HUKE IT0JaMO OMJIO KOje O Ta ABa IMpaBua J00uheMo ucTu
dopmarau cucreM, (POPMATHA CHCTEM HCKA3HE JIOTUKE.

Mpasuno jakor ceoherba Ha npoTuspedHocT (jaka reductio ad absurdum)

Ako je
-A

JoKa3 3a L, oHJa je

EECE-N

(RAA)

JIOKa3 3a A ¥ HemperpraHe XHWIIOTE3e TOr JIOKa3a Cy HepernpraHe
xumorese jJokasa D ocum dopmysie —A.

1 3a oBo mpaBuio Baxku ga xunorese —A He Mopajy ga mocroje. Y TAM
CJIy9ajeBuMa MPABUIIO JaKOT CBODEma Ha MPOTUBPeYHOCT je npasuio (LFE). A
cata mokaxkuMo 1a cy IlepcoBo mpaeuso u npasuio RAA wucre jaunne, nin
JpyKUnje pedeHo, aa cy MehycoOHO eKBHUBAIEHTHA.

3agatak 6  Ilepcoro mpaBuio u RAA cy MmehycoOHO eKBUBAJIEHTHA,

MpaBUIIA.
A= B
Nmamo moxaz P . IIpumenom Ilepcosor mpasmia Ha IOCTEImY
A

dopmyity oBor soKasa, popmyisy A, 100uan 6UCMO Kao 3aKjbydak
dopmyny A u dopmyna A = B 6u Ousa mpernprana xumnoresa. Mu
“MaMO Ha PACIOJaramy IpaBuiia n3Bohema 3a CBe Be3HUKE U TIpa-
Bmsi0 RAA m MopaMo Jja HAIPaBUMO JOKA3 Ca UCTUM 3aKJbYIKOM U
ca UCTMM CKYMOM HEIPENpPTAHUX XUIOTe3a Kao Ja CMO Ha JoKa3 D
npumennin [lepcoBo nmpasuiao. EBo Tor mokasa:
A A
A E
T -
= LlE

B
A= B 1=U

D 2
A 74 .
1

2 2RAA

Haxke, oBaj 1oka3 je 3aMena 3a llepcoso mpasuio. Kazkemo ga cmo
ITepcoBo mpaemio u3Benun u3 mpasuina RAA 3aro mro cy ocrana
paBUIa M3BODEHA CTATHO Ty, BUX YBEK HMAMO HA PACIOJIATambY.

Ocraje na npasuno RAA ussenemo u3 Ilepcosor npasmra. Umamo

E
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-A
D
moka3 L . Ilpmmenom mpasuna RAA nma mocienmwy dopmymny oBor
nokasza, dopmyay L, mobumu 6ucmo dopmyny A u dopmyna —A
O6u Ouna npenprada xunoresa. Mwu dopmyny —A 3amemyjeMo ca
A = 1, umMamo Ha pacroJiaramy Taj J0Ka3, CBa [PaBUIa U3BOhema
3a JIOTHYKe Be3HuKe u [1epcoBO MPaBWUIIO U MPABUMO JOKA3 CA UCTUM
3aKJbYIKOM U CQ UCTUM CKYTIOM HEITPEIPTAHUX XUIMOTE3a KAO 18 CMO
Ha noka3 D mpumenusn npasuao RAA:
1
A 7!J_
D
1
- 1lF
2 1Pers
Ha taj maunu cmo mokasasu 1 ce npaBuyio RAA moxke u3Bectu u3
IIepcoBor mpasuia.

Hakne, u3 3agatka 6 cienu ja cy IlepcoBo mpaBuiio U IpaBuiio jakor CBohema
Ha MIPOTHBPEIHOCT MehycoOHO eKBWBAJIEHTHA IPABUIA, Tj. AKO CKYIy KOjH
YUHE MPABUJIA W3BODEHma 33 CBE JIOTMYKE BE3HWKE I0JaMO OMJIO KOje OI Ta
JBa npasuia nobujamo uctu dbopmasnu cucreM ((GOpMaHU CUCTEM HUCKA3HE
JIOTHKE).

Ha kpajy oBor omesbka mpejcraBuMo J0Ka3 3a ¢gopmynay A V —A y kome ce
KOPHUCTHU IPABUJIO JAKOI CBODema HA MPOTHBPEYHOCT. JACHO je, Ha OCHOBY
3apgatka 6, 1a ce MOYKe HATPABUTH JOKa3 3a Ty (POPMYJIY y KOME Ce KOPUCTH
[IepcoBo mpaswmIoO.

3apatak 7 3a dopmyny AV —A nocroju qoka3 6e3 HempernpTaHnx
XUIOTE3A.
EsBo jemnor taksor mokasza:

741

V Us 9

1
1RAA
A
v Uy 9
AV -A —\(A)/—\A)
-FE
2RAA
AV -A

3.2.2 Ilpuponna aeayknmja, cucreM N

Cana hemo nedunucaru jenan popMaJHA CHCTEM MPUPOIHE NEAYKIHje, (DOPMATHA
cucrem N. Kao u csaku dopmanuu cuctem u cucrem N normnyso je onpeben ca
CBOja WETHPH JIeNa: CKymoMm OCHOBHEX cuMbona S(N), ckynom mckasumx dhopmyna
F(N), ckynom akcuoma A(N) 1 ckynom npasuna uzsohema R(N). Ckyn ocHoBHEX
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cumboma cucrema N, ckyn S(N), jecre andaber nckasue joruke meduHUCAH Y
omespKy 2.1.1 ca mogatum momohuuM cuMboI0M .

Ckyn ocHoeHux cumbona cuctema N, ckyn S(N)

Ckymn ocroBHEX cumbona cucrema N, ckyn S(N), cactoju ce on cieneha
TPHU CKyNa:

© peOpPOojUBOI CKYyIIA HCKA3UX CJI0BA, CKyla P, Yuju eJleMeHTH CY Do, o,
705 P15 415 T15--+5 Pns Gns Tnse-3

© CKyma JIOTMYKWX Bes3HWKa {A,V,=, L}, t1e cy A,V u = OHHApHH
BE3HMIM, & | HyJTapHN Be3HWK;

© ckyna nomohuux cumbona {(,),F}.

HNckasue dpopmyie cucrema N cy nckasue dpopmyie gedunucane y onenbky 2.1.2,
aJli WIAaK [MOHOBUMO HUXOBY JieDUHUIIHA]Y .

Hedunnumja nckasHe cdopmyne cuctema N

(1) Uckasna ciosa u Be3uuk | cy uckasue dgopmyie cucrema N
(2) Ako cy A n B uckasne dopmyne cucrema N, ouga ¢y u (A A B),
(AV B) u (A = B) uckasue dopmyse TOr crucreMa.

Besunnu <, — u T cy medunncanu kao y omaespky 2.1.2.
1 y cucremy N TOmTYyjeMO JOTOBOP /14 IPH TIHCATY HCKA3HAX (POPMYJIa N30CTaB-

JbaMO CaCBHM CIIOJbAlllIbE 3arpa/e.

Ckyn dopmyna cuctema N, ckyn F(N)

Ckyn dopmyna cacrema N, ckyn F(N), unne mckaszume dopmymne Tor
cucrema N

Konaune ckynope uckasuux ¢popmyna osuauasaliemo ca I', A, A,..., Ty, Aq,
Mgy, TV, A N ... 3a nedunucame cKyna akcumoma U CKyla OpaBuia u3Bohema
cucrema N, ckynosa A(N) u R(N'), kopuctulieMo cekBenTe, Koje MpaBUMO OJT eJ1e-
menara ckyma cumbota S(N). Ceksent je m3pa3 caemeher oommka: I'= A, tae je T
KOHaYaH CKyn (opMy/ia KOju MOXKEe OMTH W Mpa3aH CKym. 3a KOHadaH CKym ', Ha
upumep I' = {B,C, D}, nucaliemo B,C, D | A, a ako je I" npazan ckyu, onza hemo
usocrasbary () m nucahemo camo = A.

Bazkno je pehu na ckyn akcuoma cucrema N mehie unnuTu nexe popmysie, HuTH
he npasua ussohema 6utn penanuje usmehy dpopmyna. Y cucremy N he, na tako
KaykeMo, y TJIaBHO] yio3u O6mutn cekBeHTH. EBO Tpelier nema dbopmasnor cucrema
N, ckyma axcuoMa.

Ckyn akcuoma cuctema N, ckyn A(N)

Axcmome cucrema N cy cekBeHTH TOCEOHOT 00/uKa. Tadnuje, akCHOMaT-
cku cekBeHT cucrema N je obuKa

At A, rae je A upousposbHa (popmyIia.
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AkcroMaTcKu CeKBEHT 0JIroBapa akKCMOMATCKOM MPABUJIY KOjé CMO MPE/ICTABUIN
y HeOpPMATHOM OMNHUCY MPHUPOIHE AenyKimje. lVcTakHUMO 1a cMO AepUHHUIHjOM
AKCHOMATCKOT cekBeHTa A F Ay crBapu Jaiiu jeHy cxemy 3a MPaBJbehe aKCHOMAT-
CKUX CEKBEHATa, TAKO IINTO Ha MecTy A Moxke Outwm mpom3BosbHA (bopmyna. Ha
npumep, cekpenrn CHC, A= CFA = C,CV(AAD)+F CV(AAND)u BAD F BAD
Cy aKCHOMATCKU CEKBEHTH.

Yerspru meo dopMaanor cucrema N je cKyn mpasuia n3Boljema TOr CHCTeMa.
Ta mpasuia cmo Beh mpeacraBuin y HepOPMATHOM OIKACY IPUPOIHE JTE€AYKIHje KAO
[paBuia, yBOheha U eJIMMUHALIA]E JIOTMYKUX BE3HUKA.

Ckyn npaeuna ussohersa cucrema N, ckyn R(N)

IIpasunia ussobema y cucremy N he 6uru penanuje usmely cexsenara.
Cxyn npasmia n3sohema cucrema N, ckyn R(N), anre mpasmuino eanvu-
HaIlWje W TPABWJIO yBODema 3a CBAKW O OMHADHWX BE3HUKA A, = H
V; MpaBuUJIO eIMMUHANMje 33 HyJapHU Be3HuK L; m llepcoBo mpaBuio.
Hakme, ckyn R(N') umne cneneha nmpasuna m3sohema:

IIPaBUJIA €JIMMUHAIII]E paBuja yBohema
I'HFAANB I'HAANB I'HA AFB
(AE1) (AE2) NV) —————
A '+ B TUA+-AAB
'rA=B AFA I'M+FB
(=F) =U) —
TruArB I'HA=B
I'HAvVB A EC 0,+C I'HA I'-B
(VE) VU1) ————— (VU2)—————
ruAverc I'-AvB I'-AvB
'-_1
(LE) ——
I'HA

Ilepcoso mpaBmio

TU{A= B}FA

'A
Y mpasuny (= U) ckyn I' moxke 6urn ckyn 'y win ckyn I'y \ {4}, VY
upasuiy (VE) ckyn A moxe 6uru ckyn Ay wiu ckyn A \ {4}, a ckyn
© mozxe Gutu ckyn O unu ckyn O \ {B}.

(Pers)

Kao n akcmomarcke CeKBEHTE M TIPABUJIA U3BONEIha CMATPAMO CXeMaMa.

Hanomena IIpmmernmo ma y cucremy A HemaMo paBuiia n3Boherma 38 BE3HUKE <>
¥ —, aJU Ha OCHOBY Be3a m3MeDy BEe3HMKA, Ta MPABUJIA MOKEMO U3BECTH U3 ITPABUIA
cucrema N.

Caga, momTo cmo meduHAUCATN CBa, 9eTupu geja dpopmaanor cucrema N, mednu-
HUIIEMO TI0jaM J0Ka3a y ToM cucremy. ¥ cucremy N hemo mokasuBaTw CEeKBEHTE,
Tj. mpasmheMmo JOKa3e 3a CEKBeHTe. 3aro meduHUmEeMO m0ka3 y cucremy N Kao
JPBO KOje 4YMHEe CEKBEHTH.

Jedunnuymja gokasa cekseHta y cuctemy N

VY cucremy N nokas ceksenrta I' = F' je jeqHO KOHAYHO JPBO y 4HjeM
KopeHy je Oamr taj cekenT I' F F', Ha CBAKOM JIUCTY je jeJaH aKCHOMAaT-



128 I'JIABA 3. ®OPMAJIHE TEOPUJE

CKW CEKBEHT, & CBAKO IPAHAHE j€ OTIPABIAHO HEKUM ITPABHJIOM M3BOhema
cucrema N. (Ilpumernvo ma je J0Ka3 aKCHOMATCKOT CEKBEHTA IPBO Ca
jenHuM 4BOpOM (KODEH U JIMCT) y KOME je CaM Taj CEeKBEHT.)

Axo mocroju 10ka3 y aujem kopeny je ceksenT ' - F', oHJ1a KaXKeMo J1a je CEKBEHT
I' - F nokasus y cuctemy N . Hexkn nokas D cexksenta I' - F 3anucusahemo rEF

IToBexkmnmo cama 10ka3e y Haiem HeOPMATHOM OMUCY MPUPOJIHE IEIYKIHje U3
onempka 3.2.1 u moxase y cucremy N. [okas y HedOpMaHOM OMHUCY IIPHPOIHE
JenyKnmje y uujeM je Kopeny dopmyna F, a cBe HempernpTaHe XHUIOTe3e Ha JINC-
TOBMMA TOT ApBeTra umue cKym I je mokas ceksenta ' - F. Jloka3 y HedopmaIHoM
OTUCY TPUPOIHE JeAyKIHje KOju HeMa HEMPEeNpPTAaHuX XWUIMOTe3a, & Y UhjeM KOPeHY
je dopmyna F je nokas ceksenta F F. TIpasuna uzsohema cucrema N cy npasuia
u3Bohema 3a Be3uuke A, =, V u L u IlepcoBo npasuso koje cmo mpezicTaBuim y
one/bKy 3.2.1, camo 3amucanu apyraduje. Ha mpumep, mpaBuily yBoherma BE3HWKA
= u3 HebOpMATHOT omuca oarosapa npasuio (=U) cucrema N. Hanve, y omesbKy
3.2.1 y npaBuity yBOhjema Be3HUKA = HUMaJH CMO JI0Ka3 ¢dopmysre B uuju je ckym

D .
HEIMPEeIPTAHNX XWUIOoTe3a CKym 1'1, J0Ka3 B VY cucremy N To je moKa3 cekpeHTa

I'y = B. Ilpumenom mpaBumia yBohema Be3HMKA = HA J0Ka3 D mobujamo 10Ka3
dopmyne A = B, 4duju CKyIl HEmperpTraHuX XUIOTe3a je cKym ['p, ocuM MOKIa
dopmysie A. To 3naum ga ckyn 'y Mozxke ajiu u He Mopa Ja caapzku dopmyay A
u Buwe, ja uako 'y cagpzku popmysny A ta (opmysa He Mopa a Oyje upenpraia
XUMOTE3a MPUMEHOM MpaBuIa yBohema Be3umka =. Cee Te moryhnoctu mare cy u
npasmwioM (=U) cucrema N. ¥ cucremy N mpumenom npasuiaa (= U) Ha mokas
cexksenra ['y F B nobujamo mokas ceksenra I' - A = B u umamo:

(1) Ako ckyu nenpenpranux xunoresa I'; gokaza D caupxku dopmyny A, onga
HMaMO J[Ba CIydaja: ako A jecre npenpraHa Xuioresa IpaBuiia yBODemha BE3HHUKA
= nobujamo moka3 dopmyne A = B ca ckynom Hempenpranux xunoresa 'y \ {A},
u 1o je y cucremy N noka3 ceksenta I' = A = By xome je I' = 'y \ {A}; ako A unje
MpEeIpPTaHa XUIIOTE3d MPABWIA YBODEHa BE3HUKA =, OHJ/A, MMaMO J0Ka3 (opmyie
A = B ca ckynoM Hempenpranux xunoresa I'1, a y cucremy N je TO JOKa3 CEKBEHTa
' A= ByxomejeI'=T}5.

(2) Axo ckyn mempernpranux xunoreda 'y mokasza D me cagpxku dbopmyny A, oHga
MPUMEHOM MpaBHJIa yBohema Be3HWKa = mobujamo mokas dopmysre A = B ca
CKyIIOM HENpENpTaHuX Xunore3a I'1, a y cucremy N TO je OmeT JoKa3 CEKBEHTa
' A= ByxomejeI'=T}7.

Mpumep 7  Hanpasumo noka3 rayronornje (AA(A = B)) = B (modus
ponens) 3anucyjyhu ra na Hed>OpMaJHU HAYUH 1IOKA3aH y 01e/bKy 3.2.1.

1 1
AN (L% B) AN (L% B)
N FEo N Eq
A= B A

=FE

B
(AN(A=B)) = B

1=U
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OBo je moka3 06e3 HempelnpTaHux XUnore3a. A caja HAMIPaBUMO JO0Ka3
cexsenta - (AN (A = B)) = By cucremy N.
AN(A=B)FAAN(A= B) ANA=B)FAN(A= B)
N Eo N Eq
AN(A= B)F A= B AN(A=B)F A
AN(A=B)+FB
F(AN(A=B))=1B

Ha nmcroBuma cy akcnomarcku cekBeHTH AN (A= B)F AA (A= B),
a CBAKO PaHAIbE je OpaBIaHO HEKAM IIPABUJIOM H3Bohema cucrema N .
VY kopeny je ceksent F (A A (A = B)) = B, na kaxemo Ja je 1aj
CeKBeHT JI0Kazus y cucremy N

= F

Hapemna nedpunnmmja hie nam pehu mra ¢y To Teopeme cucrema N

Hedbununumja Teopeme cuctema N

®opmyna F je teopema cucrema N AKKO je cekpenr F F noxasus y
cucremy N.

Haxue, rayrosoruja modus ponens, (A A (A = B)) = B, u3 lpumepa 7 je
rTeopeMa cucrema N .

Mpumep 8  Kopucrehu nokase u3z 3agataka 1-5 u 3agatka 7 u3 ojesbKa
3.2.1 mako ce y cucreMy N MOry HAIIPABUTH JOKA3U 33 CEKBEHTE:

() F(AAB) & (BAA),

2)F((AANB)AC) < (AN(BACQ))
B)F((AVB)VC(C)«= (AV(BVQ))
4) F (-(AvB)) < (mAAN-B)
(
(

' ~— O~ ~—

5) F (~(AA B)) & (mAV -B)
6) F AV A

Ha ocroBy medununuje teopeme cucrema N mobujamo ga cy dpopmyste
y HaBeIEHUM CEeKBeHTHMa Teopeme cucrema N

ITpumernmo ga cy Teopeme cucrema N u3 Mpumepa 7 u Mpumepa 8 TayTomnoruje.
VY napeauum 3aganuma fiemo 3a joun HeKOJIMKO TayTosoruja (tayrosoruje u3 3aaaTka
4 y onesbky 2.2.3 u jucTpuby TUBHE 3AKOHE) JIOKa3aTu Ja cy reopeme cucrema N

3apatak 8  @opmyna A = (B = A) je reopema cucrema N.

AFA
AFB=A
— =U
FA= (B=A)

=U
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3agatak 9 Popmyna (A= (B=C)) = (A= B)= (A= 0))je
Teopema cuctema N

A= B=C)FA=(B=C) AFA A= BFA=DB AFA
A= (B=C),ArB=C = A= B,A+ B :>E:>E
A= (B=C),A= B, A+C
A= (B=0),A=>BFA=C :>U§U

A= (B=CFA=B)=(A=C0C)
F(A=(B=0C))= (A= B)= (A=0))

3apatak 10 @opwmyna ((A = B) = A) = A je teopema cucrema N

(A=B)=AF(A=B)=A A= BFA=B
(A=B)=A,A=BFA
(A= B)=AF A
I—((AéB)éA)éA:

=FE

Pers

3agatak 11 ®opmyna A = (B = (A A B)) je Teopema cucrema N
AFA BFB

A B-AANB
AFB= (AAB)

FA= (B=(AAB))

ANU

3apatak 12 @opwmyne (AN B) = A u (AN B) = B cy Teopeme cucrema N.

AANBFAAB AANBFAAB
S ) ABE
AABF A AABF B
=U U
F(AAB)= A F(AAB)= B

3apatak 13 ®@opmyne A = (AV B) u B = (AV B) cy teopeme cucrema N.

AFA BFB
—F— VU — VU2
AFAVB BFAVB
— =U — =U
FA= (AVB) FB= (AVB)

3apatak 14 @opmyna (A = C) = (B=C) = (AVB) = (0)) je
Teopema cucrema N .
B=C+HB=C B+FB 5 A=>CFA=C AFA
=
AVBFAVB B,B=CFC AA=CFC

A=C,B=C,AVBFC
A=C,B=CkF(AVB)=C

=U
A=CH(B=C)= ((AVB)=20C)
FA=C)=(B=C)=((AvB)=C0C))

= F

vV E
=U
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3apatak 15 ®opumyna L = A je Teopema cucrema N.
1F1
1FA
Fl=A

3apatak 16  Dopwmyna ((AVB)AC) < ((ANC)V (BAC)) je reopema
cucrema N.

Hokazahemo na cy ceksentn F (AV B)AC) = (AANC)V (BAC)) n
F(AANC)V (BAC)) = ((AV B) AC) nokasusn y cucremy N.

[Ipeo mpeacrasumo gokas 3a - (AV BYAC) = (ANC)V (BAC)),
noka3 Dyp, y kome je ca F' o3nauena dopmysa (AV B) AC.

=U

FrF FFF
N Eo N Eo
AF A FFC BF B F+C
FeR AU AU
B A FFAAC B,FFBAC
Fravp VU VU2
A FF(AAC)V (BAC) B,FF(AAC)V (BAC)

VvV E

(AVB)ACF(AANC)V (BAC)
F({(AVB)AC)= ((ANC)V (BACQC))

A caga eBo goka3za 3a ceksent F (AANC)V (BAC)) = ((AV B) AC), noka3 Da,
y kome je ca E osznauena ¢dopmyna (AAC)V (BAC).

ANC'HANC BNC'HBNC
— ANE; — ANEj
ANCHA BNCHB ANC F ANC BAC' = BNC
VU, VU5 NEo 2
EF-E ANCH AVB BNC + AVB 5 EFE  ANCFEC BNCHC 5
V. V.
(ANC)V(BAC) + (AVB) (ANC)(BAC) F C U

(ANCW(BAC) F (AVB)AC
F ((AAC) V (BAC)) = ((AVB)AC)

V cucremy N, kopucrelin D1 u Do u npasuio AU, IpaBuMO JOKa3:
Dl DQ
F((AVB)AC)= ((AAC)V (BACQC)) F(AAC)V(BAC)) = ((AV B)AC)
F(((AVB)AC)= (AAC)V (BAC))A(((AAC)V (BAC)) = ((AV B)AC))

Jlakse, HA OCHOBY IMO3HATUX Be3a m3Mely Be3HHKa, UMaMO 13 je OBO
mokas 3a dbopmyay (AVB)AC) & (AANC)V (BAQC)), 1j. na je
MuCTpuOYTHBHU 3aKOH A y OHOCY Ha V Teopema cucrema N .

3.2.3 XwuabepTOBCKU CUCTEM, CUCTEM L

Y oBowm onesbKy medunmrcahemo jorr jenan popMaHA CHCTEM MCKA3HE JIOTHKE, XUJI-
6eproBcku cucrem, cucrem L.

Ckyn ocHoBHUX cumbona cuctema L, ckyn S(L)

Cxym ocHOBHEX cuMboIa cucTeMa L je CKyTI OCHOBHIX cHMOOTIa CICTeMa
N 6e3 nomohuor cumbosia .
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HNckazne dopmyie cucrema L cy uckasue dpopmyse cucrema N .

Ckyn dopmyna cucrema L, ckyn F(L)

Ckyn dopmyna cucrema L, ckyn F(L), unne nckaszHe ¢opmyse Tor
cucrema L, j. ckyn F(L) je jemnak ckymy F(N).

Konaune ckynose dhopmyna cucrema L o3Hagasaliemo kao y cucremy N. Cana,
ca CKyIIOM aKCHOMAa W CKYIIOM IIpaBma m3Bohema, mcrnosbuhe ce pasnmke m3mehy
cucrema N u L. Axcmome cucrema L cy moceGum enementn ckyna F(L), Tj. Heke
uckasue Gpopmysie, a IpaBuyio u3Bohema cucrema L je jeHa pesanuja ayKuHe 3 Ha

ckyny F(L).

Ckyn akcuoma cuctema L, ckyn A(L)
Al) A= (B=A)

(

(A2) (A= (B=0)=(A=B)=(A=0))
(A3) (A=B)=A)=A

(A4) A= (B=(AAB))

(A5) (ANB)= A

(A6) (ANB)= B

(A7) A= (AV B)

(A8) B = (AV B)

(A9) (A=C)=(B=0C)=((AvB)=10))
(

A10) 1=A
rie cy A, B u C npoussosbHe dopmyIie.

Baxxuo je mcrahn ma cmo mamomenom ma A, B m C mory 6uTw mpouw3BOJbHE
dopmysie y cTBapu pEKJIM A HABEJIEHEe aKCHOME MPEICTaB/hajy cxeme akcumome. Ha
npumep, ako y 1oj cxemu (Al) ma mecro dopmyisie A craumo dopmyny B = C; a
Ha Mecto dopmyne B craBumo dopmyny A A D, taga 100HjaMo aKCHOMY CHCTEMA
L:(B=C)= ((AND)= (B=0)).

Ckyn npaBuna ussoljera cucrema £, ckyn R(L)

Cucrem £ mma jeaHo mpaBuiio u3Bohema, npasmio modus ponens:
A A= B
B
rie cy A u B upoussosbre ¢popmy.ie.

MP

Jecdbunuunja gokasa y cucremy L

Hokaz y cucremy L je konayan uu3 dopmyia (n > 1)
F17 ) Fn;
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rae 3a cBaky dopmyny F;, 1 <i < n, Baxu:

niu F; je akcuoma

wiu je F; 3akspyuak unpasusia M P (modus ponens) uuje npemuce cy
meke on popmyna u3 uusa Fi, ..., F), nHIekca Mamer of i.

3a mokas Fi, ..., F, hemo pehu ma je mokas dhopmymne F,,. Bpoj dopmyna
KOje Ce MOjaB/byjy y TOM JI0Ka3y, Opoj n, 3BalieMo IyKHHOM TOT JTOKa3a.

Mu hemo mokasze cucrema L TIpefCcTaB/bhaTH U y ODJIUKY apBera. Hawwme, cBaku
noka3 Fy,....F, y cucremy £ MOXKEMO TIPEJICTABUTH jeTHUM JIPBETOM y YHjeM KOPEHY
je dopmyna F,,, na jqucrosumMa cy cse dopmyse Tor gokasza (ausa F,....F,) koje cy
aKCcHOMe, a CBAKO TPaHAIbe TOT APBETA je ONMpPaBIaHO IpaBuiaoM m3Bohema M P tako
IIITO Ce y JIOEeM YBOPY TOI MPaHarba HAJIa3u 3aKJ/by9aK paBuia, neka dpopmyrna Fjy,
a y rOpmHAM 9BOPOBUMA Cy MPEMUCE TOr IpaBuia, Heke dpopmyne u3 auza I, ..., F,
WHIEKCA MAEer O 1.

Hecdbunununja teopeme cucrema L

VY cucremy L dopmyna F je Teopema AKKO moctoju 6ap jegaH T0Ka3
dopwmyne F' y cucremy L. Jla je dbopmyna F teopema o3nauasahiemo ca
Fe F unu F F| a Taj moka3 je jeman qokas3 teopeme F'y cucremy L.

YV HapemHOM TpHMepy MpeAcTaBulieMo jemaH J0Ka3 Teopeme y cucrtemy L.

Mpumep 9 Tlokaxkumo na je TayTosoruja pedIeKCHBHOCT UMILIAKAIIN]E,

B = B, jenna teopema cucrema L. IlpaBumo cienehe apso:
Ax2 B = ((B= B)= B)

(B=(B= B))= (B= B) B = (B = B)

nie je Az2 dopumyna (B = (B = B) = B)) = (B = (B = B)) = (B = B)).

EBo Tor mokaza y obiuky Huza.
1. (B=((B=B)=B))= ((B=(B= B))=(B=B))
(oBo je akcmoma (A2) rme: A je B, Bje B= BuC je B)
2. B= ((B= B)=B)
(oBo je akcmoma (Al) rue: A je Bu B je B= B)
3. (B=(B=B))=(B= B)

(3akspyvax nmpasmia MP u3 1. u 2.)
4. B= (B = B)

(oBo je akcmoma (Al) rae: A je Bu B je B)
5. B=B
(3axkmpyvak mpasuna MP u3 3. u 4.)

Hakae, dopmyna B = B je teopema cucrema L, 1j. o B = B.
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Caza hemo nokazaru HeKa CBOjCTBa Jl0Kaza y cucremy L.

TEOPEMA 1

V cucremy L Baxku:

(1) AkojeT'F AuT C A, oHga je AF A.

(2) Baxu I' = A ako n camo ako noctoju koHadaH noackyn A ckyna I' Takas aa
Baxu A F A.

(3) Ako je ' A n 3a caky cdopmyny B u3 ckyna I Baxun A - B, onpa Baxu
AF A

JIOKA3

I' v A 3maum ga y cucremy L mocroju joka3 ¢dopmyie A u3 ckymna
xunore3a I' (ogemax 3.1), 1j. na nocroju uuz dbopmyna Fi,..., F,, rakas
na je F, dopmyna A, a 3a cBaky dopmyny F;, 1 < i < n, Baxku: uiu
je F; akcmoma mu je F; u3 ckyna I', mm je F; 3ak/pydak npasuna M P
YHje MpeMuce cy HeKe JBe TpeTxoaHe (opmMysie TOr HI3A.

(1) Kako Baxku I' C A, onmax mMaMo 12 je cBaka opMmysa U3 HU3A
Fi,..., F,, wim akcuoma uim dopmyia u3 ckyna A (jep je I' C A) uim
3aksbydak mpasmia M P w3 Heke ape mperxomHe (opMmysie TOT HH3a.
Jaxksie, umamo jenan goka3 ¢popmysie A u3 ckyna xunoresa A, tj. A F A.
(2) TIpsu geo: mpernocrasumo fna Baxku I' - A. Heka je A ckyn HauntmbeH
o ceux dbopmyrna u3 uusa Fi,..., Fj, koje npunanajy ckymy I'. lobujamo
n1a je A KoHauaH moiackym ckyma I, a cBaka dopmyna u3 uuza Fy,..., F,
je WM akcuoMa, WM Ipuaga cKymy A win je 3akspydak mpasuaa M P,
1j. Baxku: A F A. Jlpyru jeo: NpPeTIoCTaBUMO Ja [IOCTOjU KOHAYAH
nozckyn ckymna I, ckyn A, 3a koju Baxku A F A. Crora Ha OCHOBY
ocobune u3 gena (1) mobujamo T' - A.

(3) oo 3a cBaky dopmyay B u3s ckyna I’ Baxku A F B, 1o 3Ha4u 12 3a
cBaky Ty (OpMyITy TOCTOjH J0Ka3 13 ckyna xunore3a A. Axko y mokasy
dopmyse A u3 ckyna xunoresa I', nokasy F,..., F,, cBaky dopmyiry B
KOja IpHIaZa CKyiy [ 3aMEHUMO HBEHUM JIOKA30M U3 CKyIa XUIOTE3a
A (xoju je meku um3 dhopmysa), ouga g06ujamo Hu3 GopMyna Koju ce
3aBpraBa dhopmynom A u y Kome je cBaka (pOpMysa WM aKCHOMa, HJIH
dopmyna ckyna A win 3ak/bydak npasuia M P u3 Heke JBe MpeTxoaHe
dopmyie Tor Hu3a. To 3Hauu 1a je To jenan gokas3 gpopmyie A u3 ckyna
xunore3a A, 1j. Baxu A F A.

&

Ha kpajy oBora oze/bka, y KOMe je npejcras/ber cucrem L, jokasalieMo 3Haqajuy
ocobuny cucrema L, TeOpeMy IeayKIuje.

TEOPEMA 2 (TEOPEMA OEOVKUMIE)
3a npouzsossHe popmyne A u B un Heku ckyn copmyna ¢ Baxku:

ako je PU{B} F A, onpaje P+ B = A
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IIpe crporor mokasa TEOPEME AEAVKUMIE nahemo jeman, mame dopmaJiaH,
JIOKa3 Te TeopeMe y KOMe Cy JOKA3W MPE/ICTAB/HEHN KA0 KOHAYHA JIPBETA.
Hoxas dopmyre A u3 ckyna xunoresza PU{B} je jenan au3 dpopmyna. Heka cy dbop-
Mmyste Aq, ..., Ax CBe akcmoMe Koje ce TojaBjbyjy y TOM n0ka3y, dopmyne Fi, ..., F,
cee dbopmysie u3 ckyna P koje ce mojaBibyjy y TOM mokasy (rae k u m mory OuTu u
0) u jom dpopmysa B ce nojasibyje y Tom qokazy. O Tor JoKa3a MOKEMO HAIPABHU-
TH jeJIHO KOHAYHO ApBO Y/ Ha cienehu naumn. Kopen Tor apsera je dopmyna A.
Ha nucroBuma cy ¢opmyse Ay, ..., Ag, F1, ..., F,, u B, a cBako rpaHaibe je onpas-
gano npasuiom M P, Tj. y ¢cBakOM 4YBOpY KOju Huje jucT je Heka dopmyita F uy
YBOPOBUMA, OJIMAX W3HAM e cy dopmysne oonmka D u D = FE| 3a Heky dbopmyay
D. Cana spmmmo cienehe Tpancdopmarmje Tor apeera v/ .
IIpBu kopak: cBaky dopmysny F' koja ce mojaBibyje y ApBery \/ 3amMemyjeMo Gpopmy-
gom B = F. To 3uauu 1a je y KopeHy HOBOT jpBera ¢opmyna B=A. Ha weroBum
JIACTOBMMA, MOZKE Ce LI0jaBuTu jeuna oz ciaejehux dopmyna: unmu B=A;,1 <5 <k,
aKoO je Ha JIMCTy CTapor ApseTa Omma akcnoma Aj; unmn B = F;, 1 <4 < m, axo je na
JINCTY cTapor ApBeTa Ouia xumore3a F; u3 ckyna @; wim B = B, ako je HA JHUCTY
crapor apeera 6usna xunore3a B. Ha kpajy, cBako rpaname (U3 crapor apsera) y
qrjeM J0IeM IBOpY je Heka ¢opmyna E mocie Tpancdopmalimje nMa o0nK:

v/ v/l
B= (D= E) B= D

/

B=E (*)

rae ¢y V' m vy menosm mOBOr Apmera m3Hax pemom dopmyne B = (D = E) u
dopmyne B = D.

Jpyru Kopak: y CBAKOM YBOPY KOjU HHUje JIUCT TpaHambe je obnuka (*) u Huje onpas-
JaHo mpasusioM M P, 3aT0 Taj /1e0 mcermaMo U Ha HerOBO MECTO CTaBJbaMO:

<’

(B= (D= E))= (B= D)= (B= E)) B:(laE)

(B= D)= (B> E) B = D

rae je dopmyna (B = (D = E)) = ((B = D) = (B = E)) akcuoma cucrema
L wm cBa rpaHama Cy ompasaana mpasuiaom MP. Ha cBaku ox jmcroBa mapBera v/,
y 3aBUCHOCTH 071 POpMYJe KOja je Ha TOM JIMCTY, KaJeMuMO Heko JipBo. Ha cBaku
muct B = A;, 1 < j <k, ogo3ro kasemumo ciefehie 1pBo:

Aj = (B:> Aj) Aj

\/

B:>Aj

Ha 9IHjuM JEcToBHMA cy akcuoMe A; u A; = (B = A;), a rpaHame je OIPaBIAHO
npasuimom M P. Ha cBakm quct B = F;, 1 < ¢ < m, omo3ro kamemumo ciejehe
JIPBO:
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HA YUjUM JIICTOBMMA Cy xumore3a F; u3 ckynma ® u akcuoma F; = (B = F)), a
rpaHame je ompaBmano nmpasuaoMm M P. Ha cBakm jquct B = B 0103ro KajJeMuMo
noka3 teopeme B = B u3 [lpumepa 9 Ha 4Umjum JucTOBAMA Cy aKCHOME, a CBa
rpanama cy onpasaana nmpasuiom M P. IIporec Tpancdopmucarma moaa3HOr IPBeTa,
nmokasza dopmyne A u3 ckyna xunoresa ® U {B} je 3aspmen. lo6uau cMO IpBO y
qujem KopeHy je ¢popmysna B = A, cBa rpaHama Cy onpasaaHa npasuioM MP u Ha
JINCTOBMMA, TOT JIpBeTa cy min akcuome cucrema L nin dopmysie ckyna ®. lakie,
TO IpBO je nokas ¢opmyne B = A uz ckyna xunoreza ¢ y cucremy L.
A cazma eBo u crporor Jokaza.

NOKA3 TEOPEME AEAVKLWIE

Teopemy hemo gokazaTn MHAYKIMjOM TIO IyKWHM H0Ka3a dopmyre A
u3 ckyna xunoresa & U {B}.

Baza unaykmmje: moka3 dopwmyine A u3 ckyna xunoresa ® U {B} je
ayxmuue 1. To 3Ha9m 1a ce Taj M0Ka3 cacToju camo u3 jeame (popmysie u
TO Mopa O6utu (opmyna A.

Ako je A u3 ckyna ® win ako je A akcuoma cucrema L, onja kopucrehin
Taj nmokas, koju unHu dopmyna A, u akcnomy A= (B=-A) mpaBumo
cnenehu mokas3 dopmyne B=A u3 ckyna xumnoresa P:

1. A (nnm xunoresa u3 ckyna  niam akcuoma)
2. A= (B=A) (akcuoma)
3. B=>A (3akbydak MP u3 1. u 2.)

Axko je A dopmyna B, oHma je mMOTpeOHO TOKA3aTH Ia MOCTOJU TOKA3
dopmyne B = B u3 ckyma xunore3a ®. Y [pumepy 9 cmo mokazaniu
1a je dopmyna B = B teopema cucrema L, Tj. Baxku - B = B, na u3s
() C @, ma ocuoBy mema (1) TEOPEME 1, Baxxu ® - B = B.

Muaykumjcka npermnocraBka: 3a mnpousBosbHe dopMmysie A u B u cKynn
dbopmyna : ako nocroju mokaz A w3 ckyma xunoresa ¢ U {B} nyxxune
Marbe OJ 1, OHJA TIOCTOju M0Ka3 (popmyne B = A u3 ckymna xumore3a P.

JIoKazKMMO J1a TeopeMa BarKu M 3a Mpou3Bosbhe dopmyine A u B u ckyn
dopmyna @ u noka3 dbopmyse A u3 ckyna xunoresa ® U {B} ayxune n:
ako nocroju goka3 A us ckyna xunoresa ®U{B} nyxune n, onua nocro-
ju nokas gopmyne B = A u3 ckyna xunoresa P.

Heka je C1,...,Cy, jenan mokas dopmyne A u3 ckyma xunoresa ¢ U {B}
nyxwuue n. Kako je To mokas dopmyne A, ouna je bopmyrna C, y cTBapu
A, 1j. Taj moka3 je uuz: C1,...,C,_1, A. 3a dopmyny A, kao dopmyry
KOja ce TmojaBibyje y TOM I0Ka3y, moctoje cienehe gerupu moryhmocTm:

(1) A je akcuoma;
(2) A je neka xunoresa u3 ckyna ® U {B} koja uuje B;
(3) A je xunoresa B u3 ckyna ® U {B};
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(4) A je saxsmyuax mpasmwia M P, tj. mocroje dopmymne C; u C; Tor
nokasa (rme cy ¢ u j Mamu on n) Takse ga je C; obmuka C; = A.

VY cnyuajesuma (1), (2) u (3) mocTynamMo CiAu9dHO Kao y 6a3u MHIYKIIUje
u nobujamo J1a mocToju moka3 dopmyie B = A u3 ckyna xumnore3a P.
Y cayuajy (4) nocmarpamo cieznehe pesnose pokasa Ch,...,Cph—1, A: neo
Ciyeey Ci 1 peo Ch,..., Cj. Cse dopmyiie Tux J1ej10Ba Cy aKCHOME,
xunorese n3 ckyna ® U {B} nin 3akmyurn M P, Tj. ™1 menoBu Cy mo-
kazu pegoM dbopmyna C; u C; u3 ckyma xunoresa $U{B}. dyxume Tux
JIOKa3a Cy PeJIoM ¢ 1 j, Tj. BUXOBe AyXKHHE cy Mame o1 n. [Ipumemyjemo
MHIYKIMjCKy TpeTnocTaBKy Ha dopmyne C; u C; Koje nMajy JOKa3 W3
ckyna xunore3a O U {B} myxune Mame 01 n: TOCTOje TOKA3W U3 CKyTIa
xunoreza ® 3a dopmyne B=C; u B=C}, rae je C; obuuxa Cy=A, 1j.
nocroje nokasu: Dy, ..., D,, = B=C; u Ey, ..., E; = B=(C;=A) (3a
m,l > 0). HazmoBesuBamwem Tux mokasza nobujamo uus: Di,..., Dy,_1,
B=C;, Ey,..., Ei_1, B=(C;=A) auje dopmMyie Cy Wid aKCHOME KK
dopmyme u3 ¢ nnn 3akspydrnu npasuaa M P. Taj uu3 Hacrasmamo, 10-
najyhin caenehie dopmyne: (B = (C; = A)) = (B=C;) = (B = 4))
(akcroMa), 3aTMM 3aKibyuak mpasmia M P u3 te akcnome m u3 Hop-
myne B = (C; = A): bopmyay (B = C;) = (B = A) u Ha Kpajy 3a-
kpydak M P u3 e ¢popmyne u u3 dopmyse B = C;: dopmyny B = A.
Hanpasmpenn uau3 dopmyna gamae GopMmysie O KOjUX je CBaKa WM aK-
cuoMa WU Xurnore3a m3 ckyma ® mim je 3akspydak mpasuia M P u3
mpeTxoaHuX (popMysaa HU3a, Tj. TO je jeman mokas dopmyiae B = A us
ckyma xumore3a P y cucremy L.

3.2.4 ExkBuBajseutnoct cucrema N u L

V oBom omemKy hemo mokasatn ma cy cucrem N u cucrem L eKBUBAJICHTHHU, Tj.
cBaka (hopMysa Koja je Teopema cuctema N oHa je Teopema u cucrema L U OOpPHYTO.
To 3Haum Ja Cy Ta JBa CHUCTEMa /IBA €KBMBAJIEHTHA HAYMHA 33JaBama (IpeicTan-
Jbakba) UCKa3He Joruke kao dbopmasue Teopuje. Ilpso hemo jgokazaru jeany sesy
uzmely jokaza ceksenara cucrema N u jokaza uz xunoresa cucrema L.

TEOPEMA 3
Axo je cekseHT I' = A gokasus y cuctemy N, oHaa y cuctemy £ noctoju fokas bopmyne
A n3 ckyna xunotesa I
[IOKA3
Ha mouerky mpuxsarumo cieziehu Jorosop: kaja OyJeMO FOBOPHUJIH O

TOME /13 II0CTOju HeKH JoKa3 (popmysie C' U3 cKyla xunoresa A y cucremy
VA

VA ‘
L onya hieMo npBO TOr 10Ka3a IpejsCcTaBUTH o wm .
C
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Teopemy hemo moxkazaTu WHAYKIHjOM IO JIyKUHHU JI0Ka3a D cexkBeHTa
't Ay cucremy N, rae nyuny goKasa gepUHAIIEMO Kao O6poj IpaBuia
n3BOhema y TOM JIOKa3y.

Baza unnyknuje, moka3 cekpenra I' H A uma gyxuny 0, Tj. Taj goka3
HEMa HU jeJIHO IpaBujo u3pohema. To 3uaum na je cekpenr I' F A akcu-
omarcku cekBernT A - A. Y cucremy L 1o je nokas ¢popmyiie A uz ckyna
xumore3a { A} u mera unnu cama dopmyna A.

Muaykumjcka npermnocTaBka: TEOPEMa BaXKW 33 CBAKU JOKA3UB CEKBEHT
cucrema N 4mju goKa3 nMa AyKUHY Marmby OF 1.

[Tokazkumo ma TeopemMa BarKé 33 CEKBEHT YHjU [TOKA3 je IyKUHE N.
[Tocmarpamo gokas D cexsenra I' H A koju je myxube n. Ilocieame
MTPABUJIO TOT JOKA3a MOXKe OuTu OMJI0 KOje MpaBmJIo N3BOhEma p CUCTEMA
N, 1j. nokas D je obimKa:

D/ DI/ D///
F/ '_ A/ F// '_ A// F/// '_ A///
TFA p

rje Heku oj gokasa D', D, wmu D", mory pna me nocroje. Topmu
cekBeHTH Tpasmia p, ceksentn IV H A TV A" m T = A", cy
nokasuBHu y cucremy N U BUXOBH JOKA3HW UMAjy jeIHO MPABHJIO U3BO-
hema mame Hero mokas cekpenTa I' = A. Crora he 3a mHUX BazKuUTH
MHYKIIAjCKA TPeTnocTaBka. VMaMmo BuIle ciiydajeBa y 3aBHCHOCTH Ol
TOra KOje je LocJe/ibe IpaBu/io u3sohjemwa aokasza D cekpenra ' - A.

< Ilocnenmwe npasmiio nokaza D je ysoheme A, ma je mokas3 D:

Dl D//

A+ B AFC
— AU
AUAFBAC

acekpear ' F A je AUA F BAC. Tpeba nokaszaru na y cucremy L
moctoju moka3 dpopmyne B A C u3 ckyna xumore3a A U A. Ha ocHoBy
WHIYKIMjCKe MPETIIOCTABKe y cucreMmy L mocToju mokas dbopmyne B u3
ckyma xunore3a A u nocroju goka3 dopmyne C' u3 ckyna xumnoreza A.
Kopucrehu re jokaze y cucremy L npaBumo JpBO:

VlA
B= (C=(BA Q) B
/ va
C=(BA C) c
'\ /

BAC

VA va .
JIucToBu OBOT JpBETA Cy JIUCTOBH JIpBETA B U IpBeTa c (Ha KOJUMa

cy umm akcuome uiu bopmyse u3 ckyna A, ogHOCHO A) n JUCT HA KOME
je akcmoma B = (C' = (B A C)). Ocranu 4BOPOBH HOBOI APBETA Cy
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. VA va
YBOPOBU (KO_]I/I HUCY JII/ICTOBI/I) JpBera B U ApBeTa o U ABa 4YBOpa y

kojuma cy dbopmyae BAC u C = (BAC), u y CBAKOM Of TUX IBOPOBA
je 3ak/pydaK jemne mpumene npasusia M P. Jlakie, 0BO HOBO JIPBO jecTe
jenmaun jnoka3s y cucremy L dopmyine B A C u3 ckyma xunoreza A U A.

< Iocneamwe npasuso nokasa D je enumunaumja A, na upumep (AE7).
Haxkge, nokas D je:
D/
I'-AAB

N Eq
I'HA

Tpeba mokazaru ga y cucremy L mocroju nokas gopmyse A u3 ckymna
xunore3a ['. Ha ocHoBy mHIyKIimjcke mpeTmnocTaBke y cucremy L moc-
Toju goka3 gpopmyne AA B u3 ckyna xunoresa I'. Kopucrehu Taj nokas

paBuMoO JIpPBO:
vr

(AN B)= A AN B

T~

A

JIncTOBM OBOT JIpBETA Cy JMCTOBH JIPBETA (Ha KOjUMa Cy UJIM aK-

T
ANB
cuome winu dopmysie u3 I') u sucr na kome je akcuoma (A A B) = A.
Ocranu 4BOPOBU HOBOT ApBETA Cy YBOPOBU (KOjU HUCY JIUCTOBU) IPBETA
A g 1 IBOP Y KOME je popmyna A, u y cBAKOM OJI, THX YBOPOBA je 3a-
KJby9aK jemme npuMene npasmia M P. Jlakie, To HOBO JPBO jecTe jeman
noka3 y cucremy L dopmyine A u3 ckyma xunore3a I'. YV ciaydajy kaza
je (AFs) nocienme MpaBuso A0Ka3a D mocTynaMo aHaaorHo.

< Ilocnenmwe npasmiio nokaza D je ysohemwe =, na je moka3 D:
Dl
n+C

— Sy
I'FB=C

aceksear I' F A je ' F B = (. Tpeba nokazaru mga y cucremy L
moctoju noka3 dopmyne B = C u3 ckyma xunore3a . Ha ocmoBy
WHIYKIIHjCKe MPETTIOCTAaBKe y cucremy L mocToju moka3 dbopmyne C' u3
ckyna xurore3a I';. Crora Ha ocHOBY Jneia (1) TEOPEME 1, HOCTOjH
nokas dopmysie C u3 ckyna xunoresa [y U{B}. I3 nedununuje npasu-
na (= U) 3a ckyn I umamo: I' =T’y wmm I' = I'1\{B}. Hakie, y oba
ciydaja umaMo aa y cucremy L nocroju jgokas ¢gopmysie C u3 cKyna
xunoreza I' U {B}. lakie, Ha ocHOBy TEOPEME JEAVKUWIE, y cucremy
L mocroju moka3 dpopmyne B = C u3 ckyna xumnore3a [
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< llocnenme mpaBusio fokaza D je emmMuHaImja =, Ma je J0Ka3 D:
D/ D//
AFB= A A+ B
AUAFA

=FE

acekpeuir ' H A je AUA F A, Mopamo nokasaru Ja y CHCTEMY
L nocroju noka3 dopmysne A w3 ckyma xumore3a A U A. Ha ocHoBy
WHIYKIMjCKe MPETIIOCTABKe y cucremy L mocToju mokas dbopmyne B u3
ckyma xunore3a A u octoju 1oka3 popmyie B = A u3 ckyna Xunoresa

A. Kopucrehu te nokase mpaBuMoO HOBO APBO:
VA va

B= A B
A /

JlucroBu OBOT ZpBeTa Cy JIMCTOBHU JIPBETA VA JpBera VA
B B=A
juma cy unm akcuome wim opmyine u3 ckyna A, oxuocuo A). Csu
0CTaJIu YBOPOBU HOBOT JIPBETa Cy YBOPOBHU (KOjU HUCY JIMCTOBH) JPBETA

VA 4 JpBETa
B B=A
YBOPOBA je 3aKJ/bydaK jemgHe mpuMene mpasuia M P. Jlakje, TO HOBO
JIpBO jecre jemaH moka3 y cucremy L dopmyne A w3 ckyna xummoresa

(na Ko-

u 9BOp y KoMme je hopmyna A, n y CBAaKOM O THX

AUA.
< Tlocmenme mpapuio gokasa D je yeoheme V, Ha nmpumep (VU7). Jakie,
noka3 D je:
D/
I'HB
— Vv U;
'BvC

acekpear ' H A je I' F BV C. Ocraje ga oKaxkeMo J1a y CHCTEMY
L mocroju poka3 ¢opmyie BV C u3 ckyna xumnoreda I'. Ha ocHoBy
MHJYKIIMjCKe IpeTinocTaBke y cucremy L nocroju Joka3 dopmysie B u3
ckyna xunore3a . Kopucrehn taj noka3 mpaBumo 0BO IpBO:
vr
B=(BV O) B

/

Bv C
vr .
JIucToBH OBOT ApBETA Cy JIUCTOBU JPBETA, B (Ha KOjuUMa Cy U/ aKCUOMe

win dopmyse n3 ckyna I') u suct Ha KoMme je akcnoma B = (BVC). Csu
OCTaJIM YBOPOBU HOBOT JIPBETa Cy YBOPOBHU (KOjU HUCY JIMCTOBH) JAPBETA

VI g 49BOp y Kome je dopmyna BV C, u y cCBAaKOM O THX YBOPOBA je

3akJbydak jemHe mpumene mpasmia M P. Jlakie, TO HOBO APBO jecTe
jenan gokas y cucremy L dopmyre BV C u3 ckyma xunoresa [, Y
cyuajy kaga je (VUs) nocaenme npaBuio y D mocrynaMo aHAJOTHO.
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< llocnenme mpaBmyio gokaza D je emmmuHanmja V, ma je mokas3 D:

24 D D
A+-BvVC A FA @1|—AvE
AUAUBF A

aceksenT ' - A je AUAUO F A. Tpeba mokazatu ga y cucremy L
nmocroju nokas gopmysre A u3 ckymna xumnoreza A U A U ©O. Ha ocHoBy
WHIYKIHjCKe TPETIOCTaBKe y cucreMy L moctoju mokas3 dopmyne BV C
u3 cKyIa xunoresa A, nocroju nokas ¢gopmyiie A u3 ckyma xumnore3a Aq
u noctoju n1oKa3 gopmysie A u3 ckyna xunoreza 01. Crora Ha OCHOBY
nena (1) TEOPEME 1, nocroju Joka3 ¢dopmysie A u3 ckyua xuuoresa
Ay U {B} n nocroju nokas ¢dbopmyie A n3 ckyma xunoreza 01 U {C}.
U3 nedpununuje npasuia (VE) 3a ckynose A u © umamo: A = A
wim A = A\\{B}; u © = ©; wm © = 0,;\{C}. [akme, y cBum
TUM CJIy4ajeBHMa UMaMo Ja y cucremy L mocroju jgoka3 (opmysie A u3
ckyna xunoreza AU{ B} u mocroju nmokas dopmyne A u3 ckyna xunoresa
© U {C}. "3 ra apa mokasza, Ha ocHOBY TEOPEME AEAVKUWIE, nmMamo
na 'y cucremy L mocroju nokas dopmyne B = A u3 ckyma xumnoresa A
u mocroju goka3 dopmyne C' = A uz ckyna xunore3a ©. Kopucrehu te
JIOKa3e, IIPABAMO JPBO:

Va
Az9 BlA Ve
/ |
(C= A)=((BV C)= A) C= A
\ / VA
(BVC)> A BV C
\ /

A
rae je Az9: (B = A) = ((C = A) = ((BV C) = A)) (akcuoma, (A9)). JIu-

CTOBHU OBOT JIpBETa Cy JINCTOBU JIPBETA , IpBETa ¥ JIpBeETa

B= A C=A

AV
BvC
¥ JINCT HA KOME je akcuoMma (B = A) = ((C = A) = ((BVC) = A)). Csu
0CTaJIM YBOPOBU HOBOT JIPBETA Cy YBOPOBHU (KOjU HUCY JIMCTOBH) JAPBETA

va
B=A C=A
(C=A4)= ((BVC)=A),(BVC)= Au A, uy csakom oz TuX
YBOPOBA je 3akJby4ak jemare mpumene npaswmia M P. Ctora, TO HOBO
IpBo jecre joka3 dopmyse A u3 ckyna xunoresa AUO UA y L.

(na xkojuma cy wim akcuome miam popmysie u3 ckyna AU O U A)

, IpBeTa U IpBeTa BV\/AC ¥ 9BOPOBU Y KOjuMa cy ¢popmyJie:

< Iocnenme mpaBuyio nokaza D je emmmuHanmja L, na je mokas D:
D/
I+ L
T'HA

1FE
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Tpeba mokazaru ga y cucremy L mocroju nokas gopmyse A u3 ckyna
xunore3a . Ha ocHOBy wHIyKIMjcKe TpeTrnocTaBke y cucremy L TOC-
Toju nmoka3 ¢opmyne | m3 ckyma xumoresa . Kopucrehn taj mokas
MPABUMO HOBO JIPRO:
vr
1= A 1

\/

A

vr .
JImcToBM OBOT ApBeTa Cy JIMCTOBH JIPBETA N (Ha KOJUMa Cy HJIA aK-

cuome uim opmysie u3 ckyna I') u jmcr Ha kome je akcuoma L = A.
CBu Apyru 4BOPOBHM HOBOL' JApBETa Cy 4BOPOBU (KOJU HUCY JIMCTOBH)

JpBETA VJ_F " 9BOP y KojeM je (popmyna A, u y CBAKOM OJ TUX YBOPOBA

je 3akJpydak jemne mpumene npasuiaa M P. Jlakie, To IpBO jecTe jeman
nokas y cucremy L dopmyne A uz ckyma xunoresa I.

< Iocnenmwe npasuio nokasa D je Ilepcoso npasuio, 1j. m10ka3 D je:

D/
FTU{A=B}FA
TFA

Pers

Tpeba mokasatu ma y cucremy L TOCTOju m0Ka3 dopmyne A u3 cKyma
xunore3a I'. Ha ocHOBy MHIyKIMjcKe IpeTrocTaBke y cucremy L Toc-
Toju moka3 ¢opmysne A uz ckyna xunoresa I' U {A = B}. U3 osor
nocjenmer JoKa3a, Ha OcHOBY TEOPEME AEAVKUWMIE, umMaMoO ma y CHC-
remy L nocroju pokas ¢opmyse (A = B) = A u3 ckyuna xunoresa I
Kopucrehnu Taj mokas mpaBumMo HOBO JIpBO:

vr
(A= B)= A)=> A (A= B)= A
A
vr .
JlucToBHu OBOr IpBETa Cy JHUCTOBH APBETA Ha KOJUMa C
1p y P (A= B) = A ( j y

win akcuome uin dopmyie u3 I') u akcuoma (A = B) = A) = A.
Ocramu YBOPOBU HOBOT JPBETA, Cy YBOPOBU (KOjU HUCY JTUCTOBHU) JAPBETA
vr
(A=B)=A
je 3akJpydak jemne mpumene npasuia M P. Jlakie, TO HOBO JpBO jecTe

jenan joka3 y cucremy L dopmyrne A uz ckymna xunoresa .

7 9BOp y KojeM je dbopmyna A, My CBAKOM OJ THX YBOPOBA

BakspydyjeMo: 3a CBAKM JOKa3WB CeKBEHT cucrema N, HEKH CeKBEHT
' A, y cucremy L mocroju mokas dopmyiie A w3 ckymna xunoresa I'.



3.2. TCKASHA JIOTUKA KAO ®OPMAJIHA TEOPJA 143

TEOPEMA 4
®opmyna F je Teopema cuctema £ ako n camo ako je F' Teopema cuctema N

[IOKA3
nPBU [EO:

Ako je dbopmyna F' Teopema cuctema L, oHaa je F Teopema cuctema N.
[OKA3

[TpBo Tpeba joKa3aTw ja Cy CBe akCHOMe cucrema L TeopeMe CUCTeMa,
N. JIpyraumje pedeno, 3a ceaky akcuomy A cucrema L Tpeba mokazaTn
1a je cexsent A mokasue y cucremy N. To cmo mMu Beh mokasamu y
3agaunma 8-15 onespka 3.2.2. [lakie, cBe akcuome cucrema L Cy TeO-
peme cucrema N. Octaje jom ga, kopucrelin Ty 0COOHHY, HOKasKEMO
Ia je u mpom3BoJbHA TeopeMa cucrema L Teopema cucrema N. Heka je
dopmysa F' reopema cucrema L. Y cucremy L nocroju jgokas3 popmysie
F. Axo Taj mokas mpencTaBuMMO Kao APBO, OHIA jeé TO KOHAYHO APBO Y
qujeM KopeHy je dopmyna F, Ha CBAKOM JINCTY TOT JPBeTa je HeKa aK-
cuoma cucreMa L U CBAaKO I'DAHARE je OMPAaBIAHO MPABUIOM H3BODEHA
MP. Ha ToMm apBeTy HAIpaBHMO ciaefehe m3MeHe:

(1) Ha cBAKOM JIMCTY 3aTe4eHy aKCMOMY A 3aMEHMMO J[PBETOM J0Ka3a
cekpenTa - A u3 cucrema N Koju cMo Hampasuin y 3agauuma 8-15 u
(2) y cBakom uBopy 3aTeueny dbopmysny D 3aMEHUMO CEKBEHTOM ODJIMKA
F D, na u y kopeny Tor apsera dopmyny F 3amenumo cekBenToMm F F.
Hobumu cmo #HOBO ApBOo. IlnTaMo ce ma ju je TO APBO jeTaH T0KA3 Y CHC-
remy N? IIpBo, CBM JIMCTOBU TOI ApBETa Cy JUCTOBU JI0KA3a CHCTEMA
N n3 3apaTaka 8-15, 3Haun Ha BUMa Cy akcnomaTcku cekpenTn. Qctaje
jOIII J1a TTPOBEPUMO YWMe Cy ONpABIAHA TpaHarba y TOM IApBETY. AKO
je TO rpaHame y Jely JApBeTa KOjUu ce 3aBplliaBa CeKBeHTOM H A, rje
je A meka akcuoma cucrema L (TO je rpaHarbe HEKOr O JI0Ka3a MpeJi-
craBbenux y 3agaumma 8-15), oH/a je OHO OIPABJAHO HEKUM IIPABUIIOM
uspobema cucrema A. AKo je TO rpaname y Jejy ApBeTa Koje je 1oc-
Tojasio y mpeery mokasa dbopmyne F y cuctemy L (u TamMO ONpaBIaHO
npasuyiom MP), orga je y cucremy A TO rpaHame ONpaBIaHO TTPABIIOM
eJIMMUHAIM]E BE3HUKA, =, npaBuioM (=F). 3ak/bydyjemMo Ja cy Ha JIuc-
TOBMMA HOBOT' JIPBETA AKCHOMATCKU CEKBEHTH, & CBAKO HECOBO TPAHAME
je ompaBIaHO HEeKHM IpaBmiIoM m3Bohema cucrema N, ma To ApBO jecTe
jeman moxas y cucremy N y umjem je xopeny ceksent F F. Crora 3a-
KJbydyjemo ma je cexseHnT - F nokasus y cuctemy N, Tj. dbopmyna F
jecre Teopema, cucrema N

OPYIW OEO:

Ako je dbopmyna F Teopema cuctema N, oHga je F' Teopema cuctema L.
NIOKA3

Kako je ¢popmymra F' reopema cucrema N, TO 3Ha4M 1a je ceKBeHT - F
JIOKa3UB y CUCTEMY N. Ha ocHoBy TEOPEME 3, y cucremy L 1ocroju
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noka3 dbopmysne F u3 ckyna Xuore3a Koju je npasaH ckym. To 3naqn
na je dopmyna F' reopema cucrema L.

&

Exsupanenrnoct ¢popmannaux cucrema N u L 3HAYH Ja HAJABE MOXKEMO jeIHOC-
TABHO FOBOPHUTH O UCKA3HO]j JJOTHIU U TEOPEMaMa NCKA3He JIOTHKE He IMperu3upajyhu
na i mucanmo Ha cucteM N nmn cuctem £. Ocum Tora, cBaxm ImyT Kaja xohemo 1a,
YTBPAMMO 3 JI¥ je HeKa nuckaszHa dgopmyna F' TeopeMa ncka3He JIOTHKE TO MOXKEMO
YPAJUTHU TAKO IIITO HATIPABUMO J0Ka3 Te (popmyse y cucreMy L WM J0Ka3 CEKBEHTA
F F y cuctemy N.

3.2.5 IloTrmyHOCT MCKa3He JIOTUKE

V Mpumepuma 7-9 u 3agaumma 8-16 u3 omebka 3.2.2 MOKA3aJIUd CMO Ja Cy HEKe
tayTosoruje Teopeme cucrema N, Tj. cucrema L. Hawmelie ce caenche murame:
Jla Iu ¥ 3a Jpyre TayToJOrHje BayKu Jia cy Teopeme uckasue joruke? Oarosop
je: JOA. Baxkm m Buie, a TO je Ja HEMa APYIHX TEOPEMa HCKA3HE JIOTHKE OCHM
TAyTOJIOTHja, Tj. CBAKA TEOPEMA UCKA3HE JIOTUKE MOPa OUTH TayTOJIOrnja 1 OOPHYTO,
CBaKa TAyTOJIOTHja je Teopema MCKa3He JIoruke. JIpyradmje pedeHo, Baxu ciemeha
ocobuHa:

dopmyma F' je Teopema MCKa3He JOTHKE aKO W caMO ako je ¢popmyna F Tayronoruja,

Tj. 3a cBaKy dbopmyny F UCKa3HE JIOTUKE BAXKU:
F F ako u camo ako | F.

OBa ocobuHa ce 30Be TOTIYHOCT y mupemM cMuciy. deo:

ako je ¢popmysa F Teopema mCKa3He JIOTWKE, OHIA je F' u Tayrosoruja,
Tj.
akoje FF, ompaje EF
je ocobmHa BajbaHOCTH, & €0
ako je ¢popmyna F' tayrosoruja, oHza je F' Teopema MCKa3HE JIOTHKE,
Tj.
akoje EF, owmmaje FF
je ocobmHA TOTIYHOCTH, Tj. MOTIYHOCT y Y?KEM CMHUCIY .

JIoKayX1uMo TIpBO 18, BayKN OCOOWHA BAaJHAHOCTH.

TEOPEMA 5 (BAJbAHOCT)
Ako je bopmyna F' TeopemMa nUCKasHe Noruke, oHga je ¢popmyna F un Taytonoruja.
JIOKA3

VY moka3y ocobuiHe BAJbAHOCTH MCKA3HY JIOTUKY NEMO MPEICTABUTHA CHUC-

remoM L. Y IPeTXOMHUM OAesbIMMa II0Ka3aau MO cienehe:
(1) ¥ 3apatky 4 ouespka 2.2.3 3a cBaky akcuomy cucrema L 110Ka3ajiu
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cMo Jia je Tayrosnoruja. Jlakie, Baxku ja cy cBe akcuome cucrema L
TayTOJIOTHJE.

(2) ¥V omespky 2.2.4 nokazanu cmo TEOPEMY MP KoOja HaMm I1IOKasyje Ja
mpaswyio MP uyBa Tayrosnoruje, Tj. 1a Baxku: ako cy A m A = B Tay-
TOJIOTHje, OHJA je U B TayTosoruja.

W3 oBux pesymarara cienu ocobmHa Basbanoctu. Hamme, ako je hopmya
F reopema ncka3me joruke, Tj. cucremMa L, OH/Ia ¥y TOM CUCTEMY IOCTOjU
JI0OKa3 y OOJIMKY JIPBETA HA YUjUM JIUCTOBUMA Cy AKCHOME cucreMa L, a'y
CBUM OCTaJMM 4BOPOBUMA Cy 3aKJbyquy upasuia M P. U3 (1) umamo aa
Cy Ha CBUM JINCTOBMMA TOT JPBETA TayTOJIOTHje, a u3 (2) Ja Cy U y CBUM
OCTaJINM YBOPOBMMA TayTojoruje. Jlakie, y CBUM YBOPOBHMA JIOKa3a
dopmyme F' cy Tayromoruje, ma u HopMyia y meroBoM KOpeHy, ¢dpop-
myna F. 3akipydyjeMo Ja CBaKa TeopeMa MCKa3He JIOTUKE MOpa OUTH
TayTOJIOTHja, Tj. Ja BaXKU 0COOMHA BA/bAHOCTH:

akoje FF, oumaje [EF.

Ocraje 1a 10KazKeMO 13 BaXKi OCOOMHA [OTILYHOCTH.

TEOPEMA 6 (MOTNYHOCT)

Ako je cpopmyna F' TayTonoruja, oHaa je popmyna F' 1 Teopema UCKa3HE JIOTUKe.
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IIpBo mOoKaKWUMO HEKE jeJHOCTABHE OCOOWHE KOje Bake 3a TeopeMe HCKa3He JiO-

rUKe, a Koje 0JIaKIIaBajy pajl ca HbUMA.

TEOPEMA 7

3a Teopeme MCKa3HEe NIOrUKE BaXKN:

(1) ako je dopmyna A A B Teopema, oHga cy n cdopmyne A u B Teopeme;
2) ako cy dopmyne A n B Teopeme, oHga je u A A B Teopema;

3) ako je A Teopema, oHpga cy (3a neky dopmyny C) n AV C n CV A Teopewme;

5) dopmyna A < B je Teopema ako u camo ako ¢y A = B n B = A Teopewme;

(2)

(3)

(4) ako je dopmyna AV B Teopema, oHpa je n BV A teopema;

(5)

(6) (AV B) Vv C je Teopema ako n camo ako je AV (B V C') Teopema;
(

7) ako cy popmyne A < B n B < C teopeme, onpa je u A & C teopema.

JIOKA3

Cge oBe ocobuHe je maxime gokazaru y cucremy N . Kopuctumo nedunu-
mmjy ga je C reopema AKKO y cucremy N mocroju mokas cexpenta b C.
(1) ¥V cucremy N mocroju moka3 D ceksenta - A A B. Kopucrehw Taj

D D
FAAB FAAB
JI0Ka3, IpaBuMoO ciejqehe 1okase: i ANEL 1 5 A Eo. akite,

dopmyisie A u B cy Teopeme UCKa3HE JIOTHKE.
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(2) ¥V cucremy N mocroje nokasu Dy u Do penom cexsenTa - A u - B.
D1 Do
FA +B
Kopucrehu te moxase, mpaBumo ciemehn mokas: T E AU. Hakie,
dopmyna A A B je TeopemMa BCKa3He JOTUKE.
(3) ¥V cucremy N mocroju mokas D cexsenra - A. Kopucrehn taj mokas,
D D

aBUMO cjejehe okase -4 VE ~4 V Ey. Jakne, ¢o e
[IPABUMO CJI Kaze: ——— u— . Hakn My
P ACHEA FAave ' rova P ) POPALY

AV Cu CV A cy TeopeMe UCKa3HE JIOTHKE.
(4) ¥V cucremy N moctoju moka3 D cexsenta - AV B. Kopucrehu Taj
JIOKa3, IPABAMO JIOKA3:

D AFA B+FB
rave arsva P Erava’
v % v .
vy v E. Hakie, dopmyna BV A je

TEOpeMa HCKa3He JIOTUKE.
(5) Kaga A < B zanummmo (A = B) A (B = A), ouzga je oBaj zieo
nocrenuna aenosa (1) u (2). Haunme, ako je (A = B) A (B = A) reo-
peMa McKasHe JIoTHKe, oHja y cucrteMy N mocToju nokas D ceKBeHTa
F (A = B)A(B = A). Kopucrehu Taj 10Ka3, IpaBUMO JI0Ka3e:

D D
F(A=B)A(B=A) FA=B)A(B=A)
NEL 1 N E aKJIe opMyJIe
T AS B ! — > Taxie, dopwy

A = B u B = A cy reopeme uckaszue Jjioruke. C apyre crpane, ako cy
dopmyne A = B u B = A Teopeme, ouna y cucremy N mocToje mokasn
cekBenata H A = But B = A, pegom D; u Dy. On HUX TPaBUMO
Dy Dy
J0Ka3: rA=b5rB=4 AU. Hakie, A < B jecre teopema.
F(A= B)A(B=A)
(6) ®opmyna (AVB)VC) & (AV(BVC)) je Teopema UCKa3HEe JIOTUKE
(Mpumep 8 u3 oxespka 3.2.2), ma Ha ocuoy (5), mobujaMo Ja cy Teopeme
u((AvB)vC)= (Av(BvC)u (AVv(BVC)) = ((AvB)Vv(),
1j. y N nocroje nokasu cexsenara - ((AV B)V C) = (AV (BV())
ntk (Av(BVvC)) = ((AVB)V (), perom D1 u Dy. Axo je dopmyra
(AV B) V C reopema, ouga y cucremy N mocroju moka3 D cexseHTa
F (AV B)V C. Kopucrehu Taj qoka3 u goka3 Dp, npaBuMo 10Ka3:
D1 D
F((AvB)VC)=(Av(BV(Q)) FAVB)VC
FAV(BVCO)
Hakme, AV (B V C) je reopema uckasue jornke. C apyre crpaHe, ako
je dopmyma AV (BV C) reopema, ouma y N moctoju nokas D’ cexkBenTa
F AV (BVC(C). Ciuuno nperxofHoM ciydajy, kopucrehu nokaze D' u
D5 u npasusio (= E), upaBumo joka3 ceksenra - (AV B) Vv C. Jakie,
(AV B) Vv C je Teopema UCKa3HE JIOTHUKE.

=F
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(7) Ako cy dopmyne A < B u B < C reopeme, OHIIA Cy, HA OCHOBY
nena (5), reopeme u dopmyse A = B, B= A, B= Cu C = B. To
3Ha4u na 3a cekBenre - A = B F B = A F B=CutF C =B
nocroje gokasu y cucremy N. Kopucrehu mokase ceksenara - A = B
u b+ B = C penom D; u Dy, npaBuMoO 10Ka3 cekBenta - A = C:

D1
Do FA=B AFA
=F
FB=C AFB
= F
AkRC
—=U
FA=C

Ha ciunvan nauwn, kopucrehu mokase cekpenara - B = Au - C = B,
MOYKEMO HAIpaBUTH N0Ka3 cekBenta - C' = A. Jlakiye, nmamo ma cy
dbopmyne A = C u C = A reopeme, ma Ha ocHOBY zena (5) mobujamo
na je u dpopmyna A < C Teopema MCKa3HE JIOTHKE.
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Ocobune Teopema HMCKa3HE JIOTHKE KOje caaa Caeme Cy CAUdHe OCOOMHAMA Tay-
TOJIOTHja JOKA3aHUM y MPETXOAHUM ojebiimMma. JIpyradmje pedeno, mu cmo Beh
JIOKA3aJIM CEMAHTUYKY BEP3Hjy HEKUX 0coOWMHA mCKa3HuxX (opwmyrna, a cama hemo
JIOKa3aTH M CHHTAKCHY Bep3ujy Tux ocobwna. IIpBa TakBa ocobuna je ocobmna
npezcraBbeHa y TEOPEMW MP y onesbky 2.2.4. CunrakcHa Bep3uja TEOPEME M P

je cmenehe TBpheme.

TEOPEMA 8

Ako cy A u A = B Teopeme MCKa3He IOTMKe, OHAA je U1 B Teopema MCKa3He NorukKe.

AOOKA3

C o63upom Ha TO 1 cy dopmyne A u A=B Teopeme UCKA3HE JIOTUKE, 32~
KJBYydyjeMo n1a mocroje Hekn goxkasu Ai,...,A,, = A u C4,...,.C,, = A=B.
Hoxka3z dopmyne B y cucremy L mpaBuUMO HAIOBE3WBAMHEM TOCTOjeNux
gokaza: Ai,..,An = A, C1,...,C,, = A = B u nonaBamem dopmynie B,
Kao 3akpydak npasuiaa M P, auje npemuce cy dopmyne C,, = A= Bu
A, = A, Hakie, dopmyna B uma joka3 y cucremy L, na je ¢opmya
B Teopema ucka3He JOTHKE.

o

Caeneha Teopema onrosapa JIEMV O 3AMEHU EKBUBAJIEHATA u3 ome/bKa 2.2.2.

TEOPEMA 9

V uckasHoj noruum ako je A < B teopema n C' npoussosbHa hopmyna, OHAA BaXu:

(1) popmyna —A < —B je Teopema;

(2) dopmyne (ANC) < (BAC)n (CAA) < (CA B) cy Teopeme;

(3) dopmyne (AVC) < (BVC)nu (CVA) < (CV B) cy Teopeme;

(4) dopmyne (A= C) < (B=C)n (C = A) < (C = B) cy Teopewme;
(5) dopmyne (A= C) < (B C)n (C & A) & (C < B) cy Teopeme.
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JIOKA3

IMokaxumo camo ga je hopmyna (AAC) < (BAC) u3 nena (2) reopema.
Ha ocuoBy gena (5) TEOPEME 7 momto je dopmyna A < B Teopema,
onna cy u ¢popmysne A = B u B = A teopeme. To 3naum jga y cucremy
N nocroje nexn nokasu Dy u Dy penom cekpenta - A = B u cekpeHTa
F B = A. Kopucrehu noka3 Dj, upaBumo cienehu mokas:

Dy ANCEHANC
— ANE;
FA=B AANCFA ANCEANC
= F —_— A
ANCHB ANCHEC

ANCEBAC
=U
F(ANC)= (BAC)

E>

AU

Ha comuan mauwmn, kopucrehm mokaz Dy, MOKEMO HAMPABUTH JOKAa3
ceksenra - (BAC) = (ANC). Hakne, bopmyna (AANC) = (BAC) u
dbopmyaa (BAC) = (AAC) cy Teopeme UCKa3He JIOIMKE, 114 HA OCHOBY
nera (5) TEOPEME 7, u dopmyna (AAC) < (BAC) je Teopema McKa3He
noruke. Jlokasu 3a cBe Apyre (opmyJie IpaBe ce Ha CAUYaH HAYWH.

&

Creneha reopema je cunrakcua Bep3uja TEOPEME O 3AMEHV EKBUBAJIEHATA u3
ozebKa 2.2.2. 3a 10Ka3 Te TeopeMe MOXKeMO CIMKOBHUTO pehu na je moka3 TEOPEME
O 3AMEHU EKBVIBAJIEHATA y KOME je ped TayTOJIOIhja 3aMerbeHa pedjy Teopema. Ty
Teopemy hemo dopmynucarn 3a cucreMm L MCKa3HE JIOTUKE.

TEOPEMA 10
V cucremy L 3a npoussossHe dopmyne C, D n F n nckasHo CNOBO P BaXu:
ako je - C < D, onpa je - FE & F7.
JIOKA3
[Mocmarpajmo npoussospHy dopmyny F. Teopemy hemo mokasaru wH-
JYKITHjOM TI0 Opojy OMHAPHUX JOTHIKUX Be3HUKA v dopmynn F.

Baza unaykmuje, dopmyna F uva 0 Ounapuux Be3nuka, Tj. F je wan
1 wm mexo uckasuo cioso. Axko je F Gam L, ouga je Fo = 17, = 1
u F}, = 11 = 1. Jakne, dopmyna Ff < F} je reopema. Ako je
F uckasno €10BO ¢ M ¢ je pasmmuuro on p, onja je FE = ¢f, = q u
FP = ¢%, = q. Hakne, bopumyna Ff < FP je Teopema ¢ < ¢, Ta BaKn
b Ff < F7. Axo je dbopMyna F faim nCKa3HO CIOBO p, Taja UMaMO
na je dopmyna Ff = pf, = C u dopuyna FP = pl, = D. Kaxo Baxu
FC <« D, umamo u - Ff < Fp.

WNunyknujcka mpeTmocTaBKa: TeopeMa Baxkd 33 CBaky dopwmyray F koja
UMa Mame Off 7 OMHAPHUX JIOTHIKUX BE3HUKA.

JlokaxXumo 3 TeopeMa, BaxKu u 33 (POPMYILy KOja WMa, 1 BE3HUKA.
TlocmaTpajmo dopmyny F koja mma n Be3unka. QPopmyna F mozxke
WMAaTH jemaH of caegehnx obauka:

AN B, AV B i A= B.
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Be3 o63upa Ha TO KOju O Tpu HaBeHeHA 00JmKa uMa dopmyna F mene
nordopmysie A u B umajy 6ap jenaH Be3sHHK Mame o ¢popmyse F, na
3a HUX BaKU UHJYKIIMjCKA IIPETIIOCTABKA, Tj. UMaMO TeopeMe:

FAL < A m kB < B
Mu hemo mokaszaru camo ciaydaj Kazga je dopmyna F obmuka A A B.
CayqajeBu kaga je F obimmka AV B nim A = B 10Ka3yjy ce aHaJOTHO.
IIpermocrasumo ja je bopmyna F obmuka AAB. Ha ocaoBy nedununuje
dyukmje yundopMHE 3aMEeHe TMaMO:
F? je dbopmyna A7, ABY, u FP je dopmyna A}, A BY,.

Ba F BY, & BY, u dbopmyny A7, Baxu neo (2) TEOPEME 9:

F (A% A BZ) < (A7 A BY).
Ucro rako, 3a - A%, < A u dopmyny BY, Baxu aeo (2) TEOPEME 9:

F (A% A BY) < (A A BD).
®opmyne (AL A B) < (AL AN BY) u (A% A BY) < (A} A BY) cy
Teopeme, 1a Ha ocHOBY zesa (7) TEOPEME 7, nobujamo Ja je u dhopmysa
(A%, A BZ) < (A% A BY) reopema, Tj.

FFE < FP.

¢

HapaBao, ka0 u y cemMaHTHYKO] Bep3uju Hajuermha mpumena TEOPEME 10 je
cieneher obsmka:

ako je ¢popmyna C' < D reopema uckazHe joruke, 1j. - C < D,

n y Hekoj ¢opmynn F Heko jaBmarwe mene mordopmyste C' 3amennmo ca D,

Taga modujemo dpopmyny F' raksy ma je F' < F' teopema tj. - F < F.

Y HapeHOM 33/IaTKY NpejcTaBnheMo OCOOMHY /1a Cy TayTOJIOTHje YOIIITEHH 3a-
KOHHU JUCTPUOYTUBHOCTH Kao u yommredn e Mopramosu 3aKOHH TeOpeMe UCKA3He
JIOTHKE.

3apgatak 17 ®opwmyie
VOIIITEHN 3aKOHU TUCTPUOYTUBHOCTH]:

(Viy A) A C) & (ViZy (A A C)) m (A Ai) Vv O) & (N2 (Ai v ©))

u yommreru e Mopranosu 3akoHu:

(~(Vis; Ai) & (N2 ~Ad) u (=(NZ1 Ai) & (ViZ, ~Ad)

Cy TeopeMe HCKA3He JIOIHKE.

Joka3 3a mpBy GopMmyJy je aHAJIOraH J0Ka3y Aa je Ta (popMmysa Tay-
rosioruja (m3 3apatka 5 y omemky 2.2.3). Basza unmyknuje: 3akon auc-
TpubyTUBHOCTH A y omHOCY Ha V je Teopema (3agatak 16 u3 ome/bka
3.2.2.) Nanykmmjcka npernocraska: (Vi 4;)) AC) < (Vo (A, AC))
je Teopema. Ha ocHoBy ocobure na je 3aKOH AUCTPUOYTUBHOCTH A Y
OJIHOCY Ha V TeopeMa, UMaMO TeopeMy
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(Vizy Ai V Ang1) A C) & ((NZy Ai) AC) V (A A C)).

®Dopmysa Koja je Teopema 1Mo WHIAYKITHjCKOj MPETIOCTaBIN U (POpMyIa
A1 A C, Ha ocuoBy jesia (3) TEOPEME 9, najy Teopemy

(Vi A) AC)V (A1 AC)) & (Ve (As AC)) V (Anga AC)).
U3 oBux Teopema, Ha ocHOBY Jena (7) TEOPEME 7, JOOHjaMO TeopeMy
(V2] 4) A C) & (ViE (A A C)).

Canuno ce TOCTYTIa U Yy JOKa3WMa 3a OCTaJie YOUIIITEeHEe 3aKOHE.

Ilorpebna HaMm je m cuHTaKCHA Bep3uja TEOPEME O JH® U KH®. Ta ocobuna he
Oouru ¢opmysincana 3a cucrem L MCKasHe Jioruke jep fie Taga oka3 Te ocobuHe
6uTn m0Ka3 TEOPEME O JH® N KH® y KOMe Ce yMECTO TayTOJIOTHja MHUIIE TEOPEMA,
Tj. YMECTO 3HaKa = nuimeMo F u ymecTo 0cobuHe Ja Cy yOIIITeH! 3aKOH! JUCTPUOy-
tuBHOCTH U yommrenn Jle MopramoBu 3aKOHM TayTOJOTHje KOPUCTHMO OCOOMHE M3
3apatka 17 ga cy oHE Teopewme.

TEOPEMA 11
Y cuctemy £ 3a csaky dopmyny F noctoju 6ap jeana dopmyna F* y koHjyHKTUBHO]
HopmanHoj chopmu 1 6ap jegra dbopmyna F'¢ y ancjyHKTUBHO] HOPManHOj popMu, Takse
Ja BaXu:

FF<FF u FF&eF
[IOKA3

[Tocmarpajmo mpoussosbhy dopmyay F. Axko ce y dopmysiun F 1o-
jaBibyjy Be3HHWIM KOju HHUCY m3 ckyma {A,V,—}, oHma ux Kopucrehn
nedbuHUINje BE3HUKA 3aMerbyjeMo, Besuunmma u3 ckyna {A, V, -}. Crora
CMEMO I3, IPeTIocTaBuMo 1a je F' ¢popmyna seh Ttaksor obimka, Tj. y
10j ce 1mojaBsbyjy camo Be3uuiu A, V u —. Teopemy moka3yjemMo mHIyK-
nujoM 1o 6pojy Besumka ¢gopmyae F, 6pojy n.

Baza unaykumje, dpopmysna F uema Be3nuka, n = 0. To 3maum na je
dopmyna F' HEKO MCKA3HO CJIOBO, HA TIPUMED MCKA3HO CJIOBO p. Tpakene
dbopmyne F* u 4 cy camo HCKa3HO CJIOBO p.

Munyknujcka mpeTmocTaBKa: TeopeMa Baxkd 33 cBaky dopwmyay F koja
MMa, MAe O/ N JIOTUIKUX BE3HUKA.

JlokaykKuMo f1a TeopeMa BarKM U 3a (opMysly Koja MMa 1 BE3HHKA.
Tlocmatpajmo dopmyny F koja mma n Be3unka. QPopmyna F' moxke
WMAaTH jeaaH of caegehnx oOauka:

ANB, AV B uim -A.
Be3 o63upa Ha TO KOju 01 TpM HaBemeHA 0OHKA nMa gopmyna F mere
norgopmysie A u B umajy 6ap jenan pesHuk marbe o popmyse F, na
3a WUX BasKM WHIYKIM]CKa TPeTIocTaBKa: moctoje hopmyrte AF u BF y
KOHjYHKTHBHO] HOpMaJsHOj dbopmu u dbopmyrne A u B y nucjyHKkTHBHO]
HOpPMAaJTHOj POPMH, TAKBE a:

FAe A, FAeAY u +FBeBY, FBe Bl
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Mu hemo oBme matu [0Ka3 TEOpEMe caMoO y Caydajy Kazga je dpopmysia
F obmuka A A B. Tlpernocrasumo na je dpopmyna F obnuka A A B u
oxpemuMo npso dopmyay FF.
N3+ A< A* u - B & BF, na ocnoBy TEOPEME 10, mMaMmo:

F(AA B) < (A% A BY),
e cy dbopmyne AF u B* y xonjynkTunnoj nopmammoj bopvm. Crora je
u dbopmyna AF A B¥ y konjyrkTHBHOj HOpMaHOj bopmm, Ta je TparkeHa
dbopmyna F* 6am popmyna A¥ A B,
Oxpemumo caza dpopmyry F.
Ox dpopmyna A4 u B? y aucjynxrusnoj nopmannoj dpopmu, kopucrehn
3aKOHE aconujaTuBHOCTH 3a A u V (Tj. mpemernitajyhu 3arpaze), MoKeMO
dbopvmparn dbopmyre A{ w B y mucjyrkTusHOj HOpMasiHOj hopME Koje
cy pegom yommerne mycjyakmuje Cp V...V Cy (k> 1) u C1 V... V C}
(j > 1), roe je craka dbopmyna Cy, 1 < i < k, n ceaka dopmyna C;,
1 <1 < j, yonmrena KoHjyHKIHja. Kako cy 3aKOHU aCOIMUjaTUBHOCTH 34
A u V teopeme (Buzeru Mpumep 8), ouna na ocHoBy mesa (7) TEOPEME
7 BaXKu:

FA? & Ad u + BY < BY,
a ogarJje, Ha OCHOBY TEOPEME 10, mMaMo:
F (A% A BY) < (A A BY).

s+ Ae Al u k- B < B? na ocnoBy TEOPEME 10, ©MaMO:

F(AAB) < (A4 A BY).
Haxie, na ocuoBy zesa (7) TEOPEME 7 uMaMmo:

F(AAB) < (A4 A BY).
@opmyna A4 A B je (C1 V...V Cg) A (C}V ...V C7%). Axo mordop-
myny C1 V...V C} dopmyme A¢ A Bf oznaunmo ca C’, onna je A¢ A B
dopuymna: (Cy V...V C;) A C’. Ha oCHOBY TeopeMe yONINTEeHH 3aKOH
IUCTPUOYTUBHOCTH A y omHocy Ha V (Bumetn 3agatak 17), umaMo Teo-
pemy:

FCL1V..VC)ANC) & (CLANC)V ...V (Cp NC)).
®DopMmysa ca JeCHE CTPaHE BE3HUKA < y OBOj TEOPEMU je 00K
(CrA(CLV ..V C))) Vo V (Ce A (CL V..V CF))
(jep je C' dopmyma C1 V...V C}) n Ty dopmyny hemo oznauntn ca F.
Nmamo ma ce popmyna Fy cactoju ox moTdopmyna
Cin(CIV..v (), 1<i<k,
[OBE3aHUX JUCjyHKujama. U3 Teopeme youmrreHu 3aKOH JIUCTPHOY-
TUBHOCTH /\ ¥ OZHOCY Ha V, Ha OCHOBY 3aKOHa KOMYTATUBHOCTHU 33 /\,
umamo ciaegehy Teopemy:
F(Cin(CTV ..V C))) & ((CiNC) V...V (Ci ACY))

3a cBako i, 1 < i < k. ¥V Iy caxy nordopmyny C; A (C] V... vV C7),
1 <i <k, samemyjemo dopmynom (C; ACT) V...V (C; A C}) 1 obujamo
dopmyny Fy:

151
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(C1AC]) V.oV (CLAC))) V.oV ((CpACY) V.oV (Cp ACY))
u Ta Gopmyaa je y aucjyHKTUBHO] HOpMautHO] popmu. Ha ocHoBy TEO-
PEME 10, nmaMo:
FF s Fs.
Camams - (AANB) & (AAABY),F (AABY) < Fiub F, & F, na
ocuoBy sesa (7) TEOPEME 7, nobujamMo Teopemy:
Hakie, Tpasena dbopmyra F9¢ je popmymna F.

Kazna je F obnuka AV B win —A 10Ka3 je aHAJIOTaH OBOM JOKA3Y.

Ha xpajy eBo cuaTakcue Bep3uje TEOPEME 3 u3 omesbKa 2.2.3.

TEOPEMA 12
Ako je cbopmyna F' Teopema cuctema L, oHAa 3a HEKO MCKA3HO CI0BO p popmyne F' n
npon3BosbHy nckasny cdopmyny C' u cdopmyna FY, je Teopema cucrema L.

NIJOKA3
Axo je dopmyna F' teopema cucrema L, OHIA TIOCTOju J0Ka3 (popmyie F'
y ToM cucremy: Fi,..., F, (n > 1), rue je F,, dopmyna F. AKo y cBakoj
on dbopmyna F;, 1<i<n, ucka3uo cj0BO p 3amennMo ¢dopmysiom C, oHIa
nobujamo wu3 Gopmyna Fi%,..., F,.%, u dopmyna F,7. je FE. Jlako ce
BUM /1A je Taj HU3 je/laH JI0Ka3 y cucreMy L ca [OCJIeboM (DOPMY/IoM
F?. Hakie, dopmyna Ff jecte Teopema cncrema L.

¢

YV nokazy ocobuHe MOTIYHOCTH, Tj. Ja je CBAKA TayTOJIOIHja TEOPeMa MCKa3He
Jioruke, kopuctuhemo ocobury ma je csaka tayromoruja y KH® Teopema mckasne
JIOTHIKE.

TEOPEMA 13

Heka je dpopmyna F'y KH®,

Ako je popmyna F' taytonoruja, oHaa je F' Teopema mckasHe noruke.
OOKA3

Nckaszny noruky hiemo npencrasutu cucremom L. Ilomro je dbopmyna
F y KH® ona je obmuka Ay A ... A A,,, 3a HeKH nipupogan 6poj m > 1,
rje cy cse ¢popumyie A;, 1 < i < m, caunbeHe oJl JIUTepaJia TOBE3AHUX
mucjyaknujama. @opwmyna F je tayronoruja, ma Ha ocHoBy 3ajaTtka 8
u3 ozesbka 2.4.2, y cakoj ox dpopmysia A;, 1 < i < m, Mopa 1a ce jaBiba
HEKO UCKA3HO CJIOBO P ¥ IeroBa Heraiuja —p. To 3uaqu jia oj cBake Ghop-
myse A;, 1 <4 < m, MOXKEMO TIPEMEIITAmbEM HeHUX JIUTEPaIa, (KOPHUIIl-
hemeM 3aKOHA KOMYTATUBHOCTH U ACOIMjaTUBHOCTH 33 V) mobutu (Hop-
myny A, 1 < i <m,obmuka (pV-p)VAY, tae je p HCKa3HO CIOBO KoOje ce
3ajesHo ca cBOjoM HerammjoMm —p jaBma y A; n dopmyna AY je mauume-
HA OJf, Ipeocranux jgurepasa dpopmyse A; MOBe3aHUX JUC]yHKIEjaMa. Y
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Mpumepy 8 u3 omemka 3.2.2 mokazaam CMO [1a je Mpou3BOJbHA (hOpMyIa
obnmuka A V A Teopema uckasue joruke. dakne, dopmyna pV —p je
TeopeMa MCKa3He Joruke, tj. kg pV —p. Crora csaxa on dopmyna A},
1 < i < 'm, jecre mucjyHKumja jemme TeopeMe u Heke dopmyne Al ma
Ha OCHOBY siesia (3) TEOPEME 7, mobujaMo z1a je cBaka oj Tux (hopmyJia
AL, 1 <4 < m, teopema cucrema L. Kako cmo 3a cBako i, 1 <14 < m,
dbopmyny Al nobunm u3 A; npuMEHOM 3aKOHA KOMYTATHBHOCTH M aCO-
[AjATUBHOCTH 3a V TO, Ha OCHOBY jaenoBa (4) u (6) TEOPEME 7, mMaMo
J1a je u cBaka dopmysa A;, 1 < i < m, reopema cucrema L:
Fe Ay, o o ., FL A

Kopucrehin ose Teopeme, ra ocHoBy Jeiia (2) TEOPEME 7 no6ujamo 1a je
dopmyna A A ... A A, = F teopema cucrema L, 1j. b, F.

OOKA3 TEOPEME 6 (JOKA3 NMOTMNYHOCTWN)

VY nokaldy ocobuHe IOTIYHOCTH WCKA3HY JIOTUKY NeMO TPeICTaBUTHU CUC-
remoMm L. Ilpernocrasumo na je dbopmyna F' rayrosnoruja, tj. = F.
[Torpedno je mokaszaru ma je dpopmysia F' reopeMa MCKa3He JIOTUKE. 3a
dbopmyny F, ma ocnoBy TEOPEME 11, moctoju dbopmyna F* y KH® 3a
KOjy BasKu:

e F e FF (%)

Ha ocuoBy TEOPEME 5, Tj. ocobune BasbanoCTH, TeopeMa F < FF je u
TayTOJIOTHja:
Y ! = F o Fk.

Hakie, mmamo 1a cy dopmyiae F u F* exsusanentre, F = F*, u na je
dbopmyna F rayronoruja, na 3akssyayjemo ga je F* rayronoruja. Crora
Ha OCHOBY TEOPEME 13, no6ujamo 1a je dopmymna F* reopema uckasue

JIOTHUKE:
b, Fk.

U3 (*) ma ocromy mema (5) TEOPEME 7, mmamo Teopemy -, F¥ = F.

Kowauno, w3 -, F* u -, F¥ = F, na ocrnoBy TEOPEME 8, m06ujamo
Fe F, 1j. dopmyna F je Teopema mCKa3HE JIOTUKE. 3aK/bydyjeMO 12
CBaKa TAyTOJOTHja MOpa OMTH TeOpeMa MCKA3He JIOTHKE, Tj. BayKHh OCO-
OuHA MOTIYHOCTH:

akoje [EF, ommaje FF.

3.2.6 Opay4YuBOCT M HENPOTUBPEYHOCT NCKA3HE JIOTUKE

Kopucrehn ocobumy ma je mckasna ¢popmyina TeopeMa HCKA3He JTOTHKE aKO W CaMO
axo je taytoJsiornja, mokaszahemo ma je mcKa3Ha JOTMKA OIIYyYNBa M HETPOTHUBPEIHA,
dopmasiaa Teopuja.
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TEOPEMA 14

®opmasniH CUCTEM NCKA3HE JIOTUKE, CUCTEM L, je ofny4uB.

[IOKA3
3a cBaky uckasuy dopmyay F moxe ce epeKTUBHO TPOBEPUTH 1A JIH j€
rayrojioruja (Ha npumep, merogom uuinhiema). Kako je umckasua dop-
MyJIa TEOPEMA MCKA3HE JIOTHKE aKO M CAMO aKO je TayTOJOTHja, CIeIN 1A
ce 3a cBaky uckasny ¢gopmynay F Moxke e(peKTUBHO IPOBEPUTH I3 JIU je
reopema cucrema L. lakme, cucrem L je ojiydus.

¢
TEOPEMA 15
DopMasiHn CMCTEM NCKA3HE JIOTMKE, CUCTEM L, je HENPOTMBPEYaH.
AOKA3
Kako je uckazua dopmysia Teopema HCKa3He JIOTHKE aKO M CaMO aKo
jé TayToJIoTHja, CIeau na CBaka (hOpMysa KOja HHUje TayTOJIOTHja HUje
Hu Teopema cucrema L. Jlakne, momro uma (GopMmysia Koje HHUCY Tay-
ToJIorHje, OHAA Te (opMy/Ie HUCY HU Teopeme cucrema L, Tj. cuctem L
j€ HempOTHBpeYaH.
¢

3.2.7 CuHTAaKTHYKAa IIOTILyHOCT MCKAa3HE JIOTUKE

Moxemo ce muraru ciaefelie: KakaB CHCTEM JI00MjaMO aKO MPOITUPUMO CHCTEM
nckasue Jioruke L HEKOM (OpMy/IoOM, Tj. aKO HANPABUMO CHCTEM KOju Ko aK-
cuoMe mMa akcmome cucreMa L u jorn HeKy (opmyiy Koja HHje TeopeMa CHCTEMA
L? OaroBop Ha OBO UTaKE je 1a cy y Tako JgobujeHom cucremy (6e3 o63upa Ha TO
KOja je ra nojara (opmysia) cse uckasue GhopmyJie reopeme.

OnumuMo TPBO MOTMYHO TPELNU3HO 1T, 3HAYM MPONTUPUTH HEKU (POPMAJHU
cucrem S HekOoM meroBoMm dopmysom F. To 3maum ma GhopMupamMo HOBU CHCTEM
S’ ca mectum ckynmoMm cumbona, GhopMysna W mpaBuia u3Bohema Kao m cucrem S
camo je ckyn akcmoma cucrema S’ ckyn A(S’), ckyn akcmoma cucrema A(S) ca
nogarom dopmynom F, 1j. A(S’) = A(S) U {F}. Baxuo je ucraliu ga ce nog
oBUM IoJaBamem ¢gopmyse F mompasymesa ma je F' jenna cxema akcuoma. AKo, Ha
npumep, cucrem L mporrupumo dhopmysaom F = (AV B) = (A= B), tnecy A n
B npoussosbre dopumyne, orgajen (DAA)V(A=C))= (DANA) = (A= ()
jenma akcmoma cucrema L' jep je To dopmymna mcror obnuka kao Fy kojoj je A
dopmyna DA A, a B dopmyna A = C. ®opmannu cucreM S’ KOju je Ha OMUCAHU
HAYWH HAPaBJbEH O cuctema S 3Bahemo mpomupemne cucrema S (opmymom F.

Ha mu je Heku hOpMATHU CHCTEM S CHHTAKTUYKK MOTIIYH 3aBUCH O] HHETOBUX
MpoIupena pa3auautuM dopmynama. EBo JeduHunmje CHHTAKTUYKE MOTIYHOT
cucreMa.
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JedwvHnymnja cuHTakTMykm noTnyHor popmasiHoOr cucrema

Heka je S jeman dpopmanuu cucrem. Ako 3a cBaky dopmyny F' cucrema
S, KOja HEje TeopeMa TOT CUCTeMa, BaXKU Jja Cy y MPOIIUPeYy CUcTeMa S
tom dopmyisiom F, cucremy Sp, cBe ¢dopmysie Teopeme, OHJIA je CUCTEeM
S CHHTAKTUYKU TOTIIYH CUCTEM.

[Tokazahiemo 11a je cucreM nckasne Joruke £ CHHTaAKTHYKHY MOTIYH cucteM. Iloc-
MarpajMo (GOPMAJIHU CHCTEM HCKa3He jormke, cucrem L. Hampasmmo cucrem L'
Koju je mpormmperme cucrema L dopmynrom A koja Huje Teopema cucrema L. 3a
cucreme £ u L' Baxu caezehe:

(i) Cre Teopeme cucrema L mMopajy 6utn Teopeme cucrema L. Hanwme, ako je Heka
dopmyna F' teopema cuctema L, OHJIA TOCTOju J0Ka3 Te OpMyIie drmja cBaka Gpop-
MyJIa je WiIn akcuoMma cucrema L wim 3akjbydak mpasuiaa M P u3 nperxogaux Gop-
Myna. Akcmome Koje ce TojaBbyjy y TOM Joka3sy cy akcuome u cucrema L' m M P
je mpaBuyIo u3Bohema TOr CHCTeMa. 3aTO Taj I0Ka3 jecTe J0Ka3 Uy cucremy L', ma
je dpopmyaia F reopema u cucrema L.

(#1) Ocobure Koje cy mpeicraBibeHe y TEOPEMAMA 7-12 3a cucteM L BaXke W 3a
cucrem L. Y nokasuma TEOPEMA 7-12 HAjBa’KHHjU apryMEHT je Ja o mocrojefinx
TeopeMma MOCMATPAHOT (POPMATHOT CHCTEMA Y3 ITOMON MPaBUIa U3BONEma IPABUMO
HOBe TeopeMme Tor (POPMAJHOr cucrema, a cucremMu L u L' WMajy MCTO IpaBUIo
n3Bobherma.

Kopucrehu oBa cBojcTBa 10KaKMMO J1a je cucteM L CUHTAKTUYIKH MOTIIYH.

TEOPEMA 16

®opmanHM CUCTEM NCKA3HE NOTMKE, CUCTEM L, je CUHTAKTUYKMN NOTNYH.

[OKA3
TTocmaTrpamo dbopmyny A koja muje Teopema cucrema L. Hexka je cuc-
tem L' mpommpeme cucrema L dopmynom A. YV cucremy L, HA OCHOBY
TEOPEME 11, 3a dbopmyny A mocroju dopumyna A* y KoHjyHKTHBHOj HOD-
MaJTHO] (POPME TAKBA J1a BAYKMU:

Fe As Ak,

®opmyna A* je obmuka B A ... A B,,, 3a Heku npupogan 6poj m > 1,
rme cy cse dopmyne B;, 1 < i < m, caunmbene O JUTEPaAIa MOBE3aHNX
mucjyaknujama. @opmysia A Huje Teopema cucrema L, a HA OCHOBY
ocobumHe ToTHyHOCTH, HEUje TayTosiornja. Popmyna A < A¥ jecre Teo-
pema cucrema L, Tia je m tayronornja: = A < AF. Jlakme, nmavo ma cy
dbopmyne A u AF exsuBasenTHe 1 qa A HEje TayToIOTHja, Ma 3aK/bydy-
jemo na dpopmyna AF muje rayronoruja. To 3maun, Ha ocHOBY 3afaTka 8
u3 omespka y 2.4.2, na mehy dopmynama By, ..., B, mocroju HeKa pop-
MYJIa y KOjOj ce He jaB/bajy JIMTEPAJIM ¢ U —¢ HU 34 jeJIHO UCKA3HO CJIOBO
q (Tj. aKo ce jaBba HEKO MCKA3HO CJIOBO ¢, OHJIA CE HE jaB/ba —¢, U 00p-
uyTo). Heka je To dopmyna B;, 3a Heko j u3mehy 1 u m.
Bpatmmo ce cama y cucrem L. YV cBakoM (pOPMATHOM CUCTEMY AKCHOME
TOr CHCTEMa Cy M H€TOBE Teopeme, crora je u akcmoma A cucrema L'
Teopema Tor cucrema: g A. Umamo na je ¢popmyna A < A* reopema
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cucrema L, na je rume (Ha ocHOBY (4)) Teopema u cucrema L', Tj. BaxKu:
Fer A < AR, U3 te Teopewme, ma ocuoBy sena (5) TEOPEME 7 (3a cucrem
L"), nobujamo reopemy: Fp A= AF, Camaus bp A= AF ubp A na
ocroBy TEOPEME 8 (3a cucrem L'), nobujamo 1a je A teopema cicrema
L'

'_[,’ AF.
13 Tora mTo je A¥ Teopema cmucrema L', ma ocrosy gena (1) TEOPEME 7
(3a cucrem L') mobujamo na je ceaka dopmyna B; (1 < i < m) reopema
cucrema L'. Jakie, u bopMymna B; je Teopema cucrema L':

ke Bj.
Hamr s je ma mokazkemo 11a 3a OMI0 KOje MCKA3HO CJI0BO P BazKu: Foi p.
Ja 6mcMo To moKazaam MOTPeOHO je ToKa3aTh Ja Baxkn: o B < p.
Ha ocnosy ocobune ¢popmyne Bj, CKyll HCKa3HHX CI0Ba KOja Cy JUTepa-
ma y dopmynu B; U CKyIl MCKa3HUX CJI0BA UHje HETaluje Cy JUTepaJIn
y dopmynn Bj cy AMCjyHKTHU CKymoBH. 3aTo y dopmymn B; MoKeMO
W3BPIIUTH OBAKBE 3aMeHE: CBAKM JUTEPAJl KOjU je HEKO MCKA3HO CJIOBO
3aMerbyjeMO UCKA3HUM CJIOBOM P, a Y CBAKOM JIMTEPAJY KOjU je Heraluja
HEKOI' KCKA3HOI' CJI0BA TO MCKA3HO CJIOBO 3aMerbyjeMo ca —p. (Jda nocroju
3ajeJHIYKY eJIEMEHT 7" TTOMEHYTHX CKYTIOBa, Tj. Jla C€ W " M —7 jaBJbajy
y Bj, He 6rucMO MOTVIM Ja ypaJamMo Te 3aMeHe, jep 6ucMo Mopasn 1a 7
3aMEHMMO ¥ ca p u ca —p.) Pesynarar tux 3amena je dpopmyna B nadu-
BEHA OJI P U —— MOBE3AHUX JUCjYHKIHTjaMa.
(Ha mpumep, ako je dopmynaa B; obnuxa (sV-q)V (rV—p), Taga Hcka3Ha
CJIOBA S U T 3aMEmYjeMO UCKA3HUM CJIOBOM P, & ¢ U P 3aMembyjeMo ca —p
u pesyarar je dbopmyna B: (pV ——p) V (pV —-p).)
Kopucrehu csojerso na y £ (ano (i) u y cucremy L') Baxku F ——p < p
ut (pVp) < p, spummo caenehe 3amene.
Y dopmynu B cBaky meHy mordOpMysly ——p 3aMemyjeMo ca P U JI0-
6ujamo dopmyny C. @opmysny C 4uHe jaB/barba HCKA3HOD CJIOBA P
nose3ana qucjyukinujama (I jaBbamba caoBa p 3a Heko [, [ > 1).
(V nmamem npumepy dbopmyna C je (pVp)V(pVp)ul=4.)
Cama y dopmynu C jenny meny mordopmyay p V p 3aMemyjeMo ca p.
Ha rtaj naymn mobujamo dopmyny ucror obimka kao dopmyna C' koja
nma [ — 1 jaBpama UCKa3HOr cjoBa p. HacraBuMo 1a mpaBHMO TaKBe
3amene (uma ux yKymHo | — 1) cBe 70K ne mobujemo bopMyty ca jeaHum
jaBJbarmbeM MCKA3HOT CJI0BA P, GOPMYIY P.
(V namrem npumepy npBom 3aMeHoM pV p ca p 'y dopmynu C' nobujamo
dbopmyay (p VvV p) V p, 3atum p V p u Ha Kpajy p. mamo Tpu Kopaka
3amene, 1j. [ —1=4—-1=3.)
Ha ocnoBy TEOPEME 10 (3a cucrem L'), umamo: -z Bj < B,y B < C
u bp C < p, na Ha ocHoBy zena (7) TEOPEME 7 (3a cucrem L), mmamo
ke B;j < p. Hakie, Ha ocHOBY nena (5) TEOPEME 7 (3a cucrem L),
nobujamo kg By = p. Konauno 3 g B n g Bj = p, Ha 0CHOBY
TEOPEME 8 (3a cucrem L'), nobujamo:

}—ly p.
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W3,/ p 3a nupousBosbHy nckasny dopmysy D, Ha ocHoBy TEOPEME 12
(3a cucrem L'), nobujamo bz pl), Tj.

Foo D.
Jlakme, mpon3BospHa uckaszua gopmyna D je Teopema cucrema L.
Bakspydyjemo Ja je hbopMasHu cucteM L CHHTAKTUYIKH MOTIIYH.
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