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 	&� %�&�,��� 	��% %�������5
�����
�' 	��% N� >&�&� ��+ 	��% /���5 �����
� ZA 	��% ��/�������5
�����
� QA 	��% ������5 �����
� R � 	��% ��&%���	��5 �����
� C�

� �
�& �
��� � 	��%�
�&� ��/�&� �� ��(���/� x �� ������� 
��	� X &���&�7
��(�� ��%�	���&� �� 	����
� ��(�� x ∈ X' � ��(���/� x ���� ������� 
��	� Y
�&� &���&���(�� ��%�	 x /∈ Y +�� �� 	���
���/� �� ���� �� x ∈ Y � *� �����
%�&���&� %����� 	��% ��� 	��% ���� ��&� ������� ���&���� 6����� 	��% 
�&�
����(�
��� 	� ∅�

/���	�0

8��� ��
���&� � %��	��%� � 	�
��� ��
���&� � ����	� ���� �
� 	��%�� 6�	&�7
����&� �
� 	��%�' �� %��&�� 	��%�
� X � Y � 4� �� 	��% Y ��� %��	��% 	��%�
X &����� 	
� ���&���� 	��%� Y �� ���� ���&���� � 	��%� X� ���% %����5 ���7
��
� �� %��	��% 	��%� %�������5 �����
� N ��� �� 	
��� %���� ���� � %�������
����� >�����	����� �� %�	&������ 	��(�� ���� �� Y ��+ 	��% X � 	��(�� ����
�� Y %����� 	��%� >&�&� �� 	
��� 	��% X ��	�� %��	��% 	�&�� 	���' ��� � ��
�� %����
���� 	��% X %����� 	��% ��	�� ����� ,���
 %��	��%�

4����' ��� �� ���&���� 	��%�
� X � Y 
�9� �� �� 	
��� ���&��� 	��%�
Y ���&��� � 	��%� X' ���� ��9�&� �� �� 	��% Y %��	��% 	��%� X' � ����/�
Y ⊆ X�
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� �������& %��&��� 
�&� ������� �� ��&�� � ���� &�9�&� �%�	�� 	� ����
�����	��
��& � %�������& %��&�
�&� ��� +�� 	� 	��% � %��	��%�

������ � 6�	&�����&� 	��%�
� A = {1, 2} � B = {{1}, {2}, {3}}�
4� �� �� 	��% A %��	��% 	��%� B) <�� 	&� ����%���� &�9�&�
���&�+���� �
���- � �� ���&��� 	��%� A � {1} �� ���&��� 	��%� BA
����' � �� ���&��� 	��%� A � {2} �� ���&��� 	��%� BA � ����� ����
�� ��+� %���,� 
�&� ����
�����- ��� <�� ��� %�9��
� %������&�
���&���� �
� �
� 	��%� 
���&� �� �� ���&��� 	��%� A ���� �' � ���7
&��� 	��%� B �� 	��% {1}' � �� ���� �	��� ;��&���� 	��%� A 	�
�����
�' � ���&���� 	��%� B 	� 	��%�
�? 1����(���&� �� 	��% A
���� %��	��% 	��%� B�

4
� 	��%� X � Y 	� �������' � ����/� X = Y ' ��� �� 	��% X %��	��% 	��%�
Y � 	��% Y %��	��% 	��%� X� 4����& ��(�&�' �
� 	��%� X � Y 	� ������� ���
� 	�&� ��� �&��� �	�� ���&�����

���� ���&� +�� �� %��	��% � +�� ���(� �������	� 	��%�
�' %� &�9�&� ��
�
���&� � %���&- ���� %��
� %��	��%� <�� �� 	��% Y %��	��% 	��%� X � 	��% Y
���� ������ 	��%� X' ���� ��9�&� �� �� 	��% Y %��
� %��	��% 	��%� X� 6��
�
%��	��% Y 	��%� X ����(�
�&� Y ⊂ X� *� %��&��' 	��% %�������5 �����
� N
�� %��
� %��	��% 	��%� /���5 �����
� Z�

6�	&�����&� 	�&� ����(�� 	��%�
�' ��� 	��%�
� (��� �� ���� ���&����� ����
%������� ����� @
�� 
�&� 	�&� �� ����(�� 	��%�
� �
�	�� %��&�
�- ����������
���� � %������
�� 	��%�

8��������� ���� 	��%� X �� ���� ,���
�5 ���&�����' � ����(�
�
�&� �� 	�
card(X)�

8��� ��
���&� � %��	��%�
�&� ����� 	��%� X ��&�
� 	� ������� �� ��%��
�7
&� 	
� ,���
� %��	��%�
�� *���� ����' &�9�&� %�	&������ 	��% (��� 	� ���&��7
�� 	
� %��	��%�
� ��� 	��%� X� 2�� 	� 	��% ����
� %������
�� 	��% 	��%� X'
� �����9�
� PX� 6�������&� 	����
� �����	��
�� %��&���

������ � 6�	&�����&� 	��% X = {a, b, c}� *�
���&� 	
� ,���
�
%��	��%�
�� 6�
�' ∅ �� %��	��% �� X� 6��	��%�
� 	��%� X ����
�&��� ����� ���&��� 	�- {a}' {b} � {c}� 4
�(���� %��	��%�
� 	��%�
X 	�- {a, b}' {a, c} � {b, c}� *� �����' 	��% X �&� 	�&� ����� %��	��%
	� ��� ���&����' � �� �� 	�& 	��% X = {a, b, c}� 4����' �&�&� �� ��
PX = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}� >�����	����� ��

����� ������ ���&����� �&� 	��% PX� ���% PX �&� ! ���&�����'
��� ���������� ���� 	��%� PX �� !' card(PX) = 8� 6��&���&� ��

�9�- card(PX) = 23 = 2card(X)�

��9� 	� %������� �� �
� 
��� ����������5 �����
� �� ������� � 
�9�
�� 	
��� 	��% X � ,���
 %������
�� 	��% PX� 4����' �� ���������� ����
����� 	��%� X' card(X)' � ���������� ���� ,���
�� %������
��� 	��%� PX'
card(PX)' 
�9�- card(PX) = 2card(X)�
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6��	�� 	��%�
� X � Y ' � ����/� X ∩ Y ' ��	�� 	��% 	
�5 ���&����� z �� X �
Y ���
�5 �� z %��%��� 	��%� X � z %��%��� 	��%� Y �

������ 	 1� 	��%�
�X = {a, {b, c}, {d}, {b}} � Y = {{a}, {b}, {c}, {d}}'
�&�&� �� �� X ∩ Y = {{d}, {b}}�

�%�/������' ��� �� %��	�� �
� 	��%� X � Y %����� 	��%' ��� X ∩ Y = ∅'
���� �� 	��%�
� X � Y ��9�&� �� 	� ��	������� 	��%�
�� *� %��&��' %��	��
	��%� %����5 �����
� � 	��%� ��%����5 �����
� �� %����� 	��%� 2� �
� 	��%�
	� ��	������� 	��%�
��

����� 	��%�
� X � Y' � ����/� X ∪ Y' ��	�� 	��% 	
�5 ���&����� z �� X � Y
���
�5 �� z %��%��� 	��%� X ��� z %��%��� 	��%� Y �

1� X � Y �� ������� 	' �&�&� �� �� X ∪ Y = {a, {b, c}, {d}, {b}, {a}, {c}}�
��9�&� %�	&������ ����� � %��	�� 
�+� �� �
� 	��%�' ����� � %��	��

	��%�
� X1,X2, ...,Xn' ��� �� n ���� %������� ���� 
�
� �� �� 6��	�� 	��%�
�
X1,X2, ...,Xn �� 	��% 	
�5 ���&����� z �� ��5 	��%�
� ���� %��%����� 	
���&
�� 	��%�
� X1,X2, ...,Xn� 2�� %��	�� ���
� ��%�	���&� ∩n

i=1Xn� ����� 	��%�
�
X1,X2, ...,Xn �� 	��% 	
�5 ���&����� z �� ��5 	��%�
� ���� %��%����� ����& ��
	��%�
� X1,X2, ...,Xn� 2� ����� ��%�	���&� ∪n

i=1Xn�

6�������&� ���� �	����� ���� 
�9� �� 	��%�
� � ,�5�
� ����� � %��	����
6��%��� �� ��	�� �� 	� 	��%�
� X ∪ Y � Y ∪ X ������� ��� 	��%�
�' ��� ��

�9�- X ∪ Y = Y ∪ X� 2���Æ� 
�9�- X ∩ Y = Y ∩ X� >&�&� ��+ �� �� ����
���� 	��%�
� X' Y � Z 
�9� 	����
�-

(X ∩ Y ) ∩ Z = X ∩ (Y ∩ Z) (X ∪ Y ) ∪ Z = X ∪ (Y ∪ Z)
(X ∩Y )∪Z = (X ∪Z)∩ (Y ∪Z) (X ∪Y )∩Z = (X ∩Z)∪ (Y ∩Z)
X ∩ X = X X ∪ X = X

X ∩ (Y ∪ X) = X X ∪ (Y ∩ X) = X

3������ 	��%�
� X � Y ' � ����/� X \Y ' ��	�� 	��% 	
�5 ���&����� �� 	��%�
X ���� �� %��%����� 	��%� Y �

1� 	��%�
� X � Y ' �� ������� 	' �&�&� 	��% X \ Y = {a, {b, c}} � 	��%
Y \ X = {{a}, {c}}�

6�	���� ��� �� 	��% Y %��	��% 	��%� X' Y ⊆ X' ���� 	� ������� X \Y ��
�
��&%��&��� 	��%� Y � ����	� �� 	��% X' � �� 
�&� ����(�
��� 	� CXY .���

Y ��� �� ��	�� � ��& 	��%� X �� ��(0�

������ � 6�	&�����&� 	��% %�������5 �����
� N = {0, 1, 2, 3, ...}
� 	��% /���5 �����
� Z = {...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...}� ���% N ��
%��	��% 	��%� Z' %� �� N ∪ Z = Z � N ∩ Z = N� 3������ N \ Z ��
����
�� %����� 	��%� 8��� �� N ⊂ Z' ���� 
�9� Z \N = CZN � ���
	��% (��� 	
� ������
�� /��� �����
�' CZN = {−1,−2,−3, ...}�
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�' %� &�9�&� ��
�	�� ��+ ���� �	����� ���� 
�9�
�� ���� ���� 	��%�
� X' Y � Z� .X � Y 	� ��&%��&���� ����& 	��%�
� X � Y
� ����	� �� ���� 	��% X1�0

X \ (Y ∩ Z) = (X \ Y ) ∪ (X \ Z) X \ (Y ∪ Z) = (X \ Y ) ∩ (X \ Z)
X ∩ Y = X ∪ Y X = X X ∪ Y = X ∩ Y
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�	�� ��+ ����� 
��&� 
�9�� %���& ������� 	��%�
� � /��� &���7
&�����' %���& ���Æ���� %���� 1� �
� ������� a � b' ���Æ��� %�� �������� a �
b .��� ���Æ��� �
����0 �� 	��% {{a}, {a, b}}� ���Æ��� %�� �������� a � b ��7
��(�
�&� (a, b)' ��� �� ����� �� �� a %�
�' � �� �� b ����� (��� ��� ���Æ����
%���� *� �	�� ��(�� &�9�&� �
�	�� ���Æ��� ������ (a, b, c)' ���Æ��� (��
����
(a, b, c, d) � ���� ����� 1� �����(��� ���&���� a � b 
�9� {a, b} = {b, a}' ��� ��
�� �����(��� ���&���� ���Æ�� %�� (a, b) ���� ������ ���Æ���& %��� (b, a)� @	�&
����' ��� 	� ������� a � b ������� �� ��
���&� � 	��%� {a, a}' ��� %�	���� ���Æ��
%�� (a, a)� G������	� ���Æ���5 %���
� ������+�&� �� 	����
� ��(��-

(a, b) = (c, d) ���� a = c � b = d�
8���	��
� %���& ���Æ���� %���' �
���&� 
��&� 
�9�� 
�	�� 	��%�
�' 4������

%����
�� �
� 	��%��

4������
 %����
�� 	��%�
� X � Y � ����/� X×Y ' ��	�� 	��% 	
�5 ���Æ���5
%���
� (x, y) ���
�5 �� x %��%��� 	��%� X � y %��%��� 	��%� Y �

1� ����� 	��% X 4������
 %����
�� X × X ���
� ��%�	���&� X2� @�&�5
%��&���&� �� �� ���������	���� ���Æ���� %���' �� �� 
�9�� ����	��� ,���
�5
(����
�' ������&� 	����
� �	����� 4������
�� %����
���- ��� 	��%�
� X � Y
��	� �������' ���� 	��%�
� X × Y � Y × X ��	� ��������

8�� � �� ����� � %��	��' %�	���� � 4������
 %����
�� 	��%�
� X1' X2'���' Xn'
��� �� n ���� %������� ���� 
�
� �� �� 6��
�&� 	
� &���
� n7����� (x1, x2, ..., xn)
� ����&� �� %�
� ���&��� �� %�
�� 	��%�' ��� x1 ∈ X1' ����� ���&��� �� ��
������ 	��%�' ��� x2 ∈ X2' � ���� ���� 	
� �� xn ∈ Xn� ���% (��� 	� ���7
&���� 	
� n7����� (x1, x2, ..., xn)' ��� �� x1 ∈ X1' x2 ∈ X2' ���' xn ∈ Xn' ��	��
4������
 %����
�� 	��%�
� X1,X2, ...,Xn � ����/� X1 ×X2 × ...×Xn� 1� ����
	��% X 4������
 %����
�� X × X × ... × X .��� 	� 	��% X %���
���� n %���0
���
� ��%�	���&� Xn�
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� ����� ����/��� �� ���� ��& ����� ���
�(�	����- ��� �� ���� � ������ ��� �� �
�������� ���� 6���&� 	�- ���� %��
�&�
���� ����/���) *� %��&��' ���� 
�&� �� ����� 	��%� ���� L ���
����� %���
�
���� 	� � ����/��� ����� 
������ 
����� 6�
� ��%��
�&� 	
� &���
� ���Æ��� %���
�
�� ���� �� ��� 	��%� L .��� ��%��
�&� 	��% L×L0' � ���� ���
���&� ��� %���
�
���� (��� �
� (�
���' ���� �� �� %�
� �� ��� %��� 	������ �� ������� �
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� ����� %��	��% 	��%� L × L' %��	��% σ' �� ���� ��9�&�
�� �� ����� ������� ����/��� �� 	��%� L� F�9�� �� ��
� �� 	&� &����' %��
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�' �� %��&��' ����� ���� 
����' ��
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������� ��&�Æ� 	
��	��
� ���� 	� ��	 ��
��� �� %��	��%� σ 	��%� L × L �
��
���&� � ����/��� σ �� 	��%� L�

4����' %��	��% 4������
�� %����
��� X ×X' 	��% ρ' ρ ⊆ X ×X' ����
� 	�
������� ����/��� ρ �� 	��%� X�
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� ������� x � y ���� 	� ������� ������ �� %�+�&�
(x, y) ∈ =' ���� %�+�&� x = y� > �� ���� ���� ������� ����/��� ρ' �	�����
�� 	� x � y � ����/��� ρ' ��� (x, y) ∈ ρ ��%�	�
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� � ����
n7����� (x1, ..., xn) ���� �� � ����/��� ρ' �	�& ��%�	� (x1, ..., xn) ∈ ρ' ����	�� �
��%�	 ρ(x1, ..., xn)�

������ � >&�&� 	��% X = {6��������' �������' :�����' 6����}
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���� �&� �� �	����� �� ������	�
�� ����/���� *��&�' �� ������� ����/��� ρ
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� ����/��� f � g �������) E���/��� 	�
	��%�
�' ���� ,�5�
� �������	� %��
���
�&� ���� +�� %��
���
�&� �������	�
��5 	��%�
��

������� � 6���9�&� �� ��� �
� ����/��� f � g �&��� �	�� ��&�� �
�� 	
��� ���&��� x ��� ��&��� 
�9� f(x) = g(x)' ���� 	� ����/���
f � g �������� 1������ ��& �� �� %���9�&� �� 	� 	��%�
� f � g
�������' ��� �� �� f ⊆ g � g ⊆ f � E���/��� f � g �&��� �	�� ��&��
� ���� %�
� ��&%������ ,�5�
�5 ���&����� (��� �	�� 	��%� ����
%�
� %���9�&� �� �� f ⊆ g� *��� �� (x, y) ∈ f � 2��� �� y = f(x)�
>� f(x) = g(x) �&�&� (x, y) = (x, f(x)) = (x, g(x)) � ���� (x, g(x))
%��%��� g' �����(���&� �� (x, y) ∈ g� *� 	��(�� ��(�� 	� %������� ��



� ���	� 
� �4%'

�� 	
��� ���&��� (x, y) �� g ���&��� � f ' ��� g ⊆ f ' 	���� �����(���&�
�� �� f = g�

6���9�&� ���� �	����� ����� ����/��� �� &��� �� �&�� 6�������&� 	����
�
%��&���

������ 	 6�	&�����&� 	��%�
� X � Z �� ������� �� 4�����+�&�
������� ����/��� f �� ���&���� ��5 	��%�
�� 1� x ∈ X � z ∈ Z-
xfz ���� ������� ���� �
�� 	�
���� ��
� x �� z� @
� ����/��� ��
%��	��% f = {.6��������' *�
�0' .6����' ����0' .�������' 4���
0'
.��(' 4���
0' .:�����' 2�&��0} 	��%� X × Y � 2�� %��	��% f ��	��
����� ����/��� �� 	��%� X � 	��% Y ��� 	� ����
����� ��� �	��
�
.��0 � .��0� 1��	��' �	��
 .��0 ��	�� ����
���� ��� 	��% ���� (���
%�
� (����
� ���&����� �
�� 	��%� �� (���
 	��% X� <��' %��&�7
��&� �� 	��% ���� (��� ����� (����
� ���&����� �
�� 	��%�' 	��%
f(X)' ���� (���
 	��% Y � *��&�' f(X) = Y \ {��
�' F����}� 1�7
���(���&� �� �� ����/��� �� &��� �� 
�9�- f(X) = Y � �	��
 .��0
��	�� ����
���� ��� f ��&� %���
� 	� �	��& %�
�&' � �����(���&
�����& (����&� ��Æ���&' %�������&� %���
� .�������' 4���
0 �
.��(' 4���
0� @�� �&��� �����(��� %�
� (����
�' � ����� (����
�
	� �& �	��� 1����(���&� �� �� ���&���� (x1, f(x1)) � (x2, f(x2)) ��
f �� &��� �� 
�9�- ��� �� x1 �= x2' ���� �� f(x1) �= f(x2)�

@�&�5 ��/�&� �� ���� ����/��� &��� �&��� �	����� ���� 	&� %�&����� �
������
 	� E���/��� f : X → Y (��� �� 	��% 
�����	��' 	��% f(X)' ������
	��%� Y ����
� 	� 	�����/���� E���/��� f : X → Y �� (��� 	
��� �
� ���&����
(x1, f(x1)) � (x2, f(x2)) 
�9� �� ��� �� x1 �= x2' ���� �� f(x1) �= f(x2) ����
� 	�
�����/���� 6��&���&� �� �	��
 ''��� �� x1 �= x2' ���� �� f(x1) �= f(x2)= &�9�&�
�� �	��9�&�- ''��� �� f(x1) = f(x2)' ���� �� x1 = x2=' %� 	&� ���� ������ ��+
����� ��(�� �� ��%�+�&� �	����� ����/���- ���� �����/����

������ � 6�������&� %���
� ����/��� �� ������� �' ����/���
f : R → R' f(x) = x2� 4� �� �� ����/��� f 	�����/���' ��� �� �� ��
f(R) = R) F�
 	&� %������� �� �� f(R) = R+' %� �� ��+ ����
�� ��
�
� %���,�- ��� 4� �� �� ����/��� f �����/���) @%�� �� ����
��-
��� 4� �� f ���� �����/���' &����� �� 	���� �����(���5 �����
� ��
R �� ���� �����(��� �����
� � f(R)� <�� &� �� ����/��� f �&�&�
�� 	� 	���� �
� �����(��� �����' �� %��&�� 2 � −2' �	�� ����' ����
�- f(−2) = (−2)2 = 4 � f(2) = 22 = 4�

<�� �� ���� ����/��� f : X → Y � 	�����/��� � �����/���' ���� ��� %��%���

��&� 
�9��� 
�	�� ����/���' ��� �� �����/����

6�	&�����&� ��(�	 	�&� ����(�� 	��%�
� � 	���&� 	� %��&� �����������
����� ����� 	��%�� 6�������&� +�� ������&� �����& �����/���& f : X → Y
��&�Æ� ����(��5 	��%�
� X � Y � >&�&� �� �� f ����/���' ���� �� 	��% %�
�5
��&%������ ,���5 %���
� ������ 	��%� X� 4���' ����/��� f �� �����/���'



�#

%� 	
� %���
� &����� �&��� � �����(��� ����� ��&%������' � ��� 	� ���&����
	��%� Y � >� �
�� &�9�&� �����(��� �� 	��% Y &��� �&��� ���&����� ���
������ � X' � &�9�� � 
�+�' ��� card(X) ≤ card(Y )� 8���(�� ����/��� f
�� 	�����/���' ���� Y = f(X)' ��� 	��% X 	������ �&� ���&����� ������ �
	��% Y ' � &�9�� � 
�+�� 4����' card(X) ≤ card(Y ) � card(Y ) ≤ card(X)' %�
�����(���&�- card(X) = card(Y )' ��� 	��%�
� X � Y �&��� �	�� ���� ���&������
2� ���(� �� ��� %�	���� �����/��� f : X → Y ��&�Æ� ����(��5 	��%�
� X � Y '
���� �� 	��%�
� �&��� ������ ���� ���&�����' ��� card(X) = card(Y )� K���&�
�� �	�����&� �� 	� ��%��� � 
�9��	� �����/��� �� ����Æ�
�,� �����������
����� 
��� ��� &�Æ� ��	����(��& 	��%�
�&�� @� ��	����(��5 	��%�
� �
��

�&� %�&����� 	�&� %�������
� 	��%�
�' ��	����(�� 	��%�
� (��� ����������
���� �� ������ ����������& ����� 	��%� %�������5 �����
� N�

�
��� ����/��� f �� 	��%� N � ���� 	��% X %��
� ����� ��	����(�� ���
���&����� 	��%� X� *��&�' ����/���& f : N → X ������&� 	����
� ��	����(��
��� ���&����� 	��%� X- f(0)' f(1)' f(2)'���' �� ���&���� ����(�
�&� ����& f0'
f1' f2'��� � ��
�&� �5 (����
� ����� <�� �� ����/��� f �����/���' ���� 
�&� ��
	��% X ��
� �� �� %�������
� �����
��� ��(���' �� �����/��� ��& ��
��� ��
	��% X �&� �	�� ���� ���&����� ��� 	��% N� *�%�&���&� �� ���� ���	������
����/��� f : N → X' ���� 	
��� %������� ���� n 	���� � �	�� ���&��� x 	��%�
X' %��
� ����� ��	����(�� ��� x' x'��� (��� 	� 	
� (����
� ��������

�
���&� � %���& ����(��� ���� ���&����� ����� 	��%�� 6�	&�����&� ����
	��% X � ����(�� %��	��% 	��%� N+ ������ {1, ..., n} �� ���� n ∈ N+� �
���
����/��� g : {1, ..., n} → X ������+� ����� ����(�� ��� ���&����� 	��%� X'
��� g1'���' gn' ��� �� g1 ,���
 %�
� (���' � ���� ���� �� (���� gn ���� �� %�	���7
,�' n7��' (��� ��� �����

< 	��� %�&���&� ��+ ����� %���& 
���� �� ��&�� ����/����
*��� �� ���� ����/��� f : X → Y � ����� %��	��% 	��%� X' 	��% X1� 4���7

��+�&� ����/��� g : X1 → Y �� 	����
� ��(��- �� 	
��� ���&��� x 	��%� X1'
g(x) �� %� ������/��� ������� f(x)� E���/��� g 	� ��
� ��	����/��� ����/���
f �� 	��% X1 � �� 	� ��%�	��� g = f |X1 �

F����&� 	� 	��� ����/��� f : R → R' f(x) = x2 .�� ������� � � �������
�0 � %�	&�����&� %��	��% R+ 	��%� R � ��	����/��� ����/��� f �� ��� 	��%'
����/��� g : R+ → R' g(x) = x2� 8��� �	����� �&� ����/��� g' � ��&�
����/��� f) E���/��� g �� �����/���' � ����/��� f �� �����

6��0���&�(
 ���	&�(


8�� � �� %���& ����/��� %�	���� �%�	�� %���	��
��,� +�� �� ��&%���/��� �
�
����/��� f : X → Y � g : Y → Z� 6����
���� ���&��� x 	��%� X �&� 	����
f(x) � 	��%� Y � 1���&' ���&��� f(x) 	��%� Y �&� 	���� g(f(x)) � 	��%� Z� *�
��� ��(�� ������ 	&� ����� ����/��� �� 	��%� X � 	��% Z' ����& 	
��� ���&���
x 	��%� X ������ 	���� g(f(x)) � 	��%� Z�

1� ��� 	��%� X' Y � Z � �
� ����/��� f : X → Y � g : Y → Z ��&%���/���
����/��� f � g' � ����/� g ◦ f ' ��	�� ����/��� �� 	��%� X � 	��% Z ���
� �� ��



�! ���	� 
� �4%'

	
��� ���&��� x 	��%� X 
�9�- g ◦ f(x) = g(f(x))� 4����(��� ��(���' g ◦ f ��
%��	��% 	��%� X ×Z (��� ���&���� 	� 	
� ���Æ��� %���
� ������ (x, g(f(x)))'
x ∈ X� 6���	��
�&� �� �� �����& %��&����

������  6�	&�����&� 	��%�
� L = {a, b, c}' B = {1' 2' 3' 4' 5} �
K = {a,b,c,d} � ����/��� f : L → B � g : B → K-

f = {(a, 1), (b, 4), (c, 5)} � g = {(1,a), (2,c), (3,b), (4,a), (5,d)}�
8�&%���/��� ����/��� f � g �� ����/��� g ◦ f �� 	��%� L � 	��% K-

g ◦ f(a) = g(f(a)) = g(1) = a
g ◦ f(b) = g(f(b)) = g(4) = a
g ◦ f(c) = g(f(c)) = g(5) = d

��� �����(���-
g ◦ f = {(a,a), (b,a), (c,d)}�

6��&���&� �� � ������
  ���� &���
� ��%��
��� ����/��� f ◦ g� <��
��� %�	&����&� ����/��� f, g : X → X' ���� %�	���� � ��&%���/��� f ◦ g �
��&%���/��� g ◦ f � � ��& 	��(��� ��&�
� 	� %���,�- �� �� 
�9� �������	�
f ◦ g = g ◦ f) 6�������&� 	����
� %��&���

������ " >&�&� 	��% K = {a,b,c,d} � ����/��� f : K → K �
g : K → K-

f = {(a,c), (b,d), (c,b), (d,a)} � g = {(a,a), (b,a), (c,b), (d,d)}�
� �
�& %��&��� %�	���� � ����/��� g ◦ f � ����/��� f ◦ g-

g◦f = {(a,b), (b,d), (c,a), (d,a)} � f◦g = {(a,c), (b,c), (c,d), (d,a)}�
@(������� �� �� 	� g ◦ f � f ◦ g �
� �����(��� ����/����

*� %���,�- �� �� �� %����
���� ����/��� f, g : X → X 
�9� g ◦ f = f ◦ g
�
�& %��&���& 	&� ���� ����
��� @���
�� ��- ��� <��' ����� ����� �	�����

�9� �� ��&%���/��� ����/���� <�� �&�&� ��� ����/��� h : A → B' g : B → C
� f : C → D' ������
� 	� �������&� &�9�&� ���&����� �
� ��&%���/���-
��&%���/��� (f ◦ g) ◦ h � ��&%���/��� f ◦ (g ◦ h)� 6�	��
�� 	� %���,�- �� ��
	� �
� �
� ��&%���/��� ������� ��� ����/���) @���
�� ��- ��� 2� ���(� �� 	�
������� &��� �����	��� � %��	�� %�	��� f ◦ g ◦ h�

������� � 6�	&�����&� ��� ����/��� h : A → B' g : B → C �
f : C → D� 6�����
�&� �� 	� ����/��� (f ◦g)◦h � f ◦ (g ◦h) ��������
6�
� �	��
 �� �� ����/��� (��� �������	� �	%�����&� &����� �&���
�	�� ��&��� 2�� �	��
 �� �	%�,��' ��&�� � ����/��� (f ◦ g) ◦ h �
����/��� f ◦ (g ◦h) �� 	��% A� ����&� %������� �� �� 	
��� ���&���
x 	��%� A 
�9�- ((f ◦g)◦h)(x) = (f ◦(g◦h))(x)� ���
�&� %����
����
���&��� 	��%� A � %������� �� �� ,���
� 	���� ����/���& (f ◦ g)◦h
������� ,���
�� 	��/� ����/���& f ◦ (g ◦h)� >� �	����� �� 	� �� �
�
����/��� %����%��� �� �����& %����
����& .���� ����&0 ���&����



��

	��%� A' 	���� �� 	� ��� %����%��� �� 	
���& ���&���� 	��%� A� 1�
%����
���� ���&��� x 	��%� A �&�&�-

(f ◦ g) ◦ h(x) = (f ◦ g)(h(x)) = f(g(h(x)))�
� ����� 	����� �&�&�'

f ◦ (g ◦ h)(x) = f((g ◦ h)(x)) = f(g(h(x)))�
6������� 	&� �� �� %����
���� ���&��� x 	��%� A 
�9�-

((f ◦ g) ◦ h)(x) = (f ◦ (g ◦ h))(x)�

4����' ����/��� (f ◦ g) ◦ h � f ◦ (g ◦ h) 	� ��������

6�������&� ��+ ����� 
�	�� ����/��� ���� 	� 
��&� 
�9�� �� ��&%���/���
����/���� 1� ���� ���� 	��% X ������+�&� ����/��� iX :X→X �� 	����
�
��(��- iX(x) = x� E���/��� iX ����
�&� ������(�� ����/��� 	��%� X� 1�
%����
���� ����/��� f : X → Y � ������(�� ����/��� iX : X → X 
�9�-

f ◦ iX = f �

�������
 ���	&�(


@%�	�� � �� ��+ %��/����' %���& ��
����� ����/��� �� %����
���� ����/���
f : X → Y �� ��� %���	��
��� �� 	����
� ��(��� 6�	&�����&� ����� ��������'
���� ���&��� x 	��%� X � ,���
� 	���� ����/���& f ' ���&��� f(x) 	��%� Y �
@������� x �� ����/���& f ���+�� � f(x)� *�&�
� 	� %���,� � 
��
�,� 	����
� 	
�� ��������� 4� �� %�	���� ����/��� �� 	��%� Y � 	��% X ���� 
��
� f(x)
� x) <�� ���
� ����/��� %�	����' ���� �� ��� ��
����� ����/��� ����/��� f �
4����& ��(�&�' ��&%���/��� ����/��� f � �
� ����/��� ���� ���� ���&��� x
	��%� X 	���� � ,��� 	�&���

6�	&����&� ���� ����/��� f : X → Y � <�� �� �� ����/��� f %�	����
����/��� g : Y → X' ���
� �� �� ����/��� g ◦ f ������(�� ����/��� �� 	��%�
X � �� �� ����/��� f ◦ g ������(�� ����/��� �� 	��%� Y ' ��� �� 
�9�-

g ◦ f = iX � f ◦ g = iY '
���� �� g ��
����� ����/��� ����/��� f � ,��� ������ �� f−1�

6��&���&� �� 	� �� �
��� �� 	
� ����/��� �&��� ��
����� ����/���� *�
%���,� ���� ����/��� �&��� ��
����� ����/���' ����
���
�&� � 	����
�& ��7
������

������� � <�� �� ����/��� f : X → Y �����/���' ���� ��� �&�
�����	�
��� ��
����� ����/��� f−1� 2�& ����/���& 	
��� ���&���
y 	��%� Y �&� 
�����	� x �� 	��%� X �� ���� 
�9� f(x) = y' ���
,��� %���
� 	� ������ (f(x), x)�
6���9�&� �� 
�9� �
� �	������ 6�	&����&� %��	��% 4������
��
%����
��� Y ×X' ���� 
�&� ����(��� 	� f−1' (��� 	� ���&���� %���
�
(f(x), x) �� 	
� ���&���� x 	��%� X� 4� �� �� ��� %��	��% �����
����/��� �� Y � X) 4� �� ��� ����
���� �	��
 .��0 &��� 	��%
	
�5 %�
�5 (����
� ���Æ���5 %���
� �� f−1 ���� ������ 	��%� Y �
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2�� 	��% �� 	��% f(X)' � ���� �� f 	�����/��� �&�&� f(X) = Y ���
�	��
 .��0 �� ����
����� $�� 	� ��(� �	��
� .��0 %�	&�����&� �
�
���&���� ��� 	��%� ���� �&��� �	�� %�
� (���- (y, x1) � (y, x2)� 6�
������/��� ����/��� f−1 �&�&� y = f(x1) � y = f(x2)' %� ������&�
�� 
�9� f(x1) = f(x2)� E���/��� f �� �����/���' %� �� f(x1) = f(x2)
�����(���&� �� �� x1 = x2� 4����' %�	&������ %��	��% ����
���
� �
�	��
 .��0� 4�����&� �� f−1 ��	�� ����� ����/��� �� 	��%� Y � 	��%
X� 6�	&�����&� 	��� ����/��� f−1 ◦ f � f ◦ f−1� 4�&�� ����/���
f−1 ◦ f � iX �� 	��% X' � �� %����
���� ���&��� x 	��%� X �&�&�-
f−1 ◦ f(x) = f−1(f(x)) = x = iX(x)� 4����' ����/��� f−1 ◦ f � iX 	�
�������� *� %��%��� �	�� ��(�� 	� %������� �� 	� ����/��� f ◦ f−1

� iY �������� 1����(���&� �� ����/��� f−1 ��	�� ����� ��
�����
����/��� ����/��� f � 4� ��	&� %������� �����	�
���	� ����/���
f−1 %���%�	��
�&� �� %�	���� ��+ ����� ����/��� g' g : Y → X' ��
���� 
�9� g ◦ f = iX � f ◦ g = iY � 2��� 
�9� f−1 ◦ f = g ◦ f = iX �
f ◦ f−1 = f ◦ g = iY � ������&�-

f−1 = f−1 ◦ iY = f−1 ◦ (f ◦ f−1) .��� �� f ◦ f−1 = iY 0

= (f−1◦f)◦f−1 .�	����� ��&%���/��� ����/���0

= (g ◦ f) ◦ f−1 .��� �� f−1 ◦ f = g ◦ f0

= g ◦ (f ◦ f−1) .�	����� ��&%���/��� ����/���0

= g ◦ iY = g .��� �� f ◦ f−1 = iY 0

4����' ����/��� f−1 �� ������� ����/��� g' %� �&�&� �����	�
���	�
��
����� ����/��� f−1�

������ # 6�������&� �%�� ����/��� ���� 	&� %�	&������ � �����7
�
 � � ������
 �' ����/��� f : R → R' f(x) = x2� � ������

� 	&� %������� �� f ���� 	�����/��� ���� �����/���� 4�����	���
	&� ��	����/��� ����/��� f �� 	��%� R+ ����/��� g : R+ → R'
g(x) = x2 ���� �� �����/��� � g(R+) = R+� ���� %�	&�����&�
����/��� h : R+ → R+' h(x) = x2� E���/��� h �� �����/���' �����'
%�	���� ����/��� h−1 : R+ → R+ �� ���� 
�9�-

h−1 ◦ h = iR+ � h ◦ h−1 = iR+ �

2� ���(� �� �� %����
���� ���&��� x �� R+ 
�9�-

h−1 ◦ h(x) = h−1(h(x)) = h−1(x2) = x

� h ◦ h−1(x) = h(h−1(x)) = (h−1(x))2 = x�

1����(���&� �� �� h−1 %������ ������ ����/���' h−1(y) =
√

y� .<��
5�
�&� �� %�+����&� ����(����� ������' �� 	� �������� �
�� ��
�
x' � 	���� y' ���� ������&� �� �� ��
����� ����/��� ����/��� h'
����/��� h−1 : R+ → R+' h−1(x) =

√
x�0



"�

��	����
	

����&����� �� ���� ������ %��&���&� �%���/���� ������,�' �����&�,�' &��9�7
,�' ����,� %�������5' /���5' ��/�������5 ��� ������5 �����
�' 	
� 	� ��
%��&��� �%���/���� *� %��&��� 	�����,� %�������5 �����
�' ��������� 
�&�
%���	��
��� %���& �%���/���� 8��� %������� �����
� 	�����&�) ��&�&� �
�
%������� �����' �� %��&�� � � "' %��&���&� �%���/��� + � ��� �������� ��
�%���/��� ������&� ���
� %������� ����' ���� �� 6��&���&� �� 	� �� ���
��,�
�
� �%���/��� %������� �
� ������� .�����0' %� �� ��� ������� �%���/���� 3����7
��� �%���/��� 	�����,� �
� ����� �� ������� �	�� 
�	�� ��� � ������� �� ����
	&� %��&����� �%���/���� *��&�' 	�����,�& �
� %������� ����� ��� ��������
������&� ���
� .��(�� �����0 %������� ����� 6��/�	 	�����,� ���� %��	�
� ��
����/���- ����� 	&� �
� �������' ��� ����� %�� ��������' � %�����9��� 	&� �&
��(�� ����� ������� .,�5�
 ����0� 2� ���(� �� �� 	�����,� %�������5 �����
�
����� ����/��� �� 	��%� N × N � 	��% N�

E���/��� o �� 	��%� X×X � 	��% X' o : X×X → X' ����
� 	� ������� �%���7
/��� o �� 	��%� X�

6�	&����,� ��+�5 	����5 �%���/��� �� �
�� ��(�� ����	� ��& ��
�	�� �
,�5�
�& ��%�	�
�,�� @%���/��� 	�����,� �� 	��� ����/��� + : N×N → N' %�
�&�	�� ��+�� 	����� ��%�	� 2+5 = 7 �&�&� ��%�	 +(2, 5) = 7� <��' ����(����� ��
�� �� ���� ���� ������� �%���/��� ∗ �&�	�� ��%�	� ∗(x, y) ����	��&� %���������
x ∗ y� ���� 
�&� %������� �� 	&� � ������ � 	��%�
�&� ��&���� ������� ��
�����' %��	��' ������� � 4������
 %����
�� �
� 	��%� ����
�&� �%���/���&��
L����� 	&� �� 	� �
���(�� �%����&� 	� �%���/���&�� ���� &�9�&� ��
� ��
	� �� ������� �%���/��� (��� 	� %������ ������� �
� 	��%� .%�� 	��%�
�0' �
�������� ���� ���
� 	��%� 6��&���&� ��' ���� 	� ��
��� � �%���/���&� %��	��'
�����' ������� � 4������
 %����
�� � 	�&� �%���/��� � ,�� �������� �&��� �	��
�&�� *��&�' ��
� 
�&� �%���/��� %��	�� ∩' ��� � %��	�� X∩Y ' � �	�� �� �����'
������� � 4������
 %����
���

���9�&� �� ���� ������� 6�
�' %��	���&� �� 	� ���&���� 	��%� X × X
���Æ��� %���
�' ��� �� �� ����� ����	��� (����
� � 	
���& ���Æ���& %���� *�
%��&��' �%���/��� �����&�,� �� 	��%� /���5 �����
� Z ���� �����(��� �����7
���� �� ���Æ��� %�� (5, 2)- 5 − 2 = 3 � �� ���Æ��� %�� (2, 5)- 2 − 5 = −3�
4����' ���� ��9�&� �� �� �%���/��� ����/���' ���� 	� %�� ��& %������&�
�
�� �� 	
��� ���&��� �� X × X %�	���� �������� � X� *� %��&��' �� 	
��� �
�
/��� ����� x � y �������� �����&�,� x − y �� /�� ����� <��' ��� �����&�,�
5�
�&� �� ������+�&� �� 	��%� %�������5 �����
�' ���� �&�&� 	����
� %���7
��&� 8�9�&� �� �� �� ����/��� − : N×N → N � %����9�&� −(2, 5)' ��� 2− 5�
3������� �
�� �����&�,� �� ������
�� ���� −3' ���� ���� %������� ����' %� ��
%��%��� ����&��� ����/��� −' 	��%� N? *��&���� �� �� 	� ��%���&� �� �� ��
���� �����&�,� �%���/��� �� 	��%� N) 1��	��' ���� �	%�,�� �	��
 �� 	
���
���&��� 	��%� N×N �&� 	���� � 	��%� N �%���/���& −� �� 
�&� �%�� ��
�
�� �����&�,� ��	�� �%���/��� �� 	��%� N' � �� ����� %��/������ �%���/��� ��
	��%� N� 2� �%���/��� ���� ��������� 	�&� �� ���� %���
� �� N × N' %���
�
(x, y)' ���� ����
���
��� �	��
 x ≥ y� 4���,� �� %��/������ �%���/��� ��
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	��%� ������5 �����
� R' ��� 	�&� �� %���
� (x, y) ���� ����
���
��� �	��

y �= 0 %�	���� �������� x : y�

$�������� �
���� n �n > 2� �� ����� ��
�
 X 1� %������� ���� n 
�
� �� �
����/��� o : Xn → X �� ����� �%���/��� o ��9��� n �� 	��%� X�

������ � 8�� %��&�� ����� �%���/��� ��9��� � �� 	��%� /���5
�����
� Z ������	�
�&� �%���/��� �� 1� 	
��� (��
���� (x, y, z, t)
�� 	��%� Z4 �%���/��� � : Z4 → Z ��- �(x, y, z, t) = (x + t) · (y − z)�

������ ��������� �� ��
�
 X E���/��� o : X → X �� �%���/��� ��9��� �
�� 	��%� X' ��� ������ �%���/��� �� 	��%� X� ��9� 	� %�	&������ � ������
�%���/��� �� �
� �����(��� 	��%� X � Y ' � �� �� ��+�� ����� ���� ���(��
����/��� f : X → Y �

������ � 6�	&�����&� ���� 	��% X � ,���
 %������
�� 	��% PX�
1� 	
��� %��	��% Y 	��%� X %��
��,� ��&%��&���� Y � ����	� ��
	��% X �� ����� ������ �%���/��� �� ��& 	��%� PX� ��9�&� ��
�
��� ��%�	���- c : PX → PX' c(Y ) = Y ' �� Y ∈ PX�

������ � E���/��� f : R → R' f(x) = 1
x �� 	
� x �= 0 �� ����� %��7

/������ ������ �%���/��� �� 	��%� R� <�� %�	&����&� ��	����/���
����/��� f �� 	��% R\{0}' ����/��� g : R\{0} →R' g(x) = 1

x ' ����
�� g ������ �%���/��� �� 	��%�
�&� R \ {0} � R�

%
����� ��������� �� ��
�
 X *��� ���
���,� ������ ���&���� 	��%� X ���
%�	����� �� �%���/��� ��9��� � �� 	��%� X' ��� ������� �%���/��� �� 	��%� X�

������ 	 1� ���� 	��% X � ,���
 %������
�� 	��% PX ���
���,�'
�� %��&��' %������ 	��%� ∅ ��� %�	����� ���&���� 	��%� PX �� �
	�
��� ����� ������� �%���/��� �� PX� 3�/�&� �� 	&� �� �	��
��(�� &���� ���
����� � ���� ���� ����� ���&��� ��� 	��%� � ����
������	��� ���� ����� ������� �%���/��� �� 	��%� PX�

������� ��������� �� ��
������ X& Y � Z ��9� 	� %�	&������ � �������
�%���/��� �� 	��%�
�&� X' Y � Z ���� ��	� �������� 2� ������� �%���/��� ��
����/��� o : X × Y → Z�

������ � 6��&�� ������� �%���/��� �� 	��%�
�&� ���� ��	� ���7
���� &�9� ���� �%���/��� ''%��
��,� �����&���= �� 	��%�
�&�
/���5' %�������5 � ��/�������5 �����
�- Z' N+ � Q�
2� �� �%���/��� r : Z × N+ → Q' r(i, n) = i

n �

$�������� �
���� n �n > 2� �� ��
������ X1, ...,Xn � Y 1� %������� ���� n

�
� �� � ����/��� o : X1 × ...×Xn → Y �� �%���/��� o ��9��� n �� 	��%�
�&�
X1' ���' Xn � Y .&�Æ� ����&� &�9� ���� � �������50�

���� �%���/��� ��9��� n �� n > 2 %�	����' ���(�+
� 	� 	��
�&� � ����&�
	� �������&' ������& � �������& �%���/���&��
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@	����� �������5 �%���/��� ���� 
�&� %���	��
��� � �
�& ������' 
�
 	� %��7
���� �	����� ���� 
�9� ��' �� %��&��' 	�����,� ��� &��9�,� �
� �����' � ��
	� ��&�����
��	� � �	�/�����
��	��

1� ������� �%���/��� ∗ �� 	��%� X ��9�&� �� �� ��&�����
�� ��� �� 	
���
�
� ���&���� x � y 	��%� X 
�9�- x ∗ y = y ∗ x�

1� ������� �%���/��� ∗ �� 	��%� X ��9�&� �� �� �	�/�����
�� ��� �� 	
���
��� ���&���� x' y � z 	��%� X 
�9�- (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)�

8��� ��&�����
�� � �	�/�����
�� �%���/��� ���&�) ������,� � &��9�,�
.�� ����(������ 
�	�� �����
�0 	� � ��&�����
�� � �	�/�����
�� �%���/����
6��&�
���&� �� �����&�,� � ����,� ��	� �� ��&�����
�� �� �	�/�����
���
@� �%���/��� �� 	��%�
�&�' ����� � %��	�� 	� � ��&�����
�� � �	�/�����
��
.
����� �	����� ��5 �%���/��� � ������ � 	��%�
�&�0� 3������ 	��%�
� ����
�� ��&�����
�� �� �	�/�����
�� �%���/���� � ������ � ����/���&� %�������
	&� �� �� �
� %����
���� ����/��� f, g : X → X �� 
�9� g ◦ f = f ◦ g' ��� ��
�%���/��� ��&%���/��� ����/��� ���� ��&�����
��� ��Æ���&' %������� 	&� ��
��&%���/��� ����/��� ��	�� �	�/�����
�� �%���/����

*� ����� ��
���&� ����� �	����� ���� 	� ����	� �� 
��� �
� ������� �%�7
��/���' �	����� ��	�������
��	���

1� ������� �%���/��� ∗ �� 	��%� X ��9�&� �� �� ��	�������
�� 	 ��	�� �
����	� �� ������� �%���/��� • �� 	��%� X' ��� �� 	
��� ��� ���&���� x' y � z
	��%� X 
�9�-

(x • y) ∗ z = (x ∗ z) • (y ∗ z)�
<������� ��&� ������+� 	� � ��	�������
��	� 	 ��
� �%���/��� ∗ � ����	�

�� �%���/��� •- �� 	
��� ��� ���&���� x' y � z 	��%� X 
�9�-
z ∗ (x • y) = (z ∗ x) • (z ∗ y)�

6��&���&� �� ��� �� �%���/��� ∗ ��&�����
��' ���� ��� 
�9� ��	�����7
��
��	� 	 ��	�� 
�9� � ��	�������
��	� 	 ��
� � ��������

*��%�������� ��	�������
��	� �� ��	�������
��	� &��9�,� � ����	� ��
	�����,�-

(x + y) · z = (x · z) + (y · z) � z · (x + y) = (z · x) + (z · y)
��� �� 
�9� ��	�������
��	� 	�����,� � ����	� �� &��9�,�-

(x · y) + z �= (x + z) · (y + z) z + (x · y) �= (z + x) · (z + y)
� ������ � 	��%�
�&� 
����� 	&� �� �� �%���/��� %��	�� ��	�������
�� �

����	� �� ����� � �� �� ����� ��	�������
�� � ����	� �� %��	���

% ���(����� �0��
&�(


@�&�5 �� %�(���� ��/�&� �� 
�&� �
�� ���&������ ������	� �������5 �%�7
��/��� �� ����& ����(��& 	��%�� 6�� ���� +�� ��9�&� ��+�� � ,�5�
�� ���7
���	��' %���9�&� ��+ ����� ��(�� %���	��
��,� ���
�5 �%���/����

������  ���� ���� ������� �%���/��� ∗ �� ����& ����(��& 	��%�
A = {a, b, c, d} &�9�&� �� %���	��
�&� ������&-
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∗ a b c d
a a b b c
b c d b c
c d b d c
d c a b a

<�� 5�
�&� �� ������&� �������� c ∗ b' ���� %����Æ�&� ���&��� c �
%�
�� ������ .	� ��
� 	����� 
��������� ������0 � ���&��� b � %�7

�� 
�	�� .����� 5����������� ������0 � � %��	��� 
�	�� � ����� 	�
������ ��� ���&��� c � ������ � ����� 	� ������ ��� ���&��� b %��(�7
��&� �������� c∗b' ���&��� b� @
���
 �����	��
�� � %�������� ��(��
%���	��
��,� ������� �%���/��� �� 	��%� A �� ��&��� �� ����(��
	%�	�� �������	��- a ∗ a = a' a ∗ b = b'���

*�(�� ����
�,� ������� �%���/��� �� ����& 	��%� X ������& �� ���� %���7
��� ��� 	��% X �&� ����(�� ���� ���&������

1���
�,� ������� �%���/��� �� ����(��& 	��%� X ������& %�&�
� 
� ��&
�� ����
���&� �� %���,�- ������ �����(���5 �������5 �%���/��� &�9�&� ��%7
��
��� �� ����& ����(��& 	��%� X) <�� 	��% X �&� m ���&����� %��
�&�
������' ��� � %���5����& %��&���' 	� m ���&����� � 
�	�� � m ���&����� �
������� 4����' ��� ������ � ��&� ����9�&� �������� �%���/��� �� �
� ���&����
.��� %��	�� ����� 
�	�� � ����� ������0 �&� m · m = m2 %���� .8�������� �
��+�& ������
  ������ �&� 42 = 16 %��� �� %�	�,� ����������0 8��� ��
%��� %�%���&� ���&����&� %�	&������� 	��%� X �� ����� ��(��' ���� ����7
��&� ����� ������� �%���/��� �� 	��%� X� � ������
  �� 	
��� �� � %���
&�9�&� 	��
��� ����� �� 4 ���&���� 	��%� A' ��� ������ &�9�&� %�%����� ��
416 = 442

��(���� 4����' �� 	��%� A �� �������  %�	���� 416 = 442
�����(���5

�������5 �%���/���' � ��+� ������� �%���/��� ������	��� � ����� ������ ��
	�&� ����� �� ,�5� � �%+��& 	��(���' �� 	��% X 	� m ���&�����' �� 	
��� %���
&�9�&� �� 	��
�&� ���� �� m ���&����� 	��%� X' ��� �&�&� m &���
��	�� ��
%�%�,�
�,� 	
���� %���� 4����' ��(��� �� %�%�,�
�,� ������ �&�&� mm2

'
%� �� ���� �����(���5 �������5 �%���/��� �� 	��%� X 	� m ���&����� ������
mm2

� 3�/�&� � �� �����(���5 �%���/��� ��9��� n �� 	��%� X 	� m ���&�����
�&� mmn

� 2��� ���� �������5 �%���/��� �� 	��%� X' ���� mm2
' ��	�� � 	�
���

���� �%���/��� ��9��� �' ��� 	��(�� ���� �� n = 2�

���	������	 ��������	

<�� 5�
�&� �� ��9�&� +�� �� �� ����/��� ��� �%���/��� %������� ��& �� ��
%�&���&� � ���� 	��%� *��&�' %�� ������	�,� ����/��� ��� �%���/��� %�
�
�&�&� 	��%' %� ����& �� ,���
�& ���&����&� ������+�&� ����/���' ����	��
�%���/���� <�� �&�&� ���� ��%����� 	��% X � �� ���&����&� ��� 	��%� ����
�����(��� �%���/��� .&�9�� � 	�&� �����0 ∗' �' ◦ � •' ���� ��9�&� �� ���
	��% � �� �%���/��� (��� ����� 	��������' ���� ��
�&� �������	�� 	��������
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�&� (X, ∗, �, ◦, •)� ��9�&� ��%��
��� � 	�������� ���� (��� 	��%
X' ���� ����/��� ��&�Æ� ,���
�5 ���&�����' �� %��&�� ρ � σ' � ���� �%�7
��/��� �� ,���
�& ���&����&�' �� %��&�� ∗' � � •� 2��
� 	�������� ��
�&�
����/��	��7�%���/��	�� 	��������' (X, ρ, σ, ∗, �, •)� L�	�� 	� 	��% X ��
� ��	�(
�������	�� ��� ����/��	��7�%���/��	�� 	��������� *� %��&��' (N, >,+, ·) ��
����� ����/��	��7�%���/��	�� 	�������� 	� ��	�(�& 	��%�& %�������5 �����
�
N' �������& ����/���& > � �������& �%���/���&� + � ·�

� ��!� � ��!����" � ���� �� �
�
�� � � ��!�"

������

� ������ � %���&��� ������ %�&����� 	&� %�	���� 
�	�� ��(���/�' �	�����
>	���� 	� ��(���/� ���� �&��� �	����	�� 
�����	�' ��� �� ���� �&� 	&�	�� %�7
���� �� �� 	� �	������ ��� ��9�� .���	������0� *�%�&���&� �� �� %���������
��
� �� �� �	��� ���	�����' ��� &� 
�&� ��� ��5��(�� ���&��' ���� ������
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�� ���	������ �	���� ��
����� ��9���

6��&��� �	���� %�������� ������ 	�-
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 ��
� �
�� �� ������ ��������� x + 2 = 0�

.�0 ����� ��7��� ����> ��	�
�
 �� �����
 ����

��Æ� �
�& �	����&� �	������ 	� �	���� .�0' .�0' .#0' .!0 � .�0' � �	���� .�0'
."0' .�0 � . 0 	� ��9���

4���
���&� 	� �� ���� �����	��
����� ��%�	�
�,� �	���� ����(�
�&� 	��
�&�
p' q' r'��� 4����' ���� ��%�+�&� 	��
� p �� ���(� �� �� ,���
�& &�	�� &�9�
	������ &� ���� ��������� �	����

�	�����

@� �	���� %��
�&� ��
�' 	��9����� �	���� %�&�
� 
������' ���� ��
�&� ����(��

����/�� :���(�� 
����/� 	�- �������A ���������A ��
 ���� 
��� ���A �����A �����
 � 
��

��
���� 8��� �&�&� �
� �	���� p � q' ���� �� %�&�
' �� %��&��' 
������ ���
%��
�&� ��
� �	��� p ��� q� L�& ���&���&� ��
� �	���' � ��+�& 	��(���
�	��� p ��� q' %�	��
�� 	� ���
�9���� %���,�- �� �� �� ��� ��
� �	��� �	�����
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��� ��9��) >	����	�� 
�����	�� 	��9�����5 �	���� ����Æ��� 	� %� %���/�%�
�	����	�� ����/�������	��' ��� �	����	�� 
�����	� 	��9�����5 �	���� ��
�	�
�� �	���� p � q' 
�	�� ����(��� 
������ %�&�
� ��� �� ���&���� ��� ��
� �	���
.� ��+�& %��&��� 
������ ���0 � �� �� (��� �������

6���	��
�&� 	�� ����(�� 
������ � ����
���&� �� %���,� � �	������	��
�	���� ���� 	� �������� %�&�
� ��5 
�������

�5 6��(��	&�(
 7�����	 �8

6�������&� �	���-

?��� 0����( �� ��
 	�
��� � 
������

@�� +�� ��& 	��%+��
� �
�� �	��� &�9�&� ��
� � �	����& ���� (��� �
�
�	���� %�
����� 
������& �-

?��� 0����( �� ��
 	�
��� � ?��� 0����( �� ��
 
������

8������/��� �	���� p � q �� �	���-

p � q�

1� 
����� � ����	�� 	� %�	���� 	�&��� ∧' ���� 	� ��
� � �������/��� .���
� 	�& �	���0� ����� �	��� p � q ��%�	���&�

p ∧ q.

F����� � �� 
����� %�������5 ������� � %�������& ������ �	��� p � q ��
�	����� 	�&� ��� 	� ��� �	���� p � q �	������� >	�� 
� 
�9��� � �� �	���
p ∧ q�

>	��� p ∧ q �� �	����� ��� �� p �	����� � q �� �	�����'
� ��9�� �� ���-
.�0 p �� �	����� � q �� ��9��'
.�0 p �� ��9�� � q �� �	�����'
."0 p �� ��9�� � q �� ��9���
4����' �	��� p∧q �� �	����� 	�&� � 	��(��� ���� 	� ��� �	���� p
� q �	������' � ��9�� �� ��� �� ��� ����� �� �	���� p � q ��9���

�5 '��(��	&�(
 7�����	 ���8

4�	����/��� �	���� p � q �� �	���-

p ��� q�

1� 
����� ��� ����	�� 	� %�	���� 	�&��� ∨' ���� 	� ��
� � ��	����/���
.��� � 	�& �	���0� ����� �	��� p ��� q ��%�	���&�

p ∨ q.

>	��� p ∨ q �� �	����� ���-
.�0 p �� �	����� � q �� �	�����'
.�0 p �� �	����� � q �� ��9��'
."0 p �� ��9�� � q �� �	�����'
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� ��9�� �� ��� p �� ��9�� � q �� ��9���
4����' �	��� p ∨ q �� �	����� ��� �� ��� ����� �� �	���� p � q
�	�����' � ��9�� ������ � 	��(��� ���� 	� ��� �� �	���� ��9���
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� ��(��� ����+
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*��
�� ��� ����� ��� 
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@
�& �	����& 	� 	��%+��
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*��
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�����

4����' �&�&� �
� �	���� %�
����� 
������& ���� 2�� �	��� �� �	�����
��� �� ����� �� �� �
� �	���� �	�����' � �	����� �� � ��� 	� ��� �	����
�	������� @
� 
�	�� 
������ ��� ��
� 	� �������
�� .	����0 ���� 6�	����
��+ ����� 
����� ���' %��/������ ��(��� 
����� ���"���' ���� 	� ��
�
��	�����
�� .����0 ���� *��&�' ��� ��9�&�-

*��
�� ��� ��� ����� ��� 
�����

���� �� �
�� �	��� �	����� 	�&� ��� �� �	����� ����� �� �	����-

*��
�� ��� ������

*��
�� ��� 
�����

<�� 	� ��� �
� �	���� �	������' �� �� ��9��� ��Æ���&' � %�������&
������ %������' ��� ������	� �� �&���
�
�' 
����� ��� 	� ����	�� �&�	��

������ ���"���� 6�������&� 	����
� �	���-

*��
�� �� � ��

�
	� ��� �� ������
�
� ������)��

� �
�& �	���� �%��������� �� 	�&� ����� ���' � 	��%+��� ��& �� � 	�
���
��� +�� 	� 	��%+��
� %�&�
� 
������ ���"���� 4����' �
�& ��(���/�&
�� ��(���-

*��
�� �� ��� � ��

�
	� ��� �� ������
�
� ������)��

:���(�� 
����� ∨ ���� 	&� �
�� ������	��� �� 
����� ��� �� %�������5
������ � ��
�&� �� ��+ �������
�� .���� ����(���' 	����0 ��	����/����

6�	���� � ����(�� 
����� ���� ����
��� 
������ ���"��� � ��
�&� ��
��	�����
�� .���� �	���(���' ����0 ��	����/���� 2�� ����(�� 
����� %���7
	��
�
�&� %�&�
� �����5 
������ .
����� ������ �����0' ��� �� ,���
��
�&� �
����� %�	���� 	�&����

)5 ��0
�	
&�(
 7�����	 ������� ��	����8

>&%����/��� �	���� p 	� �	����& q .��& ����&0 �� �	���-

��
 p� 
��� q�

1� 
����� ��
���� 
������ ����	�� 	� %�	���� 	�&��� ⇒' ���� 	� ��
� �
�&%����/��� .��� � 	�& �	���0� ����� �	��� ��
 p� 
��� q ��%�	���&�

p ⇒ q.
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�9�� ����	��� ��
�Æ�,� �	���� p � q %������& ���&�7
��,� �	���� p ⇒ q� � �&%����/��� p ⇒ q �	��� p �� ����/����	' � �	��� q
�� ���	��
��	� ��9�&� ��
����� � � �&%����/��� �	���� q 	� �	����& p
���� ���	�- ��
 q' 
��� p� 1� �&%����/���

��
 p� 
��� q � ��
 q� 
��� p

��9�&� �� 	� ����� ������ ��������

F�9��	� �	���� ��
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.�0 p �� �	����� � q �� �	�����'
.�0 p �� ��9�� � q �� �	�����'
."0 p �� ��9�� � q �� ��9��A
� ��9�� �� ��� p �� �	����� � q �� ��9���
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p ∧ q � ��	����/��� p ∨ q 	�' �� ���� ��9�&�' %������� � �(���
���� ��7
Æ���& ���� ���� 	� �	������+
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��& ������ ��
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��� q %�	���� ����
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���	�� ��
�	� �� p� <��' � �
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−1 1 − 1

1 −1 1

6�&�
�� 	�&���� ��
� � ��	�� ������� �&��� �	���(�
� 	�����	��
����/��� � ��&��� �����%����/��� ��� ����� 	�&����� � �
�� ��7
���%����/��� ������ ��� ��������& B ���(�,� ���� �7��(� ������&�
�
���� 1��(�,� �7��(� a �� −1' � �7��(� b �� 1� <�� �&�&� �7��(
(R ∗ P ) � ���� z1 �� ���(�,� �7��(� R � ���� z2 �� ���(�,� �7��(�
P ' ���� ���(�,� �7��(� (R ∗ P ) �� %����
�� �����
� z1 � z2- z1 · z2�
�����
��� ��(���' ��+� �7��(� 	� �����%�������� ��� ������ � ��7
��&� 	� &��9� �����
� −1 � � � ���(�,� 	
��� �7��(� &�9� ���� ���
−1 ��� ��
G�	�� �� �� 	
��� ����� &�9� �&��� 
�+� �����%����/���� 6���9�&�
��+ ����� �����%����/��� ������ ��� ��������& B� ��&��� a �� 0'
	�&��� b �� 1 � 	�&��� ∗ �� ������� �%���/��� &���&�&� �� 	��%�
{0, 1}-

min 0 1
0 0 0
1 0 1



�� ���	� 
� �4%'

> � ��+�& ���(�
�,� ���&����� ������ �	����� ������ &� 
�&� 	� ��7

��� 	�����	�& � 	�&������& ��� ������� ��&���� �������� ���&����� ������
�	����� ������ &�9�&� %������� � �
� 	��%���� G���� 	��%��� (��� 	�&����
	� ���	��& ���(�,�&' ���� 	&� %�&����� � ������ � %���&��� ������' ����(��

����/� ∧ .�������/���0' ∨ .��	����/���0' ⇒ .�&%����/���0' ¬ .����/���0' ⇔
.��
�
����/���0' � .�	����0 � ⊥ .��90� 4���� 	��%��� (��� 	�&���� ���� 	�
%��&����
� +�� 	� ��(� ���(�,��



����� �


���
�� �	����

� �
�� ���
� ���(�
�
�&� �	����� ������� � %�
�& ���� %���	��
�
�&� ���7
&���� ����� �	����� ������ � 	���� � %��/���� ��(�� %��
��,� �	�����5
���&���' ��� ��
�
�&� 	� 	�����	�& ���&����� ������ �	����� ������� �
�����& ���� %���	��
�
�&� 	�&������ �	����� ������� *��&�' ��
���
�&� �
���(�,� �	�����5 ���&���' ��� %���	��
�
�&� ���
�� �����%����/��� ���7
&����� ������ �	����� ������� �
��� �	����� ���&��� �&�
� 	�&� ����� ��
�
� ���(�,�- �	������ ��� ��9�� .���	������0� � ���
�& ���� ������	�
�&�
�������� ���(����5 �������	��5 	��������' �� ����5 �	��(�&� ����
� ��������
*� �����' � (��
���& ����' ���(�
�
�&� ���� 
������' %���	��
�
�&� 
�9��
���&� �	�����5 ���&���' ���������
�� � ��	������
�� ���&���� ���&�' �
%�����
�&� � ���� 
��� ��&�Æ� 
�������

$"% ������ � � ��!�� ������

����� �
���	� ������	 
� ��	

<������ ���&����� ������ �	����� ������ �� %�������
' ��%����� 	��% 	�&7
�����

!�'������� ��'�(��� ������� ��)���

<������ S �	����� ������ 	�	���� 	� �� 	����
� ��� 	��%�-
� %�������
�� 	��%� �	�����5 	��
�' 	��%� P' (��� 	� ���&���� p0'
q0' r0' p1' q1' r1'���' pn' qn' rn'���A

��



� ���	� �� ��6��9� ;%<�6�

� 	��%� ����(��5 
������ {∧' ∨' ⇒' ⊥}' ��� 	� ∧' ∨ � ⇒ �������

����/�' � ⊥ ������� 
�����A
� 	��%� %�&�
��5 	�&���� {(, )}�

����� !	��� ������	 
� ��	

@� 	
�5 ��(� ��� ��������& �	����� ������' ����� ����&���� ��(� 	� �	�����
���&���� 4����' ����� �	����� ������ (��� �	����� ���&����

!�'������� ������� '���
��

.�0 >	����� 	��
� � ����(�� 
����� ⊥ 	� �	����� ���&����

.�0 <�� 	� A � B �	����� ���&���' ���� 	� � (A ∧ B)' (A ∨ B) �
(A ⇒ B) �	����� ���&����
."0 >	����� ���&��� 	� &��� ������� 	�&� ����(��& %��&���& ��7
��
� .�0 � .�0 �
� ������/����

6��&���&� �� �� �
� �������
�� ������/���� � ,���& ���� .�0 ����7
��	��� 	� ��������	��
���� �	����� ���&���' �	����� 	��
� � ������� ����(��

����� ⊥' � ,�5 
�&� �
��� ���&	�� �	����� ���&���� � ���� .�0 ������	���
�� ���� 	� 	
��� 	��9����� �	����� ���&��� ������ %�
���
�,�& 
�
 %�	����
�5
.
�
 ��%��
����50 �	�����5 ���&��� ����& ����(��& 
������& ∧' ∨ ��� ⇒�
4�� ."0 ���(� �� �� ��( � ������ �������
��� ������/���� �
��� �������
��
������/��� 
� �&��� ����� ����
 ���' %� 
�&� �� �����
� %������&�
����

>	����� ���&��� ���
� 
�&� �
��� ���&��� ��� �	����� ���% 	
�5 ���7
&��� �	����� ������ ����(�
�
�&� 	� F �

������ � *��� ���&	�� �	����� ���&��� 	� p1' q4' r3' p5' ⊥ �
r56� 6��&��� 	��9�����5 �	�����5 ���&��� 	�- ((p1 ∨ ⊥) ⇒ q5)'
(⊥ ⇒ ⊥)' (p1 ∨ p2)' (r1 ⇒ (p32 ∧ q2)) � ((p4 ∧ q1) ∨ r8)� *� �����' �
�
�������� ����
� 	�&���� �������� �	����� ������ ���� ��	� �	�����
���&���- (p1 ∧ ∨)' ⇒' (p5⊥q6) � (p1q1 ⇒)�

%������� � ������/��� �	����� ���&��� �%�������� 	&� 	��
� A � B ����
%��%����� &��������� � ��	� 	�&���� �������� �	����� ������� > ������'
	��
� A' B' C'���' F '���' A1' A2'���' B1' B2'���' C1' C2'���' F1' F2'��� ��
� 	�&����
&���������' ��� 	5�&��	�� 	��
� �� &�	�� ����5 &�9�&� 	��
��� ���� �	�����
���&���� *� %��&��' �� �� &�	�� 	��
� F 	���� ���&��� ((p1 ∨ p2) ⇒ q1)
��%�	�
�
�&�- F = ((p1∨p2) ⇒ q1)� <�� 	� ���&��� A � B 	�����	�� ������(��
.������� ��� ����
� 	�&���� �������� �	����� ������0' ���� 
�&� �� ��%�	���
A = B� 4���' A ∧ B' A ∨ B � A ⇒ B 	� 	5�&�' � ����&� �� &�	�� 	
����
	�&���� &��������� A � B 	��
��&� ���� �	����� ���&��� � %�
�����
� �5
����& 
����/�&� ∧' ∨ � ⇒ ������&� ��
� �	����� ���&���� >	�� ����' (�	��

�&� ����	���� 	��
� p' q' r'��� �� &��������� ��� 	5�&��	�� 	��
� �� &�	��
����5 	��
��&� �	����� 	��
� �������� �	����� �������
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8��� 	&� ��
����� � ���&����& ����/�&� ����� 	&� �� �� 
�9�� ����7
��	��� ����� ����&���� ��(� .���
��� 	&� �5 �7��(�0 ��� ��������& � ��
�� ��(� (��� ������ F�9�� %��&�
� 
����� �� ���� �7��( 	�- %����( ���� ��
� 	�&� �7��( � ���� ��
��,� ���
�5 %����(� � ��� �7��(� .
����� ������ � �
������ � ���&����& ����/�&�0� *�+� �7��(� 	� �	����� ���&���� 6����(�
����� �	����� ���&���' ���� 	� � 	�&� �	����� ���&���' �
�
�&� %�����&���'
� ��
� ��& 
�9�� � ���� ,�5�
�5 ��
��,� � �	������ ���&����

������ � 6�	&�����&� ���&��� (((p1 ∨ p2) ⇒ p5) ∨ (p7 ∧ p4))�
6��&���&� �� 	� ���� ,��� ����
�' �� %��&�� (p1∨p2)' p5' (p7∧p4)
� ((p1 ∨ p2) ⇒ p5) � 	�&� �	����� ���&���� 2� ���&��� 
�&� �
���
%�����&��� %������ ���&��� (((p1 ∨ p2) ⇒ p5) ∨ (p7 ∧ p4))�

4����' ��� 	
��� �	����� ���&��� �����&� ��� ����� ��( ������ �	�����
������' ���� �� 	
��� ,��� %����(' ���� �� � 	�&� �	����� ���&���' ����� %����7
�&��� �� ���&���� < 	��� ������+�&� 	��% 	
�5 %�����&��� ���� ���&����

!�'������� ��
�� ���'���
�� ���� '���
��

���% 	
�5 %�����&��� ���&��� F ' 	��% Pf (F )' �������
�� ������7
+�&� �� 	����
� ��(��-
.�0 	�&� ���&��� F %��%��� 	��%� Pf (F )A
.�0 ��� �� (A ∧ B) ∈ Pf (F )' ���� �� A ∈ Pf (F ) � B ∈ Pf (F )A

��� �� (A ∨ B) ∈ Pf (F )' ���� �� A ∈ Pf (F ) � B ∈ Pf (F )A
��� �� (A ⇒ B) ∈ Pf (F )' ���� �� A ∈ Pf (F ) � B ∈ Pf (F )�

���% %�����&��� ���&��� �� ������� � �� 	��%-

{p1' p2' p4' p5' p7' (p1 ∨ p2)' (p7 ∧ p4)' ((p1 ∨ p2) ⇒ p5)' (((p1 ∨ p2) ⇒ p5) ∨ (p7 ∧ p4))}�
1� ���� ���&��� F � 	
��� ,��� %�����&��� A ��
���
�&� � � ��
��,�

%�����&��� A � ���&��� F � >	����� ���&��� 	� ��(� ������ �	����� ������'
%� 
�+� ��
��,� %�����&��� A � ����� ���&��� F ������+� 	� ��� 
�+�
��
��,� %����(� A � ��(� F �

6�������&� 	��� ���&��� � 	����
�& %��&����

������ � >&�&� ���&��� F =(((p1⇒p2) ∧ p4) ∧ ((p1⇒p2)⇒p6))�
@
� ���&��� �&� �
� ��
��,� ,���5 %�����&���- (p1 ⇒ p2)' p1 �
p2' � 	��% 	
�5 ,���5 %�����&��� �� 	��%-
{p1' p2' p4' p6' (p1 ⇒ p2)' ((p1 ⇒ p2) ∧ p4)' ((p1 ⇒ p2) ⇒ p6)' F}�

� ������
 � 
���&� �� 	��% 	
�5 %�����&��� ���� ���&��� F �� ����
�����&�/��� � ��&� ������ %��� 	� ���� %�����&��� ��
�� � ���&��� F �
4� ��	&� &���� �� �	�& 	
�5 %�����&��� ���� ���&��� F ������9�&� � 	
�
��
��,� ��5 %�����&���' %��
�&� ��
� �� ���&��� F �
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4�
� ���&��� F �� ������� � ��-

p6(p1 ⇒ p2)

p2p1

p4(p1 ⇒ p2)

p2p1

(((p1 ⇒ p2) ∧ p4) ∧ ((p1 ⇒ p2) ⇒ p6))

((p1 ⇒ p2) ⇒ p6)((p1 ⇒ p2) ∧ p4)

� ��
��� ���&��� F ������9��� 	� 	
� ��
��,� %�����&��� (p1 ⇒ p2)' p1

� p2 � ��� ���&���' ��� � 	
� ��
��,� 	
�5 �����5 %�����&��� ���&��� F �
< �
� � %��/���� ������/��� ��
��� ���� ���&����

!�'������� ������ ���� '���
��

.�0 <�� �� F ���&	�� ���&��� .��� F �� ���� �	����� 	��
� ��� ⊥0'
���� �� ��
� ���&��� F ' D(F )' (
�� � ��&� �� 	�&� ���&��� F �
.�0 <�� �� ���&��� F ������ (A ∧B)' (A ∨B) ��� (A ⇒ B)' ���� ��
��
� ���&��� F ' D(F )-

F

D(B)D(A)

��� �� D(A) ��
� %�����&��� A � D(B) ��
� %�����&��� B�

4���
���&� 	� �� ������' %�� %��
��,� 	��9���5 ���&���' �� %�+�&�
	�	
�& 	%���+,� �������� *� %��&��' ���&��� (A ∧ B)' (A ∨ B) � (A ⇒ B)
%�	�
�&� ����& A ∧ B' A ∨ B � A ⇒ B�

6��&���&� �� ������� �	����� ������ S �� 	���9� 	
� �	����� 
������
%�&�
� ����5 	&� ������� �	����� *���	����- ������� 
�����⇔' ������ 
�����
¬ � ������� 
����� �� 2� 
������ ������	�
�&� %�&�
� 
������ ���� %��7
%����� �������� S �� 	����
� ��(��-

A ⇔ B =def (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)
¬A =def A ⇒ ⊥
� =def ⊥ ⇒ ⊥

$"$ ��������� � ��!�� ������

� %���5����& ������ %��/���� 	&� ������	��� %�	��%�� ���Æ�,� �	�����5
���&���� � �
�& ������ 
�&� ��
����� � ���(�,� ��5 ���&���' ��� %���7
	��
�
�&� ���
�� �����%����/��� ���&����� ������ �	����� �������
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����� ��������	 ��	"����� �������# �����
�

>	����� ���&��� 	� �	���� ���� �&��� 	�&� ����� �	����	�� 
�����	�' ��� �&���
	�&� ����� �� 	����
� �
� ���(�,�- .�0 �	������ ��� .�0 ��9�� .���	������0�

F��� ��&�Æ� �	�����5 ���&��� F � ,�5�
�5 ���(�,� &�9�&� �� %���7
	��
�&� ��� %�
���
�,� ���&����� 	����
� �
� 	��%�- 	��%� �	�����5 ���7
&��� F � 	��%� ���(�,� ���� (��� 	�&� �
� ���&����- � .�	����0 � � .��9'
���	����0� *��&�' ������	�
�&� ����/��� �� 	��%� F � 	��% {0, 1}' ����/���
v : F → {0, 1}� G����& ���
�& ����/���& 	
��� �	����� ���&��� ������
����� �	����	�� 
�����	�- �	������ �� ��� 	� 	���� � �' � ��9�� �� ��� 	�
	���� � �� 2� ����/��� ����
���
��� 	����
� %���/�%' %���/�% �	����	��
����/�������	��- �	����	�� 
�����	� 	��9��� ���&��� &��� �� ��
�	� ��
�	����	��5 
�����	�� ,���5 %�����&���' 
�	�� ����(��� 
������ %�&�
� �����
�� ���&����� �� ���&��� � �� �� (��� ������� 2� ���(� �� �	����	�� 
�����	�
���� ���&��� F ' ���� �&� ����� �� 	����
�5 ������- A ∧ B' A ∨ B' A ⇒ B'
A ⇔ B ��� ¬A' &��� �� ��
�	� �� �	����	��5 
�����	�� ���&��� A � B ���
,���5 %�����&��� � ����& 
������ ∧' ∨' ⇒' ⇔ � ¬� @�&�5 	� ��&�
� %���,�-
�� �� �	����	�� 
�����	�� ���&��� A ∧B' A ∨B' A ⇒ B' A ⇔ B � ¬A ��
�	�
�� �	����	��5 
�����	�� ���&��� A � B �	�� ��� +�� �	����	�� 
�����	��
	��9���5 �	���� p∧ q' p∨ q' p ⇒ q' p ⇔ q � ¬p ��
�	� �� �	����	��5 
�����	��
�	���� p � q .
����� ������ � 
����/�&�0) @���
�� ��- ��� 4� ��	&� %��/����
�%�	��� �� ��
�	��	�' %�&�
� 
� ��& 	����
� �%���/��� �� 	��%� I = {0, 1}�
6���	��
�&� %�
� (����� ������� �%���/��� �� 	��%� I = {0, 1}-

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

∨ 0 1
0 0 1
1 1 1

⇒ 0 1
0 1 1
1 0 1

⇔ 0 1
0 1 0
1 0 1

6��&���&� �� 	� �
� ������� �%���/��� ����& 	����
� ����/���-
∧ : I × I → I' ∧(a, b) = min(a, b)A
∨ : I × I → I' ∨(a, b) = max(a, b)A
⇒: I × I → I' ⇒ (a, b) = max(1 − a, b)A

⇔: I × I → I' ⇔ (a, b) =
{

1, a = b
0, a �= b.

1���& %���	��
�&� ������ �%���/���-

¬
0 1
1 0

���� �� ����/���-
¬ : I → I' ¬(a) = 1 − a�

*� �����' %���	��
�&� � �
� ������� �%���/��� �� I = {0, 1}-
.⊥0 ������� �%���/��� �� 	��%� I ���� ���
��� ���&��� �A
.�0 ������� �%���/��� �� 	��%� I ���� ���
��� ���&��� ��

4����' �� ����/��� ���� %�
����� �	����� ���&��� 	� ,�5�
�& �	����	��&

�����	��&�' ����/��� v : F → {0, 1}' ����� �� 
�9� 	����
�-

v(A ∧ B) = min(v(A), v(B))
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v(A ∨ B) = max(v(A), v(B))
v(A ⇒ B) = max(1 − v(A), v(B))
v(⊥) = 0
v(¬A) = 1 − v(A)
v(�) = 1
v(A ⇔ B) = 1 ��� �� v(A) = v(B)' ���(� v(A ⇔ B) = 0�

������ � 6�	&�����&� ���&��� F = p1 ∧ (p2 ⇒ p3)� @�����&�
�	����	�� 
�����	� �� ���&���' 
�����	� v(p1 ∧ (p2 ⇒ p3))� *�
�	��
� ��
�����5 	
��	��
� ����/��� v �&�&�-

v(p1 ∧ (p2 ⇒ p3)) = min(v(p1),max(1 − v(p2), v(p3)))�
4����' �� ��	&� �������� �	����	�� 
�����	� ��+� ���&���' 
���7
��	� v(p1 ∧ (p2 ⇒ p3))' &���&� �� ���&� �	����	�� 
�����	�� ,���5
�	�����5 	��
�' ��� 
�����	�� v(p1)' v(p2) � v(p3)�

>� ������� � 
���&� �� �� &�9�&� �� ������&� �	����	�� 
�����	� ���7
&��� F ��� �� ���&� �	����	�� 
�����	� ,���5 �	�����5 	��
�� 1��	��' ��&��
	
��� �	����	�� 
�����	�� ���� �	����� ���&��� 	� �	����	�� 
�����	�� 	
�5
�	�����5 	��
� ���� 	� � ,�� %���
����� $��� ������� ��&�� �	����	��5 
���7
��	�� 	
�5 �	�����5 ���&���' 	
�5 ���&����� 	��%� F ' ��	� �	����	�� 
���7
��	�� 	
�5 �	�����5 	��
�' 	
�5 ���&����� 	��%� P' %��	��%� 	��%� F � 1���

�&� %�	&������ 	��% �	�����5 	��
� P � ������	�
�&� ����/��� �� P � {0, 1}
���� 
� �	�����& 	��
�&� ������
��� �	����	�� 
�����	���

!�'������� ���
����� �������* �����

E���/��� vP �� 	��%� �	�����5 	��
� P � 	��% {0, 1}' vP :P→{0, 1}'
����
� 	� 
����/��� �	�����5 	��
� ��� ���
� ����(�� 
����/����

�
��� ����(�� 
����/��� vP : P → {0, 1} ����Æ��� ��(�� ����� 
����/���
�	�����5 ���&��� v' v : F → {0, 1}' �� 	����
� ��(��- �� 	
��� �	����� 	��
�
p 
�����	� v(p) 	� %����%� 	� 
�����+
� ��� 	��
� ����(��& 
����/���& vP '
��� v(p) = vP(p)' � %�	���� ������/��� ���� 	� ����Æ��� �	����	�� 
�����	��
	��9�����5 ���&��� � ��
�	��	�� �� �	����	��5 
�����	�� ,�5�
�5 %�����7
&���� ;
� �� ������/��� 
����/����

!�'������� ���
����� �������* '���
��

1� ���� 
����/��� �	�����5 	��
� vP ' vP :P→{0, 1}' ������+�&�
����/��� v' v : F→{0, 1}' �� 	����
� ��(��-

� v(p) = vP(p) �� 	
��� p �� 	��%� �	�����5 	��
� P' P ⊂ F A

� v(⊥) = 0A

� v(A ∧ B) = min(v(A), v(B))A

� v(A ∨ B) = max(v(A), v(B))A

� v(A ⇒ B) = max(1 − v(A), v(B))�
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@
��� ������	��� ����/��� v �� ����� 
����/��� �	�����5 ���&����
1� 	
��� �	����� ���&��� F 
�����	� v(F ) �
�
�&� �	����	�� 
���7
��	� .��� ���
�' 
�����	�0 ���&��� F 
����/���& v�

@�&�5 %���9�&� ���� 
�&� �� ���� 
����/��� v �������� �	����	�� 
���7
��	� ���&��� �' ¬A � A ⇔ B� E��&��� � �� ��&��� �� ���&��� ⊥ ⇒ ⊥' %�
����	��
� ������/��� 
����/���' ������&�-

v(�) = v(⊥ ⇒ ⊥) = max(1 − v(⊥), v(⊥)) = max(1 − 0, 0) = 1�
� ������& �� �� �� �� ���&��� ¬A ��&��� �� ���&��� A ⇒ ⊥ �&�&�-

v(¬A) = v(A ⇒ ⊥) = max(1 − v(A), v(⊥)) = max(1 − v(A), 0) = 1 − v(A)�
*� 	��(�� ��(��' ����	��
� ������/��� 
����/��� � ������/��� �� �� A ⇔ B
��&��� �� ���&��� (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)' &�9� 	� %������� �� ��-

v(A ⇔ B) = 1 ��� �� v(A) = v(B)' ���(� v(A ⇔ B) = 0�
6�������&� 	��� ��+� ���&��� p1∧(p2 ⇒ p3) �� ������� �� <�� �� 
����/���

v1 ���
� �� �� v1(p1) = v1(p2) = 0 � v1(p3) = 1' ���� ��-

v1(p1 ∧ (p2 ⇒ p3)) = min(v1(p1), v1(p2 ⇒ p3))
= min(v1(p1),max(1 − v1(p2), v1(p3)))
= min(0,max(1 − 0, 1)) = min(0, 1) = 0�

<�� ��&�&� 
����/��� v2 ���
� �� �� v2(p1) = v2(p2) = v2(p3) = 1' ���� 
�����	�
v2(p1∧(p2 ⇒ p3)) ��(���&� �� �	�� ��(�� ��� � v1(p1∧(p2 ⇒ p3))' ��� 	� �����&
�	����	��& 
�����	��&� �	�����5 	��
�' %� �&�&�-

v2(p1 ∧ (p2 ⇒ p3)) = min(v2(p1), v2(p2 ⇒ p3))
= min(v2(p1),max(1 − v2(p2), v2(p3)))
= min(1,max(1 − 1, 1)) = min(1, 1) = 1�

1����(���&� �� �� �� 
����/��� v1 
�����	� v1(F ) ������� �' ��� ���&��� F ��
��9��' � �� 
����/��� v2 
�����	� v2(F ) ������� �� �' ��� ���&��� F �� �	�������

1� 	
��� ���&��� F 	
� 
����/��� &�9�&� ���
�	���� �� �
� 	�����- ��
������ 	����� �&�&� 
����/��� �� ���� �� ���&��� F �	������' � �� ������
	����� 
����/��� �� ���� �� ���&��� F ��9��� 6�	��
�� 	� 	����
� %���,�-
�� �� %�	���� ���&��� ���� 	� �� 	
��� 
����/��� �� 	��%� F � 	��% {0, 1}
�	������) @���
�� ��- ��� 2��
� �� �� %��&��' ���&��� p1 ⇒ p1� >&�&� �� 	�
�� 	
��� 
����/��� v 
�����	� v(p1 ⇒ p1) ��(��� �� 	����
� ��(��-

v(p1 ⇒ p1) = max(1 − v(p1), v(p1)).
>	����� 	��
� p1 ����& 
����/���& v &�9� �&���- ��� 
�����	� � ��� 
�����	�
�� <�� �� v(p1) = 0' ���� �� v(p1 ⇒ p1) = max(1 − 0, 0) = 1' � ��� �� v(p1) = 1'
���� �� v(p1 ⇒ p1) ������� max(1−1, 1) = 1� 1����(���&� �� �� �� 	
� 
����/���
���&��� p1 ⇒ p1 �	������� E��&��� ���� �&��� �� �	����� ��
� 	� ������������

!�'������� ��
����)���

>	����� ���&��� F �� ����������� ���� �� 	
��� 
����/��� v 
���7
��	� v(F ) �� 1� 4� �� ���&��� F ����������� ��%�	���&� |= F �

� ����� 	�����' %�	���� � ���&��� ���� 	� ��9�� �� 	
� 
����/���� 2�
���&��� ��
�&� ���������/��� .��� %����
��(��	��0� *� %��&��' ���&���
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p2 ∧ (p2 ⇒ ⊥) �� ���������/���� <�� 	� 	���&� �� �� ��&��� �� ���&��� p2 ⇒ ⊥
���&��� ¬p2' ���� �� ���&��� p2 ∧ (p2 ⇒ ⊥) � 	�
��� p2 ∧ ¬p2 � ��� �� �
��
��9��� 6��
���&� �� ����Æ�
�,�& 
�����	�� v(p2 ∧ (p2 ⇒ ⊥))� >	����� 	��
�
p2 ����& 
����/���& v &�9� �� �&� ��� 
�����	� � ��� 
�����	� �� <�� ��
v(p2) = 1' ���� �� v(p2∧ (p2 ⇒ ⊥)) = min(1,max(1−1, 0)) = min(1, 0) = 0� <�� ��
%��' v(p2) = 0' ���� �� v(p2 ∧ (p2 ⇒ ⊥)) = min(0,max(1 − 0, 0)) = min(0, 1) = 0�
4����' �� 	
� 
����/��� ���&��� p2 ∧ (p2 ⇒ ⊥) �� ��9���

!�'������� ������������� ���������+������

>	����� ���&��� F �� ���������/��� .%����
��(��	�0 ���� �� 	
���

����/��� v 
�����	� v(F ) �� 0�

*���
��' 	��% ���&��� F �	����� ������ �� (��� 	�&� ����������� � ���7
������/���� *� %��&��' ��+� ���&��� p1 ∧ (p2 ⇒ p3) �� ������� � ���� ��
����������� �� ���������/���� 4����' 	��% �	�����5 ���&��� F (��� ���7
��������' ���������/��� � ���
� 
�	�� ���&��� ���� ��	� �� ����������� ��
���������/���� >%��' /�������� &�	�� �����&��� ������������ ��9�&� ��
�
�� �� ��+ ���
�9���� ������� �� �	����
�&� �� �� �� ���� ���&��� F ' ����
%�	&����&�' ����������� ��� ����� 3�+�
�,� ��� ������� ��
�	� �� ����
���
�� 	����
� %���,�- �� �� %�	���� ��� ����� &����� ����& &�9�&� ��
����� ��
%����
���� ���&��� F �� �� �� ����������� ��� ����) @���
�� �� �
� %���,�
��- ��' %�	���� 
�+� ���
�5 &������ ��9�� ���%�������� �� 	
�5 ��5 &����� ��
&����� �	����	��5 �����/�� 2� &����� 
�&� %���	��
��� � 	����
�& %��&����

������ � 4��� �� ���&��� F = (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q� 1� ���&���
F %��
�&� �	����	�� �����/� �� 	����
� ��(��� 6�
� �� 	
� %��7
���&��� ���&��� F ��%��
�&� ������' � ����& �� %�����&��� ����
	� �	����� 	��
� .��� �� 	
� �	����� 	��
� ���� 	� %���
���� � ���
���&���0 ��%�	���&� 	
� &���
� 
����/��� .� ��+�& %��&��� �&�&�
(����� 
�	�� �����(���5 
����/���0-

p q p ⇒ q p ∧ (p ⇒ q) (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q
1 1
1 0
0 1
0 0

� 	
���� 
�	�� .��� 	
���& ���� �����/�0' ����	��
� ������/���

����/���' ����Æ���&� 
�����	�� �	����5 %�����&��� %�	&������
���&��� F � *� %��&�� � %�
�& ���� �&�&� v1(p) = 1 � v1(q) = 1'
%� ����	��
� ������/��� 
����/��� ������&�-

v1(p ⇒ q) = max(1 − v1(p), v1(q)) = max(1 − 1, 1) = max(0, 1) = 1'
v1(p ∧ (p ⇒ q)) = min(v1(p), v1(p ⇒ q)) = min(1, 1) = 1�
*� �����' ����Æ���&� 
�����	� v1((p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q)-
max(1 − v1(p ∧ (p ⇒ q)), v1(q)) = max(1 − 1, 1) = 1�
*� �	�� ��(�� %�%�,�
�&� � 	
� ����� ����
� ��%��
���� �����/�
� ������&� %�%�,��� �����/�-
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p q p ⇒ q p ∧ (p ⇒ q) (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q
1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 1

@���
�� �� %���,�- �� �� �� %�	&������ ���&��� F �����������'
(���&� �� �����/� � ������ ���� ����
��� ��� ���&���� <�� 	� �
��� ������ 	�&� ������/�' ���� �� ���&��� F ������������ 4����'
��+� ���&��� (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q ��	�� ������������ *�%�&���&�
�� ���������/��� %��%������&� ���� +�� �� 	
�& &�	��&� � /����
������ ���&��� F ������&� �' � ���&��� ���� ���� �� �����������
�� ���������/��� � 	
���� ������ �&� � ������/� � �����

< 	��� ���&����&� %���,� ����� �����(���5 .�����50 
����/���� <�� %����7
��&� �	����	�� �����/� ���� 	&� ��%��
��� � ��+�& ������
 �' 
���&� �� 	&�
�	%���
��� 
�����	� ���&��� F �� (����� 
����/���� 6������� �� ��%����� 	�-
���� 	&� ����� �� �� ���&��� F %�	���� (����� ����� 
����/��� vj ' 1 ≤ j ≤ 4'
� �� 
� �� 	
��� ����� 
����/��� v : F → {0, 1} 
�����	� v(F ) ���� �������
����� �� vj(F )' 1 ≤ j ≤ 4) 6��%��� �� ��	�� �� �� ����Æ�
�,� 
�����	�� v(F )
��%+�� ��	� 
�9�� 
�����	�� 
����/���& v �	�����5 	��
� ���� 	� �� %���
����
� ���&��� F � 1� ���� 
����/��� v ��&� 	� %������� 	�&� �	����	�� 
�����	��
�	�����5 	��
� ���� 	� %���
���� � ��� ���&��� F � *��� 	� p1'���' pn .n ≥ 10
	
� �	����� 	��
� .&�Æ�	���� �����(���0 ���� 	� %���
���� � ���&��� F � 1�
	
��� 
����/��� v ��&� �� %������� 	�&� ��	����/��� �� 
����/��� v �� %��	��%
{p1, ..., pn} 	��%� P' ��	����/��� v|{p1,...,pn}� 6�������&� 	
� &���
� 
����/���
v : F → {0, 1}� G�	�� �� �� ��� 	� �
� 
����/��� v1 � v2 %����%��� �� 	��%�
{p1, ..., pn}' ���� 	� � 
�����	�� ���&��� F 
����/���&� v1 � v2 �������' ���

��� �� v1|{p1,...,pn}= v2|{p1,...,pn}' ���� 
�9� v1(F ) = v2(F )�
1��� �� %����
���� ���&��� F 	
� &���
� 
����/��� ���
�	��
�&� %� ��&�
�� �� �&��� ������� ��	����/��� �� 	��%� �	�����5 	��
� ���� 	� %���
���� �
���&��� F �

%������� E��&���,� �����(���5 
�	�� 	
�5 &���
�5 
����/���' ���� 	&�
	��� %���	��
���' ��&�
� ��& 	����
� %���,�- �� �� &�9�� ��& %�	��%��&
%��
�&� ���	� ���� ����/��� ��
�
����/���) @���
�� ��- ��� 2� �����(���

�	�� 
����/��� 	� ���	� ��
�
����/��� 	����
� ����/��� ��
�
����/��� ρ ��
	��%� 	
�5 
����/���-

v1 ρ v2 ���� v1|{p1,...,pn}= v2|{p1,...,pn}�

G�	�� �� �� 	� 	
��� �
� �
��
� ���	� 
����/��� ��� ������� ��� ��&���
�������(��5 ���&������ 6���&� 	�- ������ ���
�5 ���	� 
����/��� �&� ��
%����
���� ���&��� F) 2� ��
�	� �� ����� �����(���5 �	�����5 	��
� ����
	� %���
���� � %�	&������� ���&��� F � <�� 	� � ���&��� F %���
���� n .n ≥ 10
�	�����5 	��
�' p1'���' pn' ���� �� ���� ���9���5 ���	� 
����/��� 2n� 6���9�&�
�� �� ��������� 
�����	�� ����� �	�����5 	��
�� *��� 	� � ���&��� F %�7
��
���� 	�&� ����� �	����� 	��
�' �	����� 	��
� p' ��� n = 1� ���� ����&
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����/���& v �	����� 	��
� p &�9� ������ ��� 
�����	� 0 ��� 
�����	� 1� 2�
���(� �� 	
� 
����/��� &�9�&� ���
�	���� � �
� ���	�' ��� �� 2n = 21 = 2� �
������ ���	� 	� ��� �� ���� �� 
�����	� 	��
� p ������� 1' � � ������ 	� ��� ��
���� �� 
�����	� 	��
� p ������� 0�

������ � 6�������&� ���&��� p ∨ (p ⇒ (p ⇒ ⊥)) ���� �&� �����
�	����� 	��
�� �
� &���
� 
����/��� ���
�	��
�&� � �
� ���	� �
�	����	�� �����/� �� ���&��� �&� 	�&� �
� 
����/���' � �� �����
�� %�
� ���	� v1(p) = 1' � ����� �� ����� ���	� v2(p) = 0-

p ⊥ p ⇒ ⊥ p ⇒ (p ⇒ ⊥) p ∨ (p ⇒ (p ⇒ ⊥))
1 0 0 0 1
0 0 1 1 1

6��&���&� �� �� ���&��� p ∨ (p ⇒ (p ⇒ ⊥)) ������������

�����
� 	��(�� �� ���� 	� � ���&��� F %���
���� �
� �����(��� �	�����
	��
� ��� � ������
 � � ���� �&�&� 22 = 4 ���	� 
����/��� 	� 	
���& %���7
	��
��/�&� ���� 	&� ��
��� � ��& %��&����

<�� ���&��� F �&� ��� �����(��� �	����� 	��
�' �� %��&�� p1' p2 � p3 .���
� ������
 �0' ���� �&�&� 23 = 8 ���	� 
����/��� 	� 	
���& %���	��
��/�&�
���� ��
���&� � ����
�&� �����/� �	%�� �	�����5 	��
�� >	����	�� �����/�
���&��� p1 ∧ (p2 ⇒ p3) �� ������� � ��-

p1 p2 p3 p2 ⇒ p3 p1 ∧ (p2 ⇒ p3)

1 1 1 1 1

1 1 0 0 0

1 0 1 1 1

1 0 0 1 1

0 1 1 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 1 0

>� ,� 
���&� �� ���&��� p1∧(p2 ⇒ p3) ���� �� ����������� �� ���������/����

4����' � �%+��& 	��(���' ��� 	� � ����� ���&��� F %���
���� n .n ≥ 10
�����(���5 �	�����5 	��
�' �� %��&�� p1, ..., pn' ���� 	� 	��% 	
�5 &���
�5

����/��� ���� �� 2n ���	�� >� 	
��� �� ���	� ���&�&� ����� 
����/��� ���
,���� %���	��
���� � ���� �� 	
��� �� ��5 
����/��� ����Æ���&� 
�����	�
���&��� F � 2� ���(� �� �	����	�� �����/� ���&��� F ' � ����� 	� %���
���� n
�����(���5 �	�����5 	��
�' �&� 2n ����
�' ��� 	
���� �� %�&�����5 
����/���'
%���	��
���� ����� ���	� 
����/���' ����
��� ����� ��� � �����/��
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@
�� ������ 
�&� ��
�+��� �����& 	%�	��& ������������ 8���	�� 
�9��
�� �(�,� &����� �	����	��5 �����/� �� �� 	� ��& &�����& %���9� �� 	
���
�� ���&��� �� ��� 	%�	�� ��	�� ������������ @
� ����������� 
�&� ����	����
� &����� (�+
�,�' ��+ ������ &����� �� �	%���
�,� �� �� �� ���� ���&���
�����������' ���� 
�&� %���	��
��� � ������ ����"� *�%�&���&� � �� �� 
�&� �
�����������&� ���� 	���� ����	���� ���&��� � ��� ��&��� �� ���&��� ⊥ ⇒ ⊥'
���&��� ¬p ��� ��&��� �� ���&��� p ⇒ ⊥ � ���&��� A ⇔ B .�� ���� ���&���
A � B0 ��� ��&��� �� ���&��� (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)�

2����������

.�0 (p ∧ �) ⇔ p .�0 (� ∧ p) ⇔ p ."0 (p ∧ ⊥) ⇔ ⊥ .�0 (⊥ ∧ p) ⇔ ⊥

.�0 (p ∨ �) ⇔ � . 0 (� ∨ p) ⇔ � .#0 (p ∨ ⊥) ⇔ p .!0 (⊥ ∨ p) ⇔ p

.�0 (p ⇒ �) ⇔ � .��0 (� ⇒ p) ⇔ p .��0 (p ⇒ ⊥) ⇔ ¬p .��0 (⊥ ⇒ p) ⇔ �

.�"0 (p ⇔�) ⇔ p .��0 (� ⇔ p) ⇔ p .��0 (p ⇔ ⊥) ⇔ ¬p .� 0 (⊥⇔ p)⇔ ¬p

.�#0 ¬� ⇔ ⊥ .�!0 ¬⊥ ⇔ �
> � �������& ������,� ��
�&� %�	&������ 	�&� ���&��� ���� 	� �����Æ���
%�&�
� ����(��5 
������ �� 	��%� 
������ �������� �	����� ������' 	��%�
{∧,∨,⇒,⊥}' 
�
 � ���&��� ��%��
���� %�&�
� �����5 ����(��5 
������' �&�7
��
� �� �&� ,�5�
� ������/��� %�&�
� 
������ �� 	��%� {∧,∨,⇒,⊥}�

����� $��	�� 	�����
	����

� �
�& ������ ������	�
�&� %�	��%�� ������&�� ��&��� .	�%	����/���0 �
�	�����& ���&���&� � �������� ���� 	
��	�
� ���� 
�&� ����	���� �� %���7
	��
��,� &����� (�+
�,��

������ 	 6�	&�����&� ���&��� F = (((p ∧ q) ∨ r) ∧ p) ⇒ p� $��
���(� ������&�� ��&����� �	����� 	��
� p ���&���& C � ���&���
F) 2� ���(� �� 	� 	
��� ��
��,� �	������ 	��
� p � %�	&�������
���&��� F ��&��� ���&���& C� 3������� �� ��&��� �� ���&���
F1 = (((C ∧ q) ∨ r) ∧ C) ⇒ C�

4�����+�&� 	��� %�	��%�� ������&�� ��&���' %��/�����

!�'������� 
��'����� ������ ��
�����
�����

������&�� ��&��� .	�%	����/���0 �	������ 	��
� p �	�����& ���7
&���& C � ����� �	������ ���&��� �� 	��%� �	�����5 ���&��� F ��
����� ����/��� p

C : F → F
�������
�� ������	��� �� 	����
� ��(��-
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.�0 .���0 �� ���� �	����� 	��
� q- qp
C =

{
C, q = p
q, q �= p

.���0 �� ������� 
����� ⊥- ⊥p
C = ⊥

.�0 .���0 �� ���� �	����� ���&��� A ∧ B-

(A ∧ B)p
C = Ap

C ∧ Bp
C

.���0 �� ���� �	����� ���&��� A ∨ B-

(A ∨ B)p
C = Ap

C ∨ Bp
C

.��"0 �� ���� �	����� ���&��� A ⇒ B-

(A ⇒ B)p
C = Ap

C ⇒ Bp
C

������ � 6�	&�����&� %���
� ���&��� �� ������� 	' ���&���
F = (((p ∧ q) ∨ r) ∧ p) ⇒ p' � �����&� �
���
 �������- ��&���&�
���&���& C 	�&� ���� ��
��,� �	������ 	��
� p � ���&��� F ' ��
%��&�� ,���
� %�
� � ����� ��
��,� 	 ��
� �� ��	��� 3������� ��
��&��� �� ���&��� F2 = (((C ∧ q) ∨ r) ∧ C) ⇒ p�

6���&� 	�- �� �� �
� ��&��� 	�&� ����5 ��
��,� �	������ 	��
� p &�9�&�
�%�	��� %�&�
� ������&�� ��&���) @���
�� ��- ��� 2�� %�	��%�� %���9�&�
�� ���&��� F �� ������� 	� 6�� %�	��%�� ��&��� 	�&� %�
�� � ������ .	 ��
�
�� ��	��0 ��
��,� �	������ 	��
� p � ���&��� F 
����&� 	� ''����� �����= ��
���&��� F = (((s∧q)∨r)∧s) ⇒ p � ����� 	� ��
��,� �	������ 	��
� p �� ���&���
F ���� 5�
�&� �� ��&���&� ���&���& C %���	��
���� �	�����& 	��
�& ����
	� �� ��
�� � F ' 	��
�& s' � ��� ��
��,� �	������ 	��
� p �� ���&��� F ����
��
�&� �� ��&���&� 	� �	���� �	����� 	��
� p� E��&��� F &�9�&� 	����
���
�� ����
�&� %���5����/� ���&��� F �� %��&��� ��&��� 	�&� ����5 ��
��,�

�	������ 	��
� p� ���� %�	&����&� ���&��� F � >&�&� �� �� ��+� %������
���&��� F �������� ����� ������&�� ��&��� � ���&��� F ' ��� F �� F

s

p' �

���9��� ���&��� F2 �� �������� �%�� ����� ������&�� ��&��� � ���&��� F '
��� F2 �� F

s

C � 4����' � ����� ���&��� F ��&��� %����
����& ���&���& C 	�&�
����5 ��
��,� ��������� �	������ 	��
� p �� � 	�
��� ����� ������&�� ��&���
� ���&��� %���5����/� ���&��� F ' ���&��� F ' � ����� 	� ��
��,� �	������
	��
� p' ���� ����� �� ���� ��&�,���' ���
��� ��
�& �	�����& 	��
�&�

���� 
�&� ������	��� 
�9�� 	
��	�
� ���� &�9� %�
���
��� �	����� ���7
&���' ��
�
�������	� ���&���' � ���� �&� 
��&� ���(���� ����� � %�	��%/�&�
��&����

!�'������� ������������* '���
��

4
� �	����� ���&��� A � B 	� ����(�� ��
�
������� .��� ���
�'
��
�
�������0 ���� �� ���&��� A ⇔ B �����������' ��� |= A ⇔ B�

< �
� � ����5 	
��	��
� ��
�
�������5 ���&����
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������� � 6���9�&� 	����
� 	
��	�
� ��
�
�������5 ���&���-
���&��� A � B 	� ��
�
������� ��� � 	�&� ��� �� 	
��� 
����/���
v 
�9� v(A) = v(B)�
6���%�	��
�&� �� 	� ���&��� A � B ��
�
�������� 2� ���(� �� ��
A ⇔ B �����������' ��� �� 	
��� 
����/��� v 
�9� v(A ⇔ B) = 1� *�
�	��
� ������/��� 
����/���' �� v(A ⇔ B) = 1' 	���� v(A) = v(B)�
� ����� 	�����' ��� �� 	
��� 
����/��� v 
�9� v(A) = v(B)' ���� %�
������/��� 
����/��� �� 	
��� 
����/��� v �&�&�- v(A ⇔ B) = 1�
4����' ���&��� A ⇔ B �� �����������' ��� ���&��� A � B 	� ��
�7

��������

������� � *� 	��%� 	
�5 �	�����5 ���&��� F ������+�&� ����7
��� ����/��� ≡ �� 	����
� ��(��-

A ≡ B ���� ���&��� A � B 	� ��
�
��������

6���9�&� �� �� ≡ ����� ����/��� ��
�
����/��� �� 	��%� F �
3�����	�
��	�� E��&��� A ⇔ A �� �����������' %� 
�9�- A ≡ A�
��&����(��	�� 4� �� 
�9� �	�����- ��� �� A ≡ B' ���� �� B ≡ A)
6� ������/��� ����/��� ≡ ������� �� �� %��
���&� �� �� 
�9�
	����
� �	�����- ��� �� |= A ⇔ B' ���� �� |= B ⇔ A' ��� �� �� 	
���

����/��� v 
�9�- ��� �� v(A) = v(B)' ���� �� v(B) = v(A)� 2� 
�9�
�� �	��
� 	�&����(��	�� ����/��� �������	��' %� �����(���&� �� ��
����/��� ≡ 	�&����(���
2�������
��	�� 4� �� 
�9�- ��� �� A ≡ B � B ≡ C' ���� �� A ≡ C)
6� ������/��� ����/��� ≡ �� ���(� �� �	%�����&� �� �� 
�9� 	����7

� �	�����- ��� �� |= A ⇔ B � |= B ⇔ C' ���� �� |= A ⇔ C'
��� �� �� 	
��� 
����/��� v- �� v(A) = v(B) � v(B) = v(C) 	����
v(A)=v(C)� 2� 
�9� �� �	��
� ��������
��	�� ����/��� �������	��'
%� �����(���&� �� �� ����/��� ≡ ��������
���
4����' ����/��� ��
�
�������	�� ���&��� ≡ ��	�� ����� ����/���
��
�
����/��� �� 	��%� 	
�5 �	�����5 ���&��� F �

*����� 
�&� (�	�� �� ���� ��
�
������� ���&��� A � B ��
����� � A �� ��7

�
������� ���&��� B� >	�����&� �
� ���������	������� ���	� ��
�
����/���
����/���≡� G���� �� ���	� ���&���� ���� (��� 	
� ���&��� ��
�
������� ���7
&��� �� 4����' ���	� ���&��� � (��� 	
� ������������ 4���� ���	� �� ���	�
���&��� ⊥' ���	� ����� %��%����� 	
� ���������/����

6���9�&� 	��� ���� 
�9�� �	����� ���� �&��� ��
�
������� ���&����

���� � ����� � 	���
� ��������
�
��

��� ,�� �� |= A ⇔ B& ���� �� |= ¬A ⇔ ¬B-

��� ,�� �� |= A ⇔ B& ���� �� �������.�
 '���
�
 C ����/

�∧�� |= (C ∧ A) ⇔ (C ∧ B) � �∧�� |= (A ∧ C) ⇔ (B ∧ C)A
�∨�� |= (C ∨ A) ⇔ (C ∨ B) � �∨�� |= (A ∨ C) ⇔ (B ∨ C)A
�⇒�� |= (C ⇒ A) ⇔ (C ⇒ B) � �⇒�� |= (A ⇒ C) ⇔ (B ⇒ C)A
�⇔�� |= (C ⇔ A) ⇔ (C ⇔ B) � �⇔�� |= (A ⇔ C) ⇔ (B ⇔ C)�
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����	

>� ����������� |= A ⇔ B ������&� �� 	� ���&��� A � B ��
�
�7
������� ����� �� 	
��� 
����/��� v 
�9�- v(A) = v(B)�
.�0 6������� �� %������� �� �� �� 	
��� 
����/��� v 
�����	� v(¬A)
������� 
�����	�� v(¬B)� 6� ������/��� 
����/��� �� 	
��� 
���7
�/��� v �&�&�-

v(¬A) = 1 − v(A) � v(¬B) = 1 − v(B)�
8��� �� 	
��� 
����/��� v 
�9� v(A) = v(B)' ���� �&�&�-

v(¬A) = 1 − v(A) = 1 − v(B) = v(¬B)�
4����� 	&� �� �� 	
��� 
����/��� v 
�9�-

v(¬A) = v(¬B)�
4����' ���&��� ¬A � ¬B 	� ��
�
�������' ��� 
�9�-

|= ¬A ⇔ ¬B�

.�0 4�����
�&� ����
� .∧�0 � .⇔�0� 4���
� .∧�0' .∨�0' .∨�0' .⇒�0
� .⇒�0 	� �������� �������� ��� ��� .∧�0' � ��� .⇔�0 ��� ��� .⇔�0�
*��� �� C %����
���� ���&����

.∧�0 6� ������/��� 
����/��� �� 	
��� 
����/��� v �&�&�-

v(C ∧ A) = min(v(C), v(A)) � v(C ∧ B) = min(v(C), v(B))�
6�+�� �� 	
��� 
����/��� v 
�9� v(A) = v(B)' ���� ������&�-

v(C ∧ A) = min(v(C), v(A)) = min(v(C), v(B)) = v(C ∧ B)�
4����' �� 	
��� 
����/��� 
�9�- v(C ∧ A) = v(C ∧ B)� ����� 	�
���&��� C ∧ A � C ∧ B ��
�
�������' ��� 
�9�-

|= (C ∧ A) ⇔ (C ∧ B)�

.⇔�0 �
� 
����/��� &�9�&� %������� � �
� 	��%���� � ������ 	�

����/��� v �� ���� 	� 
�����	�� v(A)=v(B) � v(C) �������' � � ���7
��� 	� 
����/��� v �� ���� 	� 
�����	�� v(A)=v(B) � v(C) �����(����
1� 
����/��� v �� ���� 	� 
�����	�� v(A) = v(B) � v(C) �������' %�
������/��� 
����/��� �&�&�-

v(C ⇔ A) = 1 � v(C ⇔ B) = 1�
1� 
����/��� v �� ���� 	� 
�����	�� v(A) = v(B) � v(C) �����(���'
%� ������/��� 
����/��� �&�&�-

v(C ⇔ A) = 0 � v(C ⇔ B) = 0�
4����' � ��� 	��(��� 	&� ������-

v(C ⇔ A) = v(C ⇔ B)'
%� �����(���&� �� 	� �� 	
��� 
����/��� v 
�����	�� v(C ⇔ A) �
v(C ⇔ B) �������' ��� 
�9�-

|= (C ⇔ A) ⇔ (C ⇔ B)�
♦

���� 
�&� ���&���	��� 
��&� 
�9�� �����&�' �����&� � ��&��� ��
�
�������'
���� �����	���� %������� 
�9��	� ��
�
�������5 ���&��� � %�	��%�� ��&����
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������ � �
������ � 	���
� ��������
�
��

�� �������.�� '���
�� C& D � F � ���� ������� ����� p ����/

��� �� |= C ⇔ D& ���� �� |= F p
C ⇔ F p

D-

6�� ���� +�� ����9�&� 
������ � 	���
� ��������
�
�' %�������&� +��
��& ��� ����� >&�&� ���&��� F ' ���� �	����� 	��
� p � &�Æ�	���� ��
�
�7
������ ���&��� C � D� @� ���&��� F ������&��& ��&���& �	������ 	��
� p
���&���& C ������&� ���&��� F p

C � ������&��& ��&���& �	��� 	��
� p ���7
&���& D ������&� ���&��� F p

D� 6���&� 	�- � ���
�� 	� 
��� ���&��� F p
C � F p

D)
*� �	��
� 
������ � 	���
� ��������
�
� �&�&� �� 	� �� �
� ���&��� ��7

�
�������� 4����(��� ��(���' ��
�
�������	� ���&��� C � D 	� ������&��&
��&���& %������ �� ���&��� F p

C � F p
D�

����	 
������ � 	���
� ��������
�
�

6�	&�����&� %����
���� ���&��� F � 2����&� 
�&� �������� ��7
���/���& %� ����� �������5 ����(��5 
������ � ���&��� F �

���� �����/���' F �&� � �������5 
������' ��� F �� ��� ⊥ ��� ����
�	����� 	��
��
<�� �� F ���&��� ⊥' ���� �� F p

C = ⊥p
C = ⊥ � F p

D = ⊥p
D = ⊥' %� 
�9�

|= F p
C ⇔ F p

D�
<�� �� F �	����� 	��
� q �����(��� �� p' ���� �� F p

C = qp
C = q �

F p
D = qp

D = q� 4����' ���&��� F p
C ⇔ F p

D �� ����������� q ⇔ q' %�

�9� |= F p

C ⇔ F p
D�

<�� �� F ��+ �	����� 	��
� p' ���� �&�&� �� �� F p
C = pp

C = C �
F p

D = pp
D = D� 8��� 
�9� |= C ⇔ D' �� ���(� �� 
�9�- |= F p

C ⇔ F p
D�

>����/��	�� %���%�	��
��- �����&� 
�9� �� 	
��� ���&��� F ����
�&� &�,� �� n �������5 ����(��5 
�������

4���9�&� �� �����&� 
�9� � �� ���&��� ���� �&� n 
�������
6�	&�����&� ���&��� F ���� �&� n �������5 
������� E��&��� F
&�9� �&��� ����� �� 	����
�5 ������-

A ∧ B' A ∨ B ��� A ⇒ B�

��� ������ �� �� ���� �� ��� ��
����� ������ �&� ���&��� F ,���
%�����&��� A � B �&��� ��� ����� 
����� &�,� �� ���&��� F ' %�
�� ,�5 
�9� �����/��	�� %���%�	��
��' ��� �&�&� �����������-

|= Ap
C ⇔ Ap

D � |= Bp
C ⇔ Bp

D�

	 6���%�	��
�&� �� �� ���&��� F ������ A ∧ B�
*� �	��
� ������/��� ����/��� ������&�� ��&��� �&�&�-

F p
C �� ���&��� Ap

C ∧ Bp
C � F p

D �� ���&��� Ap
D ∧ Bp

D�

1� ����������� |= Bp
C ⇔ Bp

D � ���&��� Ap
C 
�9� ��� .∧�0 ���� �

	���
� ��������
�
�-

|= (Ap
C ∧ Bp

C) ⇔ (Ap
C ∧ Bp

D)'



 � ���	� �� ��6��9� ;%<�6�

%� 	� ���&��� Ap
C ∧ Bp

C � Ap
C ∧ Bp

D ��
�
�������� >	�� ����' ��
����������� |= Ap

C ⇔ Ap
D � ���&��� Bp

D 
�9� ��� .∧�0 ���� �

	���
� ��������
�
�-

|= (Ap
C ∧ Bp

D) ⇔ (Ap
D ∧ Bp

D)'

%� 	� ���&��� Ap
C ∧Bp

D � Ap
D ∧Bp

D ��
�
�������� *� �	��
� ������7
��
��	�� ����/��� ≡ �� ��
�
�������	�� ���&��� Ap

C∧Bp
C � Ap

C∧Bp
D

� ��
�
�������	�� ���&��� Ap
C ∧ Bp

D � Ap
D ∧ Bp

D ������&� ��
�
�7
������	� ���&��� Ap

C ∧ Bp
C � Ap

D ∧ Bp
D�

4����' �&�&� ����������� |= (Ap
C∧Bp

C) ⇔ (Ap
D∧Bp

D)' ��� �����������
|= F p

C ⇔ F p
D�

	 6���%�	��
�&� �� �� ���&��� F ������ A ∨ B�
*� �	��
� ������/��� ����/��� ������&�� ��&��� �&�&�-

F p
C �� ���&��� Ap

C ∨ Bp
C � F p

D �� ���&��� Ap
D ∨ Bp

D�

1� ����������� |= Bp
C ⇔ Bp

D � ���&��� Ap
C 
�9� ��� .∨�0 ���� �

	���
� ��������
�
�-

|= (Ap
C ∨ Bp

C) ⇔ (Ap
C ∨ Bp

D)'

%� 	� ���&��� Ap
C ∨ Bp

C � Ap
C ∨ Bp

D ��
�
�������� 1� �����������
|= Ap

C ⇔ Ap
D � ���&��� Bp

D 
�9� ��� .∨�0 ���� � 	���
� �����

����
�
�-

|= (Ap
C ∨ Bp

D) ⇔ (Ap
D ∨ Bp

D)'

%� 	� ���&��� Ap
C ∨Bp

D � Ap
D ∨Bp

D ��
�
�������� *� �	��
� ������7
��
��	�� ����/��� ≡ �� ��
�
�������	�� ���&��� Ap

C∨Bp
C � Ap

C∨Bp
D

� ��
�
�������	�� ���&��� Ap
C ∨ Bp

D � Ap
D ∨ Bp

D ������&� ��
�
�7
������	� ���&��� Ap

C ∨ Bp
C � Ap

D ∨ Bp
D�

4����' �&�&� ����������� |= (Ap
C∨Bp

C) ⇔ (Ap
D∨Bp

D)' ��� �����������
|= F p

C ⇔ F p
D�

	 6���%�	��
�&� �� �� ���&��� F ������ A ⇒ B�

*� �	��
� ������/��� ����/��� ������&�� ��&��� �&�&�-

F p
C �� ���&��� Ap

C ⇒ Bp
C � F p

D �� ���&��� Ap
D ⇒ Bp

D�

1� ����������� |= Bp
C ⇔ Bp

D � ���&��� Ap
C 
�9� ��� .⇒�0 ���� �

	���
� ��������
�
�-

|= (Ap
C ⇒ Bp

C) ⇔ (Ap
C ⇒ Bp

D)'

%� 	� ���&��� Ap
C ⇒ Bp

C � Ap
C ⇒ Bp

D ��
�
�������� >	�� ����
�� ����������� |= Ap

C ⇔ Ap
D � ���&��� Bp

D 
�9� ��� .⇒�0 ���� �

	���
� ��������
�
�-

|= (Ap
C ⇒ Bp

D) ⇔ (Ap
D ⇒ Bp

D)'

%� 	� ���&��� Ap
C ⇒ Bp

D � Ap
D ⇒ Bp

D ��
�
�������� *� �	��
�
��������
��	�� ����/��� ≡ �� ��
�
�������	�� ���&��� Ap

C ⇒ Bp
C

� Ap
C ⇒ Bp

D � ��
�
�������	�� ���&��� Ap
C ⇒ Bp

D � Ap
D ⇒ Bp

D

������&� ��
�
�������	� ���&��� Ap
C ⇒ Bp

C � ���&��� Ap
D ⇒ Bp

D�
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4����' �&�&� ����������� |= (Ap
C ⇒ Bp

C) ⇔ (Ap
D ⇒ Bp

D)' ��� ���7
�������� |= F p

C ⇔ F p
D�

4�����
+� �� �	����� 
�9� �� 	
��� ���&��� F 	� n �������5

������' &� 	&� �������� �� 
�9� �����/��	�� �����' %� �����7
(���&� �� �� %����
���� ���&��� F .��� ���&��� 	� %����
����&
�����& n �������5 
������0 � �	����� 	��
� p �� |= C ⇔ D 	����
|= F p

C ⇔ F p
D�

♦

6�	�� ������ 
������ � 	���
� ��������
�
� ��
���&� ����� ��%�(��
%��&�� %��&��� �� �����&��

������  6�	&�����&� ���&��� F -

(r ⇒ (p ∧ �)) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ �)))'

,��� %�����&��� p ∧ � � ,�� ��
�
������� ���&��� p .�� �	��
�
����������� .�0 (p ∧ �) ⇔ p �� ������ �����0� 6��&���&� �� 	�
%�����&��� p∧� ��
�� �
� %��� � ���&��� F ' ��� �&� �
� ��
��,�
� ���&��� F � ��&� ����� ��
��,� %�����&��� p∧� � F ' %�
� 	 ��
�'
��&�,���&� ,�� ��
�
�������& ���&���& p � ������&� ���&��� F1-
(r ⇒ p) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ �)))� 3�	�Æ���&� �
���- ���&��� p ∧ � � p 	�
��
�
�������' %� �� �	��
� 
������ � 	���
� ��������
�
�

���&��� F � (r ⇒ p) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ �))) 	� ��
�
�������'
��� ���&��� F ⇔ ((r ⇒ p) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ �)))) �� ������������

���(�� �����(�
�,� 
� 	� (�	�� %���
��
��� � ��+�& ����& ����7
��,� � ���� ��
�&� ������� � ������� ����+,�
�,� � �%��
��
�,�
��� �����(�
�,�� @
�� 
�&� ����������� � ��������� �%��
����
�
��
� �����(�
�,�� $�� 	&� &� � 	�
��� �������) 8���	��
�
��
�
�������	� ���&��� p ∧ � � p' ����� ��
��,� ���&��� p ∧ � �
���&��� F 	&� ��&����� ���&���& p� 2
���&� �� �� �	��
� 
���

���� � 	���
� ��������
�
� &�9�&� �����(��� �� �� ���� ����7
���� ���&���' ���&��� F1 = (r ⇒ p) ⇒ (q∨(¬(p∧�)))' ��
�
�������
���&��� F � >�� ��&��� %�����&��� p ∧ � ���&��� F ,�� ��
�
�7
������& ���&���& p 	����' ���� 	&� �� �
���' %���5����/� ���&���
F � F1' ���&���

(r ⇒ s) ⇔ (q ∨ (¬(p ∧ �)))

� ����� �� ��
��,� %�����&��� p ∧ � ���� 5�
�&� �� ��&���&� ''���7

���= %�	����& �	�����& 	��
�& s� 4����' &� � 	�
��� %�	&����&�
���&��� (r ⇒ s) ⇔ (q ∨ (¬(p ∧ �)))' ,��� �	����� 	��
� s � ���7
�������� |= (p ∧�) ⇔ p' %� �� �	��
� 
������ � 	���
� ���������


�
� ������&�-

|= ((r ⇒ s) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ �))))s
p∧� ⇔ ((r ⇒ s) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ �))))s

p

��� ������&�-

|= F ⇔ ((r ⇒ p) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ �)))).
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4����' ��+ �����(�� �� 	� ���&��� F � (r ⇒ p) ⇒ (q ∨ (¬(p ∧ �)))
��
�
������� �� �	%��
�� � ��	�� ��	��
�� �� 
������ � 	���
�

��������
�
��

� ������,� ���� 	���� &� 
�&� � 	��(���
�&� ��� +�� �� �
�� �%�	�� �
������
  ��
����� � %��&��� 
������ � 	���
� ��������
�
�' � � 	�
���
�� 
� ���� %��&��� 	����
� ,��� %�	����/��

��������� � ���������� 
������ � 	���
� ��������
�
��

%��� �� F �������.�� '���
��& � '���
�� A ����� 0��� ���'���
��- ,�� �� 

'���
�� F ���� ���.�0� ���'���
��A ������ ����� '���
���B �������������
'���
�� A& ��(��� �� '���
�� F1 ���� �� ������������ '���
�� F & ��- ����/

|= F ⇔ F1-

8��� 	� �	����� �� ��������� � ������ �� 
������ � 	���
� ���������


�
�' �%�	��� �� � ������
  �� ��������� ���&��� F �

����% �	��"� ��&'	(�

@�&�5 �� %�(���� ������ %���	��
�&� &����� (�+
�,� �� �����& �����	7
��
��& %��&����

������ " ������& (�+
�,� �	%����&� �� �� �� ���&��� (p∨q) ⇒ p
������������ ������ (�+
�,� �� 	����
� %�	��%��� 6�����&� ��
���&��� (p∨ q) ⇒ p' ����&� ����� �	����� 	��
� ���� 	� %���
���� �
��� ���&���' �� %��&�� p' %��
�&� 	����
� ���&���-

((p ∨ q) ⇒ p)p
� = (� ∨ q) ⇒ � � ((p ∨ q) ⇒ p)p

⊥ = (⊥ ∨ q) ⇒ ⊥
� ���&���&� ��
�-

(p ∨ q) ⇒ p

(� ∨ q) ⇒ � (⊥ ∨ q) ⇒ ⊥

� �������& ������ %�	&����&� ���&��� (� ∨ q) ⇒ � � ���&���
(⊥ ∨ q) ⇒ ⊥ � �%�� ����&� ���� �	����� 	��
� ��5 ���&���� @��
�&��� 	�&� ����� �	����� 	��
�' 	��
� q' %� &�9�&� �������� ������
�� �	����� 	��
�� �
��� �� ��5 ���&��� 	� ����� �� �
� ���&���
���
� �� �� � ������ q ��&�,��� 	� �' � � ������ �� q ��&�,��� 	� ⊥
� ������&� ��
�-
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(� ∨�) ⇒ � (� ∨⊥) ⇒ � (⊥ ∨�) ⇒ ⊥ (⊥ ∨⊥) ⇒ ⊥

(p ∨ q) ⇒ p

(� ∨ q) ⇒ � (⊥ ∨ q) ⇒ ⊥

*� ��	��
�&� �
�� ��
��� ������ 	&� ���&��� � ����&� ��&� �	���7
��5 	��
�� � %�	���,�& ������ 	
��� �� ��5 ���&��� %�
�����&� 	�
,�� ��
�
�������& ���&���&' �����& �� ���&��� ⊥ ��� �� 3����7
��� ��� %�	��%�� �� ��
�-

(� ∨�) ⇒ �

�

(� ∨⊥) ⇒ �

�

(⊥ ∨�) ⇒ ⊥

⊥

(⊥ ∨⊥) ⇒ ⊥

�

(p ∨ q) ⇒ p

(� ∨ q) ⇒ � (⊥ ∨ q) ⇒ ⊥

@
�& ������& %�	��%�� %��
��,� ��
��� �� ��
�+�� � 	��� %�	&�7
���&� ��	��
� �
�� ��
���� 4� 	&� �� 	
�& ��	��
�&� ������ ���7
&��� �' �����(��� ��	&� �� �� ��+� %������ ���&��� (p ∨ q) ⇒ p
������������ ��Æ���&' �� �����& ��	�� �� ���&��� ⊥' %� �����(�7
��&� �� ���&��� (p ∨ q) ⇒ p ���� ������������

8��� &����� (�+
�,� ������� �� %����
���� ���&��� F) 6�����&� ��
���&��� F ' ����&� ����� �	����� 	��
� ���� 	� %���
���� � ��� ���&���' ��
%��&�� p' � 
�+�&� �����,� �� ���&��� F .��� � ������
 "0' ��� %��
�&� ���7
&��� F p

� .���� +�� � ���&��� F 	
��� ��
��,� �	������ 	��
� p ��&�,���&�
���&���& �0 � ���&��� F p

⊥ .���� +�� � ���&��� F 	
��� ��
��,� �	������
	��
� p ��&�,���&� ���&���& ⊥0� 1���& ����&� 	����
� �	����� 	��
� ���7
&��� F ' �� %��&�� q' � 
�+�&� �����,� 	
��� �� ���&��� F p

� � F p
⊥ ��� ��7

��	��
� ���&��� F p
� %��
�&� ���&��� (F p

�)q
� � (F p

�)q
⊥' � ����	��
� ���&���

F p
⊥ %��
�&� ���&��� (F p

⊥)q
� � (F p

⊥)q
⊥� 6�	��%�� ��	��
��&� ������& ��
��

�	������ 	��
� ���&��� F .�����(���� �� p � q0 � �����,�& ���&��� (F p
�)q

�'
(F p

�)q
⊥' (F p

⊥)q
� � (F p

⊥)q
⊥� D����(�� �� &�9�&� �� %���	��
�&� 	����
�& ��
�7

��&-

(F p
�)q

�

... ...

(F p
�)q

⊥

... ...

(F p
⊥)q

�

... ...

(F p
⊥)q

⊥

... ...

F

F p
� F p

⊥

6�	��%�� �����,� 	� ��
�+�
� ���� 	� .%��&�,���
� ��&��� �	�����5 	��
�
���&���&� � � ⊥0 ������ ���&��� � ����&� ��&� �	�����5 	��
�� 6�	���,�
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����� �� �� ��%��
�&� ��	��
�' ��� �� 	
��� �� ��5 ���&��� %�
�9�&� 	� ���&
�� ���&��� � ��� ⊥ ����� �� �� ���&��� ��
�
�������� 4����' �� ��	��
�&�
��
��� ���� ������&� �%�	���& %�	��%��& &��� 	� �������� 	�&� ���&��� �
� ⊥� 6��	���&� 	� �� ��& &�����& �	%�����&� �� �� �� ���� ���&��� F ' ����
��& �� ����' ������������ 1��� ���� ��%��
�&� �
��
� ��
�' ���� � ��
�	��	��
�� ���� ���� ���&��� 	� ������ �� ,���
�& ��	��
�&�' �����(���&� �� �� ��
%������ ���&��� F ����������� ��� ����� <�� 	� �� 	
�& ��	��
�&� ������
���&��� �' ���� �� %������ ���&��� F ������������ <�� 	� �� 	
�& ��	��
�&�
������ ���&��� ⊥' ���� �� ���&��� F ���������/���� <�� 	� �� ��	��
�&�
%���
���� ��� ���&��� � � � ⊥' ���� �� ���&��� ���� �� ����������� �� ���7
������/����

6�� ���� +�� ����9�&� �� �� �
��
� �����(�
�,� �	%��
��' %�������&� ��+
�
� �����	��
�� %��&����

������ # 6���9�&� �� �� ���&��� p ⇔ p ������������ � ���
���&��� %���
���� 	� 	�&� �	����� 	��
� p' ���� %��
�&� ���&���
(p ⇔ p)p

� = � ⇔ � � (p ⇔ p)p
⊥ = ⊥ ⇔ ⊥-

p ⇔ p

� ⇔ � ⊥ ⇔ ⊥

� �
�& �����	��
��& %��&��� 
�
 	&� %�
�& ������& �����,� ��7
���� ���&��� � ����&� ��&� �	�����5 	��
�� 6���	���� ��& ��
��%��
�&� ��	��
�' ��� ���&��� � ⇔ � %�
�9�&� 	� ,�� ��
�
�7
������& ���&���& � � �	�� ���� ���&��� ⊥ ⇔ ⊥ %�
�9�&� 	� ,��
��
�
�������& ���&���& �-

� �

p ⇔ p

� ⇔ � ⊥ ⇔ ⊥

*� 	
�& ��	��
�&� 	&� ������ ���&��� � � �����(���&� �� �� ���7
&��� p ⇔ p ������������

������ 1 6���9�&� �� �� ���&��� p ∧ ¬p ���������/���� 8�� �
� %���5����& %��&��� �	����� 	��
� p ��&�,���&� ���&���&� � �
⊥ � ������&� ��
�-

⊥ ⊥

p ∧ ¬p

� ∧ ¬� ⊥ ∧ ¬⊥
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*� 	
�& ��	��
�&� 	&� ������ ���&��� ⊥ � �����(���&� �� �� ���7
&��� p ∧ ¬p ���������/����

6�	�� �
�5 �����	��
��5 %��&��� %�������&� �� (�&� 	� ��	��
� &����� (�7
+
�,�� 6�����&� �� ���� ���&��� F � %�������& %�	��%��& %��
�&� ��
� ��
(���& ��	��
�&� &��� ���� 	�&� ⊥ ��� �� <�� 	&� �� 	
�& ��	��
�&� ������
���&��� �' &� �
���&� �� �� %������ ���&��� ������������ 2� �����(�
�,�
�%��
��
�&� 	����
�& 	
��	�
�& �� %����
���� ���&��� E .���� 
�&� �����
��������0- ���&��� E �� ����������� ��� � 	�&� ��� 	� ���&��� Er

� � Er
⊥

������������ 4����' ��� 	� �� ��	��
�&� ��� ��
��� ����������� �' %�(�,�&�
�� 	� �� ��	��
� 
��
�&� �� ��+�� %������� ���&��� F � � 	
���& ������

��
�,� &� %������&� 	� ����5 ���&��� Er

� � Er
⊥ �� ���&��� E � ����	��&�

�
�� ��� %�&������ 	
��	�
�- ��� 	� ���&��� Er
� � Er

⊥ �����������' ���� �� �
���&��� E ������������ � %�	���,�& ������ 
��
�,� ����	��&� �� 	
��	�
�
� %������&� 	� ����������� F p

� � F p
⊥ �� ���&��� F � �����(���&� �� �� ��+�

%������ ���&��� F ������������
4� %�&����� 	
��	�
� 
�9� �
��� ������� �����&��


������ �

2���
�� F �� ��
����)��� ��� � ���� ��� �
 '���
�� F p
� � F p

⊥ ��
����)���-

6�� ���� +�� ����9�&� �
� �����&� %�������&� ����� %��&���

������ �3 6�	&�����&� ���&��� F �� ������� �' ���&���
(p∧ (p ⇒ q)) ⇒ q� 1� ���� ���� 
����/��� v 
�����	� v(F ) ��(���&�
�� 	����
� ��(��-

v(F ) = max(1 − v(p ∧ (p ⇒ q)), v(q))

= max(1 − min(v(p), v(p ⇒ q)), v(q))

= max(1 − min(v(p),max(1 − v(p), v(q))), v(q)).

< 	��� %�������&� ���&���

F p
� = (� ∧ (� ⇒ q)) ⇒ q � F p

⊥ = (⊥ ∧ (⊥ ⇒ q)) ⇒ q�

1� ���� ���� 
����/��� v 
�����	� v(F p
�) ��(���&� �� �	�� ��(��

��� v(F ) 	�&� +�� �&�	�� v(p) 	��
��&� v(�)-

v(F p
�) = max(1 − min(v(�),max(1 − v(�), v(q))), v(q)).

>	�� ����' 
�����	� v(F p
⊥) ��(���&� �� �	�� ��(�� ��� v(F ) 	�&�

+�� �&�	�� v(p) 	��
��&� v(⊥)-

v(F p
⊥) = max(1 − min(v(⊥),max(1 − v(⊥), v(q))), v(q))�

*�+ %�
� ������� �� �� �� %����
���� 
����/��� v ����	��
� ���&�7
�� F ' ������&� v(F p

�) � v(F p
⊥)� <�� 5�
�&� �� ������&� v(F p

�)' ����
���&�&� %����
���� 
����/��� v1 	� �	�����& �� 	� ,�& �	�����
	��
� p 	���� � �' ��� v1(p) = 1 = v(�)' � �� �	����& �	�����&
	��
�&� ���&��� F �� 
����/��� 	� %����%� 	� v� � ��+�& %��&���
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���&��� F �	�& p �&� ��+ 	�&� �	����� 	��
� q' %� ���&�&� 
���7
�/��� v1 �� ���� �� v1(p) = 1 � v1(q) = v(q) � ������&�-

v(F p
�) = max(1 − min(v(�),max(1 − v(�), v(q))), v(q))

= max(1 − min(v1(p),max(1 − v1(p), v1(q))), v1(q)) = v1(F ).

<������� ��&�' ���� ��(���&� 
�����	� v(F p
⊥) &�9�&� ����� %���7

�
���� 
����/��� v2 	� �	�����& �� p 	���� � �' � �� �	����&
�	�����& 	��
�&� 	� %����%� 	� v � �� ,� 
�9�-

v(F p
⊥) = v2(F ).

4���� ������� �� �� �� ���� 
����/��� v ����(���&� 
�����	� v(F )'
����	��
� 
�����	�� v(F p

�) � v(F p
⊥)� F�9�� �� 
�����	� 	��
� p ��&


����/���& v� <�� �� v(p) = 1' ���� �� v(p) = v(�) � �&�&�-

v(F ) = max(1 − min(v(p),max(1 − v(p), v(q))), v(q))

= max(1 − min(v(�),max(1 − v(�), v(q))), v(q)) = v(F p
�)�

< ��� �� v(p) = 0' ���� �� v(p) = v(⊥) � �&�&�-

v(F ) = max(1 − min(v(p),max(1 − v(p), v(q))), v(q))

= max(1 − min(v(⊥),max(1 − v(⊥), v(q))), v(q)) = v(F p
⊥)�

@	����� ���� 	&� %������� � ������
 �3 
�9� � � �%+��& 	��(���� 6�	&�7
���&� %����
���� 
����/��� v � ���&��� F � ����� 	� �	�& �	������ 	��
� p
%���
���� ��+ � �	����� 	��
� p1' ���' pn' ��� ���� ��5 	��
� &�9� ���� � �����
<�� �� v1 
����/��� ���
� �� 	��
� p 	���� � �' ��� v1(p) = 1' � �� 	
�& �	7
����& �	�����& 	��
�&� ���&��� F .��� �� 	��
� %�	����0' �	�����& 	��
�&�
p1'���'pn' 	� %����%� 	� 
����/���& v' ��� v1(pi) = v(pi)' 1 ≤ i ≤ n' ���� �&�&�-

v(F p
�) = v1(F )�

<�� �� v2 
����/��� ���
� �� �	����� 	��
� p 	���� � �' ��� v2(p) = 0' � ��
	
�& �	����& �	�����& 	��
�&� ���&��� F .��� �� 	��
� %�	����0' �	�����&
	��
�&� p1' ���' pn' 	� %����%� 	� 
����/���& v' ��� v2(pi) = v(pi)' 1 ≤ i ≤ n'
���� �&�&�-

v(F p
⊥) = v2(F )�

� ����� 	�����' �� %����
���� 
����/��� v 
�����	� v(F ) ��(���&� �
���-
��� �� v(p) = 1' ���� �� v(F ) = v(F p

�)A
��� �� v(p) = 0' ���� �� v(F ) = v(F p

⊥)�
8���	��
� �
� 	
��	�
�' ����9�&� 
������ ��

����	 
������ �

*��� 	� � ���&��� F �	�& �	������ 	��
� p ��
���� � �	����� 	��
�
p1'���' pn' ��� ���� ��5 	��
� &�9� ���� � �����
4���� ����- <�� �� F �����������' ���� 	� � F p

� � F p
⊥ ������������

<�� �� %����
���� 
����/��� v-F → {0, 1} %���9�&� �� �� v(F p
�) = 1

� v(F p
⊥) = 1 �� 
� ���(��� �� 	� �� ���&��� ������������ 4���9�&�

�� �� v(F p
�) = 1� ��&�&� 
����/��� v1 ���� �	����� 	��
� p 	���� �

�' ��� v1(p) = 1' � �� 	
�& �	�����& 	��
�&� p1'���' pn .��� �� 	��
�
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%�	����0 	� %����%� 	� 
����/���& v' ��� v1(pi) = v(pi)' 1 ≤ i ≤ n�
>&�&� .��� � ������
 �30 �� 
�9�-

v(F p
�) = v1(F )�

E��&��� F �� �����������' %� �� � �� 
����/��� v1 �	������' ��� 
�9�
v1(F ) = 1� ����� �� v(F p

�) = v1(F ) � v1(F ) = 1 ������&� v(F p
�) = 1�

4����' %������� 	&� �� �� %����
���� 
����/��� v 
�9� v(F p
�) = 1�

2� ���(� �� �� ���&��� F p
� ������������ .4���� �� �� ���&��� F p

⊥
����������� �� �������� �
�& �������0
4���� ����- <�� 	� F p

� � F p
⊥ �����������' ���� �� � F ������������

�
� 
����/��� &�9�&� ���
�	���� �� ��� ���� �	����� 	��
� p 	������
� � � ��� ���� p 	������ � ��
	1 1� 	
��� 
����/��� v ����& 	� �	����� 	��
� p 	���� � �' ��� v(p) = 1
.��� � ������
 �30' 
�9�-

v(F ) = v(F p
�)�

E��&��� F p
� �� �����������' %� �&�&� v(F p

�) = 1� >� v(F ) = v(F p
�) �

v(F p
�) = 1 ������&� v(F ) = 1�

	2 1� 	
��� 
����/��� v ����& 	� �	����� 	��
� p 	���� � �' ��� v(p) = 0
.��� � ������
 �30' 
�9�-

v(F ) = v(F p
⊥)�

E��&��� F p
⊥ �� �����������' %� �&�&� v(F p

⊥) = 1� >� v(F ) = v(F p
⊥) �

v(F p
⊥) = 1 ������&� v(F ) = 1�

4����' �� 	
��� 
����/��� v 
�9�- v(F ) = 1� 1����(���&� �� ��
���&��� F ������������

♦


������ �

,�� �� p �������.�� ������� ����� ���� '���
�� F � '���
�� F �� ��
����)���&
���� �� �� �������.�
 '���
�
 C � '���
�� F p

C ��
����)���-

����	

<�� �� 	
��� 
����/��� v : F → {0, 1} %���9�&� �� �� ���&��� F p
C

�	������' ��� �� �� v(F p
C) = 1' �� 
� ���(��� �� �� �� ���&��� ���7

��������� F�����	� v(C) &�9� ���� ��� � ��� ��
	1 <�� �� v(C) = 1' ���� �� v(C) = v(�)' %� �&�&� �� �� v(F p

C) �������
v(F p

�)� E��&��� F �� �����������' %� �� �	��
� 
������ � � ���&���
F p
� �� �����������' ��� v(F p

�) = 1� >� ���� 	���� �� �� v(F p
C) = 1�

	2 <�� �� v(C) = 0' ���� �� v(C) = v(⊥)' %� �&�&� �� �� v(F p
C) �������

v(F p
⊥)� @%�� �� �	��
� ���� +�� �� ���&��� F ����������� ��7

��	��
� 
������ �' ������&� �� �� ���&��� F p
⊥ �����������' %� ��

�%�� v(F p
C) = 1�

4����' ������ 	&� �� �� ���&��� F p
C �	������ �� 	
��� 
����/���

v' %� �����(���&� �� �� ���&��� F p
C ������������

♦
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@
�& �����&�& 	
��� ����������� %�	����' 	����
��� ��(���' ����� 	5�&�
�� %��
��,� ��
�5 ����������� ���� �� � ,�� 	
��� �	����� 	��
� &�9� ����
��&�,��� %����
����& �	�����& ���&���& � ��& ��&���& 	� ������ ��
� ���7
��������� *� %��&��' ����������� p ⇒ p � 
������ � ��& �&���
�
��� %��
��7
,� 	����
�5 �����������-

A ⇒ A' ��� �� p ��&�,��� 	� AA
(A ⇒ C) ⇒ (A ⇒ C)' ��� �� p ��&�,��� 	� A ⇒ C' � ���� �����

>	�� ����' ����������� (p∧(p ⇒ q)) ⇒ q' �� �	��
� 
������ �' ���� �����������-
((p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q)p

A = (A ∧ (A ⇒ q)) ⇒ q�
2� ��
� ����������� �� �	��
� �	�� �����&� ���� �����������-

((A ∧ (A ⇒ q)) ⇒ q)q
B = (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B�

6��&���&� �� �� ����������� (A∧ (A ⇒ B)) ⇒ B � 	�
��� ���&��� �������� ��
����������� (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q' ���� 	� �
� �	����� 	��
� p � q ��&�,��� ����&
���&���&� A � B' ��� (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B �� ���&��� (((p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q)p

A)q
B �

2� 	
��	�
� �� %���	��
���� 	����
�& %�	����/�& 
������ ��

��������� � ���������� 
������ ��

,�� �� '���
�� F ��
����)��� � p1, ..., pn �n ≥ 1� 0��� ������� �����& ���� ��
�������.�� '���
�� C1, ..., Cn � '���
�� F p1...pn

C1...Cn
�� ��
����)���-

� �������& %��&���&� %��&���
�&� &����� (�+
�,� �� ��������' �� �5
���� ����
�&�' %������5 ������������ 6�� ���� %�������&� %���
� ���&��� ��
������� "� *� �
�& %��&��� %���9�&� ���� %�	��%�� (�+
�,�' ���� 	&� 
�

�%�	���' &�9�&� 	�������' ����	��
� ����������� �� 	%�	�� � ������ ����� �

������ �� *���� %�
�� �����,� ������ 	&� ���&��� (�∨q) ⇒ � � (⊥∨q) ⇒⊥�
�&�	�� �� ��	��
�&� �����,� ��&���&� �	������ 	��
� q 	� � � ⊥' �����
�&�
	����
�� 8���	��
� ����������� .�0 (p ⇒ �) ⇔ � � ����������� .!0 (⊥∨p) ⇔ p'
�� �	��
� 
������ �' ������&� ����& �����������-

((p ⇒ �) ⇔ �)p
�∨q = ((� ∨ q) ⇒ �) ⇔ � � ((⊥ ∨ p) ⇔ p)p

q = (⊥ ∨ q) ⇔ q�

>� ����������� ((� ∨ q) ⇒ �) ⇔ � 	���� �� �� ���&��� (� ∨ q) ⇒ � �� ��
��
����� ��
�
������� ���&��� �� >� ����������� (⊥∨q) ⇔ q' �� �	��
� 
������

� 	���
� ��������
�
�' ������&� �� �� ���&��� (⊥∨ q) ⇒ ⊥ �� ��	��� �����
��
�
������� ���&��� q ⇒ ⊥� 1��� ��
� %����9�
�&� ���� +�� (� ∨ q) ⇒ �
%�
�����&� 	� �' � (⊥ ∨ q) ⇒ ⊥ 	� q ⇒ ⊥� @	���� ��& ��+ �����,� ���&���
q ⇒ ⊥ � ������&� ��
� ���� �� �����	��
���� �� ��
��� �� ������� "-

� q ⇒ ⊥

� ⇒ ⊥

⊥

⊥ ⇒ ⊥

�

(p ∨ q) ⇒ p

(� ∨ q) ⇒ � (⊥ ∨ q) ⇒ ⊥

> � 	
�& �������& %��&���&�' %�� %����	�� 	� ���&��� � �����& (
���
.%���5������0 �� ���&��� � ����& ,���
�& ��	�������' �����
�&� 	����
�-
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���� %�����&��� ���&��� �� %���5������ ��&�,���&� ,�&� ��
�
�������&
���&���&� � ������&� ���&��� � ��	�������� ;�
�
�������	� 	
��� �� %��7
���&��� � ��� ���&��� ����& �� ��&�,���&� �%��
���� �� ����& �� �����������'
���(�+
� ���5 ��
�����5 � ������ ����� .����� � 
������� � (��� %��&���
��
�&� �	��/���0� E��&��� � ��	�������' ���� �� �������� ��5 ��&���' ��
�
�7
������ �� ���&��� � %���5������ �� �	��
� 
������ � 	���
� ��������
�
��
8��� ����&� �� ���� ��
� 	� �
� ����� ��
����� � ��
�� � ��	��� ����� ���
��
��� �� 
� 	� ����	��� �� ��
� � ��	�� ����� �� ������ �� ��	�� ��� ��
����

������ �� 4� �������
 �����- (¬(p ∨ q)) ⇔ (¬p ∧ ¬q)�

6��
�&� ��
�-

(¬�) ⇔ (⊥ ∧ ¬ q)

⊥ ⇔ ⊥

�

(¬ q) ⇔ (� ∧ ¬ q)

¬ q ⇔ ¬ q

�

(¬(p ∨ q)) ⇔ (¬ p ∧ ¬ q)

(¬(� ∨ q)) ⇔ (¬� ∧ ¬ q) (¬(⊥ ∨ q)) ⇔ (¬ ⊥ ∧ ¬ q)

6�
�& �����,�& ��%��
��� 	&� ���&���-
((¬(p ∨ q)) ⇔ (¬p ∧ ¬q))p

� = (¬(� ∨ q)) ⇔ (¬� ∧ ¬q)
((¬(p ∨ q)) ⇔ (¬p ∧ ¬q))p

⊥ = (¬(⊥ ∨ q)) ⇔ (¬⊥ ∧ ¬q)�

4������ 
�&� �������9��� ���� 	&� ��%��
��� �	���� (
���
� ��
�
����� �
�� ��
���� .6��
��,� ,���
� ��	�� ����� � ����� � �����7
��& %��&���&� ��
� ���� ���� ������� �������9����0
6�
� �����- �� (¬(�∨q)) ⇔ (¬�∧¬q) ������,� (¬�) ⇔ (⊥∧¬q)� *�
�	��
� ����������� . 0 � 
������ � ���&��� � ∨ q �� ��
�
�������
���&��� �' %� �� �� �	��
� 
������ � 	���
� ��������
�
� ���7
&��� (¬(� ∨ q)) ⇔ (¬� ∧ ¬q) ��
�
������� (¬�) ⇔ (¬� ∧ ¬q)� *�
�	��
� ����������� .�#0 ���&��� ¬� �� ��
�
������� ⊥' %� �� �� �	7
��
� 
������ � 	���
� ��������
�
� ���&��� (¬�) ⇔ (¬� ∧ ¬q)
��
�
������� ���&��� (¬�) ⇔ (⊥ ∧ ¬q)�
4���� �����- �� (
��� (¬�) ⇔ (⊥ ∧ ¬q) ������,� (
��� ⊥ ⇔ ⊥�
*� �	��
� ����������� .�#0 ���&��� ¬� �� ��
�
������� ⊥' %� �� ��
�	��
� 
������ � 	���
� ��������
�
� ���&��� (¬�) ⇔ (⊥∧¬q)
��
�
������� ���&��� ⊥ ⇔ (⊥ ∧ ¬q)� *� �	��
� ����������� .�0
� 
������ � ���&��� ⊥ ∧ ¬q �� ��
�
������� ���&��� ⊥' %� �� ��
�	��
� 
������ � 	���
� ��������
�
� ���&��� ⊥ ⇔ (⊥ ∧ ¬q)
��
�
������� ���&��� ⊥ ⇔ ⊥�
2��
� �����- �� (
��� ⊥ ⇔ ⊥ ������,� ��	�� �� *� �	��
� ���7
�������� �� ������� # � 
������ � ���&��� ⊥ ⇔ ⊥ �� ��
�
�������
���&��� ��
� ��	��� ����� �
�� ��
��� ����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' ���7
��������- .!0 � .�!0A .�0A �� ������� #�
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������ �� 4� �������
 �����- (¬(p ∧ q)) ⇔ (¬p ∨ ¬q)�
6��
�&� ��
�-

(¬ q) ⇔ (⊥ ∨ ¬ q)

¬ q ⇔ ¬ q

�

(¬⊥) ⇔ (� ∨ ¬ q)

� ⇔ �

�

(¬(p ∧ q)) ⇔ (¬ p ∨ ¬ q)

(¬(� ∧ q)) ⇔ (¬� ∨ ¬ q) (¬(⊥ ∧ q)) ⇔ (¬⊥ ∨ ¬ q)

� ��
�� ����� �
�� ��
��� ����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' ���7
��������- .�0 � .�#0A .!0A �� ������� #' � � ,���
�� ��	��� �����
����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' �����������- .�0 � .�!0A .�!0 �
. 0A .�"0�

������ �� 1���� ��&��� �&%����/���- (p ⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q)�
6��
�&� ��
�-

q ⇔ (⊥ ∨ q)

q ⇔ q

�

� ⇔ (� ∨ q)

� ⇔ �

�

(p ⇒ q) ⇔ (¬ p ∨ q)

(� ⇒ q) ⇔ (¬� ∨ q) (⊥ ⇒ q) ⇔ (¬⊥ ∨ q)

� ��
�� ����� �
�� ��
��� ����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' ���7
��������- .��0 � .�#0A .!0A �� ������� #' � � ,���
�� ��	��� �����
����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' �����������- .��0 � .�!0A . 0A
.�"0�

������ �	 1���� �
���� ����/���- (¬¬p) ⇔ p�
6��
�&� ��
�-

(¬⊥) ⇔ �

� ⇔ �

�

(¬�) ⇔ ⊥

⊥ ⇔ ⊥

�

(¬¬ p) ⇔ p

(¬¬�) ⇔ � (¬¬⊥) ⇔ ⊥

� ��
�� ����� �
�� ��
��� ����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' ���7
��������- .�#0A .�!0A .�"0' � � ,���
�� ��	��� ����� ����	���� 	&�
����&' %� ����/�&�' �����������- .�!0A .�#0A �� ������� #�
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������ �� 1���� ������%���/���- (p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p)�
6��
�&� ��
�-

q ⇔ (¬ q ⇒ ⊥)

q ⇔ ¬¬ q

�

� ⇔ (¬ q ⇒ �)

� ⇔ �

�

(p ⇒ q) ⇔ (¬ q ⇒ ¬ p)

(� ⇒ q) ⇔ (¬ q ⇒ ¬�) (⊥ ⇒ q) ⇔ (¬ q ⇒ ¬⊥)

� ��
�� ����� �
�� ��
��� ����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' ���7
��������- .��0 � .�#0A .��0A �� ������� �	� � ��	��� ����� ��
���
����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' �����������- .��0 � .�!0A .�0A
.�"0�

������ � 1���� ��	�������
�	�� ∨ � ����	� �� ∧-
((p ∧ q) ∨ r) ⇔ ((p ∨ r) ∧ (q ∨ r))�

6��
�&� ��
�-

� ⇔ �

�

(p ∧ q) ⇔ (p ∧ q)

�

((p ∧ q) ∨ r) ⇔ ((p ∨ r) ∧ (q ∨ r))

((p ∧ q) ∨ �) ⇔ ((p ∨ �) ∧ (q ∨ �)) ((p ∧ q) ∨ ⊥) ⇔ ((p ∨ ⊥) ∧ (q ∨ ⊥))

� ��
�� ����� �
�� ��
��� ����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' ���7
��������- .�0 � .�0A .�"0A � � ,���
�� ��	��� ����� ����	���� 	&�
����&' %� ����/�&�' �����������- .#0A �� ������� #�

���� ����&� 	%�	�� ����������� � ��&� 	� %���� 
�
 %�&�����5 �����������
������ ��+ ���� ���(���� ����������� ���� 
�&� ����	���� � ����& ������,��
1���� ������	�
��	�� �� �&%����/���- p ⇒ p

1���� �	���(�,� ���
��- p ∨ ¬p

1���� ��%����
��(��	��- ¬(p ∧ ¬p)
1���� �
���� ����/���- ¬¬p ⇔ p

6��	�
 �����- ((p ⇒ q) ⇒ p) ⇒ p

1���� ��&��� �&%����/���- (p ⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q)
1���� ��&��� ��
�
����/���- (p ⇔ q) ⇔ ((p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p))
1���� ��������
��	�� �� �&%����/���- (p ⇒ q) ⇒ ((q ⇒ r) ⇒ (p ⇒ r))
1���� ��������
��	�� �� ��
�
����/���- ((p ⇔ q) ∧ (q ⇔ r)) ⇒ (p ⇔ r)
1���� ������,� �&%����/���- (¬(p ⇒ q)) ⇔ (p ∧ ¬q)
1���� ����� 	
�Æ�,� �� %����
��(��	�- ((¬p) ⇒ (q ∧ ¬q)) ⇒ p
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1����� ��&�����
��	�� �� ∧ � ∨- (p ∧ q) ⇔ (q ∧ p) � (p ∨ q) ⇔ (q ∨ p)
1���� �	�/�����
��	�� �� ∧- ((p ∧ q) ∧ r) ⇔ (p ∧ (q ∧ r))
1���� �	�/�����
��	�� �� ∨- ((p ∨ q) ∨ r) ⇔ (p ∨ (q ∨ r))
1����� �%	��%/���- (p ∨ (q ∧ p)) ⇔ p � (p ∧ (q ∨ p)) ⇔ p

1���� ��	�������
��	�� ∧ � ����	� �� ∨- ((p∨ q)∧ r) ⇔ ((p∧ r)∨ (q∧ r))
1���� ��	�������
��	�� ∨ � ����	� �� ∧- ((p∧ q)∨ r) ⇔ ((p∨ r)∧ (q∨ r))
����	 %����	 .modus ponens0- (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q

4� �������
 �����- (¬(p ∧ q)) ⇔ (¬p ∨ ¬q)
4� �������
 �����- (¬(p ∨ q)) ⇔ (¬p ∧ ¬q)
1���� ������%���/���- (p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p)

� �������� �����&� %���	��
�
�&� ��+ ����� 
��� ���� %�	���� ��&�Æ� ���7
&��� F � ���&��� F p

� � F p
⊥' ��� �� p ���� �	����� 	��
� ���&��� F �


������ �

�� �������.�
 '���
�
 F � ���� ������� ����� p ���� �� �� F ������������
'���
�� (p ⇒ F p

�) ∧ (¬p ⇒ F p
⊥)& ��- '���
�� F ⇔ ((p ⇒ F p

�) ∧ (¬p ⇒ F p
⊥)) ��

��
����)���-

����	

2���� %������� �� �� �� 	
��� 
����/��� v : F → {0, 1} 
�����	�
v(F ⇔ ((p ⇒ F p

�) ∧ (¬p ⇒ F p
⊥))) ������� �� *� �	��
� ������/���

v �� ���&��� ������ A ⇔ B' �� ���(� �� ����� %������� �� ��
v(F ) ������� v((p ⇒ F p

�) ∧ (¬p ⇒ F p
⊥))� 6� ������/��� 
����/��� v


�����	� v((p ⇒ F p
�)∧(¬p ⇒ F p

⊥)) ��(���&� ��� &���&�& v(p ⇒ F p
�)

� v(¬p ⇒ F p
⊥)' � �� 
�����	�� ��(���&� �
���-

v(p ⇒ F p
�) = max(1 − v(p), v(F p

�))
v(¬p ⇒ F p

⊥) = max(1 − v(¬p), v(F p
⊥))�

1� ���� ��(���,� ���%5���� ��& �� 
�����	� �	������ 	��
� p 
���7
�/���& v� 1� 	
��� 
����/��� v 
�����	� v(p) �� ��� � ��� ��

	1 <�� �� v(p) = 1' ���� �&�&� �� �� v(F ) = v(F p
�)�

@�����&� ��+ v((p ⇒ F p
�) ∧ (¬p ⇒ F p

⊥))� >&�&�-

v(p ⇒ F p
�) = max(1 − 1, v(F p

�)) = max(0, v(F p
�)) = v(F p

�)
�

v(¬p ⇒ F p
⊥)) = max(1 − 0, v(F p

⊥)) = max(1, v(F p
⊥)) = 1�

>� ���� 	����- v((p ⇒ F p
�) ∧ (¬p ⇒ F p

⊥)) = min(v(F p
�), 1) = v(F p

�)�
4����� 	&� �� 	� ��� 
�����	�� v(F ) � v((p ⇒ F p

�) ∧ (¬p ⇒ F p
⊥))

������� v(F p
�)' %� 	� ������� &�Æ�	�����

	2 <�� �� v(p) = 0' ���� �&�&� �� �� v(F ) = v(F p
⊥)�

*� �	�� ��(�� ��� � 	1 ������&� �� �� v((p ⇒ F p
�) ∧ (¬p ⇒ F p

⊥))
������� v(F p

⊥)�
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4����' �&�&� �� 	� ��� 
�����	�� v(F ) � v((p ⇒ F p
�) ∧ (¬p ⇒ F p

⊥))
������� v(F p

⊥)' %� 	� ������� &�Æ�	�����

>� 	1 � 	2 �����(���&� �� �� 	
��� 
����/��� v 
�9�-
v(F ) = v((p ⇒ F p

�) ∧ (¬p ⇒ F p
⊥)),

���
v(F ⇔ ((p ⇒ F p

�) ∧ (¬p ⇒ F p
⊥))) = 1.

4����' ���&��� F ⇔ ((p ⇒ F p
�) ∧ (¬p ⇒ F p

⊥)) �� ������������

♦

� �������& ������� 
�&� �� ��	�� ���&��� %������� �� 	� ����������� � ��
&�����& (�+
�,��

������� �

(1.1) 6������� �� �� ���&��� p ⇒ (q ⇒ p) ������������

6��
�&� ��
�-

q ⇒ �

�

�

p ⇒ (q ⇒ p)

� ⇒ (q ⇒ �) ⊥ ⇒ (q ⇒ ⊥)

� ��
�� ����� �
�� ��
��� ����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' ���7
��������- .��0 � .�0' � � ,���
�� ��	��� ����� ����	���� 	&� ���7
�������� .��0�

(1.2) 6������� �� �� (p ⇒(q ⇒ r))⇒((p ⇒ q)⇒(p ⇒ r)) ������������

6��
�&� ��
�-

(q ⇒ r) ⇒ (q ⇒ r)

�

� ⇒ (� ⇒ �)

� ⇒ �

�

(p ⇒ (q ⇒ r)) ⇒ ((p ⇒ q) ⇒ (p ⇒ r))

(� ⇒ (q ⇒ r)) ⇒ ((� ⇒ q) ⇒ (� ⇒ r)) (⊥ ⇒ (q ⇒ r)) ⇒ ((⊥ ⇒ q) ⇒ (⊥ ⇒ r))

� ��
�� ����� �
�� ��
��� ����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' ���7
��������- .��0 � ������	�
��	� �&%����/���' � � ,���
�� ��	���
����� ����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' �����������- .��0A .��0
� .�0�

(1.3) 6������� �� �� ���&��� ((p ⇒ q) ⇒ p) ⇒ p ������������
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6��
�&� ��
�-

� (� ⇒ ⊥) ⇒ ⊥

⊥ ⇒ ⊥

�

((p ⇒ q) ⇒ p) ⇒ p

((� ⇒ q) ⇒ �) ⇒ � ((⊥ ⇒ q) ⇒ ⊥) ⇒ ⊥

� ��
�� ����� �
�� ��
��� ����	���� 	&� ����������� .�0' � � ��	���
����� ����&' %� ����/�&�' �����������- .��0A .��0 � .��0�

(1.4) 6������� �� �� ���&��� p ⇒ (q ⇒ (p ∧ q)) ������������

6��
�&� ��
�-

q ⇒ (� ∧ q)

q ⇒ q

�

�

p ⇒ (q ⇒ (p ∧ q))

� ⇒ (q ⇒ (� ∧ q)) ⊥ ⇒ (q ⇒ (⊥ ∧ q))

� ��
�� ����� �
�� ��
��� ����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' ���7
��������- .��0A .�0 � ������	�
��	� �&%����/���' � � ��	��� ���7
�������� .��0�

(1.5) 6������� �� �� ���&��� (p ∧ q) ⇒ p ������������

6��
�&� ��
�-

� ⊥ ⇒ ⊥

�

(p ∧ q) ⇒ p

(� ∧ q) ⇒ � (⊥ ∧ q) ⇒ ⊥

� ��	��� ����� �
�� ��
��� ����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' ���7
��������- .�0 � .��0' � � ��
�� ����������� .�0�

(1.6) 6������� �� �� ���&��� (p ∧ q) ⇒ q ������������ 6�	��%�&�
�������� ��� � (1.5)�
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(1.7) 6������� �� �� ���&��� p ⇒ (p ∨ q) ������������

6��
�&� ��
�-

� ⇒ �

�

�

p ⇒ (p ∨ q)

� ⇒ (� ∨ q) ⊥ ⇒ (⊥ ∨ q)

� ��
�� ����� �
�� ��
��� ����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' ���7
��������- . 0 � .��0' � � ��	��� ����������� .��0�

(1.8) 6������� �� �� ���&��� q ⇒ (p ∨ q) ������������ 6�	��%�&�
�������� ��� � (1.7)�

(1.9) 6������� �� �� (p ⇒ r) ⇒ ((q ⇒ r) ⇒ ((p∨q) ⇒ r)) ������������

6��
�&� ��
�-

� ⇒ (� ⇒ �)

� ⇒ �

�

¬ p ⇒ (¬ q ⇒ ¬(p ∨ q))

¬� ⇒ (¬ q ⇒ ¬(� ∨ q))

⊥ ⇒ (¬ q ⇒ ¬�)

�

¬⊥ ⇒ (¬ q ⇒ ¬(⊥ ∨ q))

� ⇒ (¬ q ⇒ ¬ q)

¬ q ⇒ ¬ q

�

(p ⇒ r) ⇒ ((q ⇒ r) ⇒ ((p ∨ q) ⇒ r))

(p ⇒ �) ⇒ ((q ⇒ �) ⇒ ((p ∨ q) ⇒ �)) (p ⇒ ⊥) ⇒ ((q ⇒ ⊥) ⇒ ((p ∨ q) ⇒ ⊥))

� ��
�� ����� �
�� ��
��� ����	���� 	&� ����&' %� ����/�&�' ���7
��������- .�0A .��0A .�0� � ����� �� ������ �� (
��� � ��&� �� ���7
&��� ¬p ⇒ (¬q ⇒ ¬(p∨ q)) ����	���� 	&� ����������� .��0� � �����
� (���& (
��� �� ���&��� ¬� ⇒ (¬q ⇒ ¬(� ∨ q)) ����	���� 	&�
����&' %� ����/�&�' �����������- .�#0 � . 0A .��0A � � ����� � (���&
(
��� �� ���&��� ¬⊥ ⇒ (¬q ⇒ ¬(⊥ ∨ q)) ����	���� 	&� ����&' %�
����/�&�' �����������- .�!0 � .!0A .��0A ������	�
��	� �&%����/����

(1.10) 6������� �� �� ���&��� ⊥ ⇒ p ������������

6��
�&� ��
�-

⊥ ⇒ p

�

8���	���� 	&� ����������� .��0�
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������� 	 6�	&�����&� ����������� �� ������� �� >� ��5 ���7
��������' �� �	��
� 
������ �' ������&� ����& 	����
� �����������-
.���0 A ⇒ (B ⇒ A)
.���0 (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C))
.��"0 ((A ⇒ B) ⇒ A) ⇒ A
.���0 A ⇒ (B ⇒ (A ∧ B))
.���0 (A ∧ B) ⇒ A
.�� 0 (A ∧ B) ⇒ B
.��#0 A ⇒ (A ∨ B)
.��!0 B ⇒ (A ∨ B)
.���0 (A ⇒ C) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ ((A ∨ B) ⇒ C))
.����0 ⊥ ⇒ A

��� 	� A' B � C %����
���� ���&����

1� ���� ���&��� F1'���' Fn .n ≥ 10 ��%+���� �������/���'
∧n

i=1 Fi' ������7
+�&� �������
�� �� 	����
� ��(��-

(1)
∧1

i=1 Fi = F1

(2)
∧n+1

i=1 Fi = (
∧n

i=1 Fi ∧ Fn+1)

*� %��%��� �	�� ��(�� 	� ������+� ��%+���� ��	����/���
∨n

i=1 Fi� *� %��&��

�� ���� ���&��� F1' F2' F3 � F4 �&�&�
∨4

i=1 Fi = (((F1∨F2)∨F3)∨F4) � ���� ���
%�	�,� ���&��� ����&�����&� 	���� 	%���� ������� �� ��%+���� ��	����/���
�� ���&��� ((F1 ∨ F2) ∨ F3) ∨ F4�

8���	��
� ������/��� ��%+���� �������/��� � ��	����/���' ���&���+�&�
��%+���� ������ ��	�������
��	�� � ��%+���� 4� �������
� ������ ���� 	�
������������

������� � 6������� �� 	� 	����
� ���&��� .n ≥ 20-

��%+���� ����� ��	�������
��	�� ∧ � ����	� �� ∨-

((
n∨

i=1

Ai) ∧ C) ⇔ (
n∨

i=1

(Ai ∧ C))

��%+���� ����� ��	�������
��	�� ∨ � ����	� �� ∧-

((
n∧

i=1

Ai) ∨ C) ⇔ (
n∧

i=1

(Ai ∨ C))

� ��%+���� 4� �������
� ������-

(¬(
n∨

i=1

Ai)) ⇔ (
n∧

i=1

¬Ai)

(¬(
n∧

i=1

Ai)) ⇔ (
n∨

i=1

¬Ai)

������������ .1� n = 1 	
� �
� ���&��� 	� ������ F ⇔ F ' %� 	�
������������0



���� �3��9=�6� ��6��93 ;%<�63 ##

>����/���& %� ����� ���&��� A1, ..., An %���9�&� �� ��%+���� ��7
��� ��	�������
��	�� ∧ � ����	� �� ∨ ��	�� ������������ .> 	�
�����& ���&���&� 	� %�	��%� ���������0
���� �����/���' n = 2' %�	&������ ���&��� �� ������

((A1 ∨ A2) ∧ C) ⇔ ((A1 ∧ C) ∨ (A2 ∧ C))'
� �� �� ����������� ����� ��	�������
��	�� ∧ � ����	� �� ∨�
>����/��	�� %���%�	��
�� �� �� ���&���

((
n∨

i=1

Ai) ∧ C) ⇔ (
n∨

i=1

(Ai ∧ C))

��	�� ������������
6���9�&� �� �� ����������� � ���&���

((
n+1∨
i=1

Ai) ∧ C) ⇔ (
n+1∨
i=1

(Ai ∧ C))

*� �	��
� ������/��� ��%+���� ��	����/��� �&�&�∨n+1
i=1 Ai = (

∨n
i=1 Ai ∨ An+1)' ���� �� ���&���

((
n+1∨
i=1

Ai) ∧ C) ⇔ ((
n∨

i=1

Ai ∨ An+1) ∧ C)

������������ *� �	��
� ������ ��	�������
��	�� ∧ � ����	� �� ∨-
((B ∨ D) ∧ C) ⇔ ((B ∧ C) ∨ (D ∧ C)),

��� �� B ���&���
∨n

i=1 Ai' � D ���&��� An+1 �&�&� �����������-

((
n∨

i=1

Ai ∨ An+1) ∧ C) ⇔ (((
n∨

i=1

Ai) ∧ C) ∨ (An+1 ∧ C)).

*� �����' �� ���&��� ���� �� ����������� %� �����/��	��� %���7
%�	��
/� � ���&��� An+1 ∧ C' �� �	��
� ���� .∨�0 ���� � 	���
�

��������
�
�' �&�&� �� �� ���&���

(((
n∨

i=1

Ai) ∧ C) ∨ (An+1 ∧ C)) ⇔ ((
n∨

i=1

(Ai ∧ C)) ∨ (An+1 ∧ C))

������������ 6�	&�����&� 	
� ��
����� ������������ �
��� �� ,�5
���� ��
�
�������	� ���&��� ���� 	� � ,�� %�
����� 
������& ⇔�
����� �� �	��
� ��������
��	�� ��
�
�������	�� �&�&� �� �� ���7
&��� (

∨n+1
i=1 Ai) ∧ C �� %�
� ����������� ��
�
������� ���&��� ��

%�	���,�' ���&��� (
∨n

i=1(Ai ∧C))∨ (An+1 ∧C)� *� �	��
� ������7
/��� ��%+���� ��	����/��� �� �� ���&��� 
�9�-

(
n∨

i=1

(Ai ∧ C)) ∨ (An+1 ∧ C) =
n+1∨
i=1

(Ai ∧ C).

4����' ���&��� (
∨n+1

i=1 Ai) ∧ C �
∨n+1

i=1 (Ai ∧ C) 	� ��
�
�������' ���
�&�&� �����������-

((
n+1∨
i=1

Ai) ∧ C) ⇔ (
n+1∨
i=1

(Ai ∧ C)).
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����) !�& � ���	�� 	�����
	����

6�������&� ����������� modus ponens'
|= (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B

� %��(����&� �� ��� �� ��� %���	��
�� ����� %�	��%�� �����(�
�,�-

��� �� �	������ A � ��� �� �	������ �� �� A 	���� B'
���� �����(���&� �� �� � B �	�������

8���	��
� ��� ��(�� �����(�
�,� &�9�&� �� %������5 ����������� �� %��
�&�
��
� ������������ 2� 	
��	�
� 
�&� �������� � �������� �����&�' ���� 
�&� .����
modus ponensa0 ���
��� 
������ MP�


������ � �
������ MP�

,�� �
 '���
�� A � A ⇒ B ��
����)���& ���� �� � '���
�� B ��
����)���-
����	

E��&��� A � A ⇒ B 	� �����������' %� �� 	
��� 
����/��� v 
�9�-
v(A) = 1 � v(A ⇒ B) = 1� � ����� 	�����' �� �	��
� ������/��� v'

�����	� v(A ⇒ B) ��(���&� �
���-
max(1 − v(A), v(B))=max(1 − 1, v(B))=max(0, v(B))=v(B)� 4����'
�&�&� �� �� v(A ⇒ B) = 1 � v(A ⇒ B) = v(B)' %� �����(���&� �� ��
v(B) ������� � �� 	
��� 
����/��� v' ��� ���&��� B �� ������������

♦

@�&�5 %���9�&� ����� %��&��� 
������ MP� *��&�' 
��&� �����	��
��

�&� �������� ���� � 	���
� ��������
�
� ��� %�	����/� 
������ MP� 6�
�
%��+���&� ��+ 	%�	�� %������5 ����������� ��
�& �����������&� �� ���� &�9�7
&� ��
� �� %�
����� 
����� ⇔ 	� �	����& 
����/�&��

�������  6���9�&� �� �� %����
���� ���&��� A' B � C 
�9�-

.2�¬0 |= (A ⇔ B) ⇒ (¬A ⇔ ¬B)A

.2�∧0 |= (A ⇔ B) ⇒ ((C ∧ A) ⇔ (C ∧ B)) �

|= (A ⇔ B) ⇒ ((A ∧ C) ⇔ (B ∧ C))A

.2"∨0 |= (A ⇔ B) ⇒ ((C ∨ A) ⇔ (C ∨ B)) �

|= (A ⇔ B) ⇒ ((A ∨ C) ⇔ (B ∨ C))A

.2�⇒0 |= (A ⇔ B) ⇒ ((C ⇒ A) ⇔ (C ⇒ B)) �

|= (A ⇔ B) ⇒ ((A ⇒ C) ⇔ (B ⇒ C))A

.2�⇔0 |= (A ⇔ B) ⇒ ((C ⇔ A) ⇔ (C ⇔ B)) �

|= (A ⇔ B) ⇒ ((A ⇔ C) ⇔ (B ⇔ C))�

6�����
�&� 	�&� �� �� ����� ���&��� �� ���� .2�∧0 ������������
1� ���� ���� 
����/��� v 
�����	� v(A ⇔ B) &�9� ���� ��� � ���
�� 8��� �� v(A ⇔ B) ������� �' ���� 
�9� v(A) = v(B)' %� ������&�-
v(A ∧ C) = min(v(A), v(C)) = min(v(B), v(C)) = v(B ∧ C)� 4����'
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v((A ⇔ B) ⇒ ((A ∧ C) ⇔ (B ∧ C))) = 1� <�� �� v(A ⇔ B) = 0' ����
��&�5' �� �	��
� ������/��� 
����/��� v' ������&� �� �� 
�����	�
v((A ⇔ B) ⇒ ((A ∧ C) ⇔ (B ∧ C))) ������� �� 4����' %������� 	&�
�� �� ���&��� (A ⇔ B) ⇒ ((A ∧ C) ⇔ (B ∧ C)) ������������ ��
�	����& ���&���&� %�	��%�&� 	��(�� ��� 	� �
�& ���&���&�

< 	��� �
� ������ ���� � 	���
� ��������
�
��

����	 ���� � 	���
� ��������
�
� ��� ��������� 
������ MP

>&�&� �� �� %���%�	��
�� ���� � 	���
� ��������
�
� �����������
|= A ⇔ B � ��+ %�	&����&� %����
���� ���&��� C�
4���9�&� ��� .�0� >� ����������� |= A ⇔ B � ����������� .2�¬0
|= (A ⇔ B) ⇒ (¬A ⇔ ¬B) �� �������  ' �� �	��
� 
������ MP'
������&� ����������� |= ¬A ⇔ ¬B�
$�� 	� ��(� ���� .�0' ������
�&� 	�&� 	��(�� (∧2)' � �	���� 	��(�7
��
� 	� �������� ��������� >� ����������� |= A ⇔ B � �����������
|= (A ⇔ B) ⇒ ((A ∧C) ⇔ (B ∧C)) �� �������  ' �� �	��
� 
������

MP' ������&� ����������� |= (A ∧ C) ⇔ (B ∧ C)�

♦

*� ����� �
�� ������' %���9�&� ��+ ����� %�	����/� 
������ � 	���
�

��������
�
�� 2� �� �	����� ���� ��
��� � 
��� ��
�
�������5 ���&��� � ��7
�����5 
�������

������� " <�� �� |= A ⇔ B � |= C ⇔ D'

���� �� .1∧0 |= (A ∧ C) ⇔ (B ∧ D)A

.2∨0 |= (A ∨ C) ⇔ (B ∨ D)A

."⇒0 |= (A ⇒ C) ⇔ (B ⇒ D)A

.�⇔0 |= (A ⇔ C) ⇔ (B ⇔ D)�

*���
�� �� �
� �	����� &�9�&� �������� �� 	����
� ��(��- ��7
��	��
� %���%�	��
�� |= A ⇔ B � |= C ⇔ D' ��
���
�&� �� 	
���
�� ��
�����5 ���&��� �� 	
��� 
����/��� v �&� 
�����	� �� <��
&� 
�&� �� �	����� �������� ��� %�	����/� 
������ � 	���
�

��������
�
�� 2�(����' %�����
�&� 	�&� ��� .2∨0' ��� �� 
�9�
|= (A ∨ C) ⇔ (B ∨ D)' � �	���� 	��(���
� 	� �������� ���������
1� ���&��� p ∨ C � ����������� |= A ⇔ B 
������ � 	���
� ���

������
�
� ���� 	����
� �����������- |= (p ∨ C)p
A ⇔ (p ∨ C)p

B ' ���
|= (A ∨ C) ⇔ (B ∨ C)� 1� ���&��� B ∨ p � ����������� |= C ⇔ D

������ � 	���
� ��������
�
� ����- |= (B ∨ p)p

C ⇔ (B ∨ p)p
D' ���

����������� |= (B ∨ C) ⇔ (B ∨ D)�
>� ����������� |= (A∨C) ⇔ (B∨C) � |= (B∨C) ⇔ (B∨D) ������&�
����&- A∨C ≡ B∨C � B∨C ≡ B∨D� *� �����' ����	��
� ������7
��
��	� ����/��� ≡' ������&� A∨C ≡ B∨D' ��� |= (A∨C) ⇔ (B∨D)�
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$"& '����� ����(
�

� �
�& ������ %���	��
�
�&� �������� 
��&� 
�9��5 �������	��5 	���������
6�����+�� ��& �� ����� ��%����� 	��% B 	� 	
���& ���&����&�� 6�	&����
�&�
���� �%���/��� ��� ��& 	��%�&' ��5��
�
�&� �����(��� �	����� �� �� �%���/���
� �� ��� ��(�� ������� �����(��� 	��������� @�&�5 ��/�&� �� 
� ��	%���/���
�� %��
��,� ��5 	�������� ���� %������
�� 	��% ����� ��%������ 	��%� X'
	��% P(X)' 	� 	
���& ���&����&�- %��	��%�
�&� �� X' ����� %������ �%���/���
�� 	��%�
�&�- %��	��' �����' ��&%��&��� � �	����� ����5 �� ��5 �%���/���- ��7
&�����
��	�' �	�/�����
��	� � ��� 2� 
��� ���� �
�� %�	���� ��&�Æ� ������7
/��� ���� 	�������� � ���������� %��&��� �� 	�������� %���	��
�
�&� � �����7
��& �����	��
��& %��&����

������ � 4�����+�&� ����� 	�������� �� 	����
� ��(��- 	
���
�������	�� 	�������� 	� ��&�����
��& �%���/���& � �� ,���& ��	�7
(� �� ����� �7	��������� @�&�5 	� %���&�- �� �� %�	���� %��&��
���
� 	��������) > ����
�� ��- %�	����� 1� ���� 	��% X' ,���

%������
�� 	��% P(X) � �%���/��� %��	�� 	��%�
� (��� ����� �7
	�������� (P(X),∩)� >&� ��+ %��&���- 	��% %�������5 �����
�
� �%���/��� 	�����,�' (N,+)' %� 	��% /���5 �����
� � �%���/���
&��9�,�' (Z, ·) � ��� ���� %�	&����&� %��&�� �7	�������� (P(X),∩)
� %���&� 	�- ���� ��+ �	����� �&� �%���/��� %��	�� 	��%�
�) *�
%��&�� �� %����
���� ���&��� Y �� P(X) 
�9�- Y ∩ Y = Y � 2�
�	����� �%���/��� ∩ ��& �� ��	%���/��� �� ������+�&� ��
� 
�	��
	��������' 	�������� 	� 	��%�& B' �������& �%���/���& ∩ �� ����

�9� ��&�����
��	� � �� 	
��� ���&��� b �� B 
�9� b ∩ b = b�
@�&�5 ���&� �� �� ����� %��&�� �� ��
� 	�������� (P(X),∩)� 4�
�� 	� (N,+) � (Z, ·) %��&��� � �� ��
� 	��������) @���
�� ��- ���
@������9�,� �� 	�������� (N,+) �� 	����
�- 	�����,� ��	�� ��7
&�����
�� �%���/���' ��� �� %����
���� %������� ���� n �� 
�9�
n + n = n�

���� ���� 	&� �%������ �� 
��� ��&�Æ� ������/��� �����(���5 	��������
� ���������5 %��&��� ��5 	�������� %���	��
�
�&� ���� 
��&� ���(���� ����7
���	�� 	���������

��%�� ��	*	

6�� ���� +�� ��&� ������/��� 	�������� ���� 
�&� �
��� &��9�' %�������&�
%�
� ����� %��&���

������ � 6�	&�����&� %����
���� ����(�� ��%����� 	��% X �
,���
 %������
�� 	��% P(X)� 1���& �� 	��%� P(X) %�	&�����&�
%������ �%���/��� ����� � %��	��� G�	�� �� �� �� ���� ���� �
� %��7
	��%� A � B 	��%� X' ��� ���&���� 	��%� P(X) 
�9�- A∪B � A∩B
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	� %��	��%�
� 	��%� X � %��%����� 	��%� P(X)� @	�& ����' �� ����
���� ��� ���&���� A' B � C 	��%� P(X) 
�9� � 	����
� �	�����-

(A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) � (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)
A ∩ B = B ∩ A � A ∪ B = B ∪ A

A ∩ A = A � A ∪ A = A
A ∩ (B ∪ A) = A � A ∪ (B ∩ A) = A

��������� ���� 	� 	�	���� �� ��%������ 	��%� � �
� ������� �%�7
��/��� �� ��& 	��%� 	� ��
�����& �	�����&� �� ����� &��9�� 4����'
(P(X),∩,∪) �� %��&�� ����� &��9��

*�
���&� 	��� ������/��� &��9��

!�'������� �����

*��� �� B %����
���� ��%����� 	��% � ∩ � ∪ �
� ������� �%���/���
������	��� �� ��& 	��%�� ��������� B = (B,∩,∪) �� &��9� ����

�� �%���/��� ∩ � ∪ � %����
���� ���&���� a' b � c 	��%� B 
�9�
	����
� �	�����-

�	�/�����
��	�- (a∩b)∩c = a∩(b∩c) (a∪b)∪c = a∪(b∪c)

��&�����
��	�- a ∩ b = b ∩ a a ∪ b = b ∪ a

���&%�������	�- a ∩ a = a a ∪ a = a

������ �%	��%/���- a ∩ (b ∪ a) = a a ∪ (b ∩ a) = a

��9�&� ��� ����& 	��%�& B %�	&������ 	�&� ����� ������� �%���/���
	� �	�����&� ��
�����& � ������/��� &��9�� 2��
� 	�������� ����
� 	�
%���&��9��

!�'������� ���
�����

*��� �� B %����
���� 	��% � ∩ ������� �%���/��� ������	��� ��
��& 	��%�� ��������� B = (B,∩) �� %���&��9� ���� �� �%���/���
∩ 
�9� �	�/�����
��	�' ��&�����
��	� � ���&%�������	��

6��&���&� �� 	
��� &��9� B = (B,∩,∪) (��� �
� %���&��9� B1 = (B,∩)
� B2 = (B,∪) � ��+ �&�&� ������� 	
��	�
� ���� %�
����� �%���/��� ∩ � ∪' ���
�� �� �%���/��� 
�9� ������ �%	��%/����

������� � 6�	&�����&� ����� &��9� B = (B,∩,∪)� 6���9�&� ��
�� ������� ����/��� ≤ �� 	��%� B ������	��� �� 	����
� ��(��-

a ≤ b ���� a ∩ b = a (∗)
����� ����/��� %��/������� ���Æ�,��
4� �� �� ����/��� ≤ ������	�
��' ��� �� �� �� a ≤ a) � 	�
���
%���,� ��- �� �� 
�9� a ∩ a = a) @���
�� �� ��� 4����' 
�9�
������	�
��	��
4� �� �� ����/��� ≤ ��������
��' ��� �� �� 
�9�- ��� �� a ≤ b
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� b ≤ c' ���� �� a ≤ c) 6� ������/��� ����/��� ≤ �� ���(� ��
�	%�����&� �� �� 
�9� 	����
� �	�����- ��� �� a ∩ b = a � b ∩ c = b'
���� �� a ∩ c = a� 6� %�
�� %���%�	��
/� �&�&�- a = a ∩ b� � ���
�������	��' ����	��
� ����� %���%�	��
��' b ��&�,���&� 	� b ∩ c �
������&� a = a∩ (b∩ c)� 1���& ����	��&� �	�/�����
��	� �%���/���
∩ � ������&� a = (a ∩ b) ∩ c� *� �	��
� %�
� %���%�	��
�� a ∩ b
�� ������� a' %� � (a ∩ b) ∩ c ��� a ∩ b ��&�,���&� 	� a � ������&�-
a = a ∩ c� 4����' 
�9� a ≤ c' ��� ����/��� ≤ �� ��������
���
4� �� �� ����/��� ≤ ����	�&����(��' ��� �� �� 
�9�- ��� �� a ≤ b
� b ≤ a' ���� �� a = b) 6� ������/��� ����/��� ≤ �� ���(� ��
�	%�����&� �� �� 
�9� 	����
� �	�����- ��� �� a ∩ b = a � b ∩ a = b'
���� �� a = b� *� �	��
� ��&�����
��	�� ∩ �&�&� a ∩ b = b ∩ a�
4����' a = b� 2� ���(� �� �� ����/��� ≤ ����	�&����(���
4����' ����/��� ≤ �� ����� %��/������ ���Æ�,� �� 	��%� B�

6�������&� ��+ ����� ��(�� ������	�,� ����/��� ≤ �� 	��%� B �� ����
&��9� B = (B,∩,∪)-

a ≤ b ���� a ∪ b = b (∗∗)
� 	����
�& ������� 
���
�&� �� ����/��� ���� ������/���& .NN0 � ����/���

���� ������/���& .N0 � �������
 � %���	��
���� �	�� ����/��� %��/�������
���Æ�,��

������� � 6���9�&� �� � 	
���� &��9� B = (B,∩,∪) �� %����
����
���&���� a � b 
�9�- a ∩ b = a ��� � 	�&� ��� a ∪ b = b�
<�� �� a∩b = a' ���� %�����
� �� a∪b ���&��� a ��&�,���&� 	� a∩b �
������&� a∪b = (a∩b)∪b� ����' ����	��
� ��&�����
��	� �%���/���
∪' �&�&� a∪ b = b∪ (a∩ b)� 8���(��' ����� �%	��%/��� b∪ (a∩ b) = b'
���� a ∪ b = b� � ����� 	�����' ��� �� a ∪ b = b' ����	��
� ����& ��
�	�����' ��&�����
��	� �%���/��� ∪ � ����� �%	��%/���' ������&�-
a ∩ b = a ∩ (a ∪ b) = a ∩ (b ∪ a) = a�

@	����� �%���/��� ����� � %��	��� 	��%�
�' ���� 
�9� �� ���&���� 	��%�
P(X) &��9� (P(X),∩,∪)' ��
� ��& ��	%���/��� �� ������	�,� � �����5 	����7
���� ��������5 �� &��9�� 1��� 	� 
����&� ��+�& %��&��� &��9� (P(X),∩,∪)
� %��	���&� 	� �� �� �%���/��� %��	��� � ����� 	��%�
�' �%���/��� ∩ � ∪' 
�9�
� ������ ��	�������
��	��� ����� � � %����
����� &��9� (B,∩,∪) &�9�&�
�	%����� �� �� �� ,��� �%���/��� ∩ � ∪ 
�9� ��	�������
�� ������� <�� 
�9�'
���� 
�&� ���
� &��9� �
��� ��	�������
�� &��9��

!�'������� ������(
����� �����

���9� B = (B,∩,∪) �� ��	�������
�� &��9� ���� �� �%���/���
∩ � ∪ %���� �	����� ���� �� ,�5 
�9� � &��9�' 
�9� � ������
��	�������
��	��-

(a ∩ b) ∪ c = (a ∪ c) ∩ (b ∪ c) � (a ∪ b) ∩ c = (a ∩ c) ∪ (b ∩ c)
�� %����
���� ���&���� a' b � c 	��%� B�
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2��� �� �� %����
���� ��%����� 	��% X 	�������� (P(X),∩,∪) ����� ��	7
�������
�� &��9��

��%�� +�
��	 �
 	��	

6�	&����&� %����
���� ��%����� 	��% X � ,���
 %������
�� 	��% P(X)� <��
5�
�&� �� ������+�&� �������	�� 	�������� ���� ��� 	
�� %��&�� �&� %����7
��
�� 	��% P(X)' 	
� 	��%�
�� �%���/��� .%��	��' ����� � ��&%��&���0 � ��
���� �	������� �
� 
�9�� ���&���� ��� 	��%�' %����� 	��% � /�� 	��% X' ����
�� 	�������� ������+�&� �� 	����
� ��(���

!�'������� �
���� ��)�(��

*��� �� B = (B,∩,∪) ����� ��	�������
�� &��9�� *� 	��%� B �&�&�
��+ � ����� ������ �%���/��� − � �
� ������� �%���/���- �	�������
���&���� 0 � 1� <�� �� %����
���� ���&��� a 	��%� B � �%���/���
∩,∪,− , 0 � 1 
�9� 	����
� �	�����-

a ∩ 0 = 0 a ∪ 1 = 1
a ∩ a = 0 a ∪ a = 1

���� �� 	�������� B = (B,∩,∪,− , 0, 1) ����
� ��������

6�� ���� +�� ��&� %��&��� ����
�5 �������' %���9�&� ��&�5 ��+ ����
�	����� ���� 
�9� �� �%���/��� ����
� ��������

������� � � ������/��� ����
� ������� �&�&� �� �� a ∩ 0 = 0' �
���� 	� %�	��
�� %���,� (�&� �� ������� a∪0) 8���	��
� a∩ a = 0 �
a∪ 0 ���� ��&�,���&� 	� a∩a � ������&� a∪0 = a∪(a∩a)� *� �	��
�
��&�����
��	�� ∩ � �%	��%/��� �&�&�- a ∪ (a ∩ a) = a ∪ (a ∩ a) = a�
4����' a ∪ 0 = a�
� ������/��� ����
� ������� �&�&� �� 
�9� a ∪ 1 = 1' � %���,�
�� (�&� �� ������� a ∩ 1) 8���	��
� �������	� a ∪ a = 1 � a ∩ 1
������/� ��&�,���&� 	� a ∪ a � ������&� a ∩ 1 = a ∩ (a ∪ a)' � ��
�	��
� ��&�����
��	�� �%���/��� ∪ � ������ �%	��%/��� ����� 	�
��	�� 	����� �������	�� �� ������ a� 4����' a ∩ 1 = a�
6���9�&� �� �� 0 = 1 � 1 = 0� 1� a = 0 �������	� a ∪ 0 = a ��
0∪ 0 = 0� @	�& ����' �� a = 0 �������	� a∪a = 1 �� 0∪ 0 = 1� 4����'
0 = 1� >	�� ����' a ∩ 1 = a �� a = 1 � a ∩ a = 0 �� a = 1 ���� 1 = 0�

< �
� � �������� %��&��� ����
�5 ������� 	� %������
��& 	��%�& �����
	��%� X � �%���/���&� �� ��& 	��%� P(X)�

������ � >&�&� 	��% {∅} � ,���
 %������
�� 	��% P({∅}) = {∅, {∅}}�
<�� 	� �%���/��� ∩ � ∪ ����(����� 	��%�
�� �%���/��� ����& %��7
	�� � �����' � ������ �%���/��� − �� �%���/��� ��&%��&��� 	��%�-
∅ = {∅} � {∅} = ∅' ���� �� 	�������� .P({∅}),∩,∪,− , ∅, {∅}0 �����
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����
� �������� >	�����&� �� �� 	�������� .P({∅}),∩,∪,− , ∅, {∅}0
���&�,� &���
� ����
� ������� ���� �&� 	�&� �
� ���&����' %� 	�
��
� ����
� ������� ��

������ 	 6�	&�����&� 	��% �� �
� ���&�����' 	��% {0, 1}� M�7
��
 %������
�� 	��% P({0, 1}) = {∅, {0}, {1}, {0, 1}} �&� (����� ���7
&����� @%�� �&�&� ����(����� �%���/��� %��	��� � ����� �� 	��%�
P({0, 1})' � �� 	����
� ��(�� ������+�&� ��������� �%���/��� ��&7
%��&���- {0} = {1}' {1} = {0}' ∅ = {0, 1} � {0, 1} = ∅� 4�����&� ��
�� 	�������� .P({0, 1}),∩,∪,− , ∅, {0, 1}0 ����� ����
� ������� � ��
����
� ������� � .��� �&� (����� ���&����0�

������ � 6�	&�����&� %����
���� 	��% X � ,���
 %������
��
	��% P(X)� F�
 	&� 
����� �� �� 	�������� .P(X),∩,∪0 ����� ��	7
�������
�� &��9�� $��
�+�' 	�������� .P(X),∩,∪,− , ∅,X0 �� �����
����
� �������� <�� 	��% X �&� n ���&�����' ���� ���&� �� 	��%
P(X) �&� 2n ���&������

���� 
�&� �� �����' &�9�&� ��
�' �����(�� ��(�� %�	&������ �	����� ���7
&��� � %���	��
��� 
��&� ���(���� %��&�� ����
� ��������

������  ;������
����
 

����


6�	&����&� 	��% 	
�5 ���&��� �	����� ������' 	��% F � 6�������
	&� �� �� ��
�
�������	� ���&���' ����/��� ≡' ����� ����/��� ��7

�
����/��� �� 	��%� F � 2� ����/��� ������� 	��% F �� ���	� ��7

�
����/���� 6����
���� ���	� ��
�
����/��� �� ����/���' ���	�
���� ���&��� A' 	���9� 	
� ���&��� C ��
�
������� ���&��� A'
A ≡ C' ��� 	
� ���&��� C �� ���� 
�9� |= A ⇔ C� 8��	� ��
�
����7
/��� ���&��� < ����(�
�
�&� [A]� 1��&� �� �� ���	� ��
�
����/���
���� ����/��� ��
�
����/��� ρ ��� ����& 	��%�& X � �
� �����(���
���&���� x � y ��� 	��%� 
�9�- ��� 	� x � y � ����/��� ρ' ���� 	�
,�5�
� ���	� �������' � ��� x � y ��	� � ����/��� ρ' ���� 	� ,�5�
�
���	� ��	�������� � ��+�& 	��(��� �� ���(� �� �� �
� %����
����
���&��� A � B 	��%� F 
�9�-

��� �� |= A ⇔ B' ���� �� [A] = [B] �

��� �� 
�9� |= A ⇔ B' ���� �� [A] ∩ [B] = ∅�
����&� 	� � �� 	&� %�	���� ���
����� ���	� ��
�
����/��� ���&���
� � ⊥� 8��	� [�] �� 	��% 	
�5 �����������' � ���	� ���&��� ⊥' ���	�
[⊥]' (��� 	
� ���������/����
���� %�	&�����&� 	��% [F ] (��� 	� ���&���� ���	� ��
�
����/���
	
�5 �	�����5 ���&��� 	��%� F � *� ��& 	��%� ������+�&� ��7
����� �%���/��� ∧ � ∨ � ������ �%���/��� ¬� <�� 	� [A] � [B]
%����
���� ���&���� 	��%� [F ]' ����-

[A] ∧ [B] =def [A ∧ B]
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[A] ∨ [B] =def [A ∨ B]

¬[A] =def [¬A]

��� �� ��	�� �� ���	� [A ∧ B]' [A ∨ B] � [¬A] (��� 	
� ���&��� C ��
���� 
�9� ����& |= (A ∧ B) ⇔ C' |= (A ∨ B) ⇔ C � |= (¬A) ⇔ C�
2���� %��
����� �� �� 	� �
� ������/��� ��������� 6��
���
�&�
��������	� 	�&� ������/���

[A] ∧ [B] =def [A ∧ B]'

� %��
��� ��������	�� ����� �
� ������/��� 	� ���� 	��(��� ����&�
%������� �� �� ���� ���� ���&��� C �� [A] � ���� ���� ���&��� D
�� [B] 
�9� [A∧B] = [C∧D]' ��� �� 
�����	� �%���/��� ∧ �� ���	�&�
[A] � [B] �� ��
�	� �� ������ ���&����� �� ��5 ���	�� >� C ∈ [A] �
D ∈ [B] ����& �&�&� |= A ⇔ C � |= B ⇔ D� @�����' �� �	��
� ����
.�∧0 ������� " �� ������ �����' ������&� |= (A ∧ B) ⇔ (C ∧ D)' ���
[A ∧ B] = [C ∧ D]�

��������� ([F ],∧,∨,¬, [⊥], [�]) �� ����� ����
� �������' � �� 	� 	����7
���� ��
� :��������&�
� ��������

6���9�&� �� ([F ],∧,∨,¬, [⊥], [�]) 	�
���� ��	�� ����
� �������' ���
%��
���&� �� �� �� ���&���� 	��%� [F ] � �%���/��� ∧' ∨' ¬' [⊥] �
[�] ������	��� �� ��& 	��%�' 
�9� �	����� �� ������/��� ����
�
��������
<	�/�����
��	�- 1� %����
���� �	����� ���&��� A' B � C' %� ����7
��/��� �%���/��� ∧ �� [F ]' ���	� ([A]∧[B])∧[C] �� ���	� [(A∧B)∧C]�
E��&��� (A ∧ B) ∧ C �� ��
�
������� ���&��� A ∧ (B ∧ C)' ���
|= ((A ∧ B) ∧ C) ⇔ (A ∧ (B ∧ C))' %� �� �	��
� ������/��� ���	� ��
[F ] �&�&� [(A∧B)∧C] = [A∧ (B ∧C)]� � ����� 	�����' %� ������7
/��� �%���/��� ∧ �� 	��%� [F ]' �&�&� �� �� [A] ∧ ([B] ∧ [C]) ���	�
[A ∧ (B ∧ C)]� 4����' ([A] ∧ [B]) ∧ [C] = [A] ∧ ([B] ∧ [C])� @	�����
([A] ∨ [B]) ∨ [C] = [A] ∨ ([B] ∨ [C]) 	� �������� ���������
8�&�����
��	�- 1� %����
���� �	����� ���&��� A � B' %� ����7
��/��� �%���/��� ∧ �� 	��%� [F ]' ���	� [A] ∧ [B] �� ���	� [A ∧ B]�
E��&��� A∧B � B∧A 	� ��
�
�������' ��� |= (A∧B) ⇔ (B∧A)' %�
�� �	��
� ������/��� ���	� �� [F ] �&�&� [A∧B] = [B ∧A]� � �����
	�����' %� ������/��� �%���/��� ∧ �� 	��%� [F ] �&�&� �� �� [B]∧ [A]
���	� [B∧A]� 4����' [A]∧[B] = [B]∧[A]� @	����� [A]∨[B] = [B]∨[A]
	� �������� ���������
>��&%�������	�- 1� %����
���� �	����� ���&��� A' %� ������7
/��� �%���/��� ∧ �� 	��%� [F ]' ���	� [A]∧ [A] �� ���	� [A∧A]� E��7
&��� A ∧ A �� ��
�
������� ���&��� A' ��� |= (A ∧ A) ⇔ A' %�
�� �	��
� ������/��� ���	� �� [F ] �&�&� [A ∧ A] = [A]� 4����'
[A] ∧ [A] = [A]� @	����� [A] ∨ [A] = [A] 	� �������� ���������
1����� �%	��%/���- 1� %����
���� �	����� ���&��� A � B' %� ����7
��/���&� �%���/��� ∧ � ∨ �� 	��%� [F ]' ���	� [A] ∨ ([B] ∧ [A]) ��
���	� [A ∨ (B ∧ A)]� E��&��� A ∨ (B ∧ A) �� ��
�
������� ���&���



! ���	� �� ��6��9� ;%<�6�

A' ��� |= (A ∨ (B ∧ A)) ⇔ A' %� �� �	��
� ������/��� ���	� �� [F ]
�&�&� [A ∨ (B ∧ A)] = [A]� 4����' [A] ∨ ([B] ∧ [A]) = [A]� @	�����
[A] ∧ ([B] ∨ [A]) = [A] 	� �������� ���������
4�	�������
��	�- 1� %����
���� �	����� ���&��� A' B � C' %�
������/���&� �%���/��� ∧ � ∨ �� [F ]' ���	� ([A] ∧ [B]) ∨ [C] ��
���	� [(A ∧ B) ∨ C]� E��&��� (A ∧ B) ∨ C �� ��
�
������� ���7
&��� (A∨C)∧ (B ∨C)' %� �� �	��
� ������/��� ���	� �� [F ] �&�&�
[(A∧B)∨C] = [(A∨C)∧ (B ∨C)]� � ����� 	�����' %� ������/���&�
�%���/��� ∧ � ∨ �� 	��%� [F ]' �&�&� �� �� ([A]∨[C])∧([B]∨[C]) ���	�
[(A∨C)∧ (B ∨C)]� 4����' ([A]∧ [B])∨ [C] = ([A]∨ [C])∧ ([B]∨ [C])�
@	����� ([A]∨[B])∧[C] = ([A]∧[C])∨([B]∧[C]) 	� �������� ���������
@	���� �	����� ����
� �������-
6� ������/��� �%���/��� ∧ �� 	��%� [F ] ���	� [A] ∧ [⊥] �� [A ∧ ⊥]�
E��&��� A ∧⊥ �� ��
�
������� ⊥' ��� |= (A ∧⊥) ⇔ ⊥' %� �� �	��
�
������/��� ���	� �� [F ] �&�&� [A∧⊥] = [⊥]� 4����' [A]∧ [⊥] = [⊥]�
@	����� [A] ∨ [�] = [�] 	� �������� ���������
6� ������/��� �%���/��� ∧ � ¬ �� 	��%� [F ] ���	� [A] ∧ ¬[A] ��
[A ∧ ¬A]� E��&��� A ∧ ¬A �� ��
�
������� ⊥' ��� |= (A ∧ ¬A) ⇔ ⊥'
%� �� �	��
� ������/��� ���	� �� [F ] �&�&� [A ∧ ¬A] = [⊥]� 4����'
[A] ∧ ¬[A] = [⊥]� @	����� [A] ∨ ¬[A] = [�] 	� �������� ���������
1����(���&� �� 	�������� ([F ],∧,∨,¬, [⊥], [�]) ��	�� ����� ����
�
��������

$") � ��!������

��)�� +��	 �	�����

*�+� ������/��� �������� �	����� ������ �� ������ ����� �� 
������ ∧' ∨' ⇒
� ⊥ �������� ��� �	��
��' � %���	���� 
����/�' 
����/� ⇔' ¬ � �' ������	���
	� %�&�
� �	��
��5 	����
�& ������/���&�-

p ⇔ q =def (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)' ¬p =def p ⇒ ⊥ � � =def ⊥ ⇒ ⊥�
� �
�& ������/���&� ����
� 	�&���� 	� ��
� 	����� =def .&�Æ� ����&� ��
��
� 	�&��� �� 
�����0 	� ��&��� �� ��� 	�&���� 	� ��	�� 	����� =def ����
(��� 	�&���� �������� �	����� ������ � ���� �� �	����� ���&���� ��9�&�
%�	��
��� %���,�- ��+�� 	&� 
������ ⇔' ¬ � � %���	��
��� %�&�
� �	��
��5

������ ��+ ��& ���&���&�) @���
�� �� �� 	� �
� ������/��� ��	%���	���
	�&������& �	����� ������� *��&�' ���� 	&� ������	��� ������� �	�����
������ &� 	&� &���� �� �� �	��
�� 
������ �������&� 	
� %������ 
������'
��� �� �� 	��% ����(��5 
������ �������� �	����� ������ ��&�&� /�� 	��%
{∧,∨,⇒,⇔,¬,�,⊥}� 2��� �� ��	&� �&��� %������ �� ������+�&� 
������ ⇔'
¬ � �' ��� ��	&� &����� � �����%����/��� ������ �� ������&� ���� �%���/���
�� 	��%� I = {0, 1} ����
����� ��& 
����/�&�� *���
�� �� �� �� ���� ��+
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����
�����
� �%���/��� ⇔' ¬ � � �� 	��%� I = {0, 1} %���	��
���� � ������
������ 2�& �����%����/���& ���&��� p ⇔ q' ¬p � � �� ���� ��
�
������� ����&
���&���&� (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)' p ⇒ ⊥ � ⊥ ⇒ ⊥� ;�
�
�������	� ��5 ���&���
�� ������ �� ��
����� ������/��� 
������ ⇔' ¬ � ��

F����&� 	� �������� 	� �	��
��& 
����/�&� ∧' ∨' ⇒ � ⊥ � ��/�&� ��+��
� ������ ����5 ������/��� 
������ ⇔' ¬ � �� 4�����	�,� ��
�5 
������
%������&�
� 	����
�- %��
��,� ��
�� ���� 	�&����' � ��&� 	� %���
���� ��
�

����� � �	����� 	��
� ���� �� %�
�����' ��� ��&��� �� ���� �	����� ���&���
� ����� 	� %���
���� 
����/� ∧' ∨' ⇒ � ⊥ � �	����� 	��
�� *� %��&��' �
������/���-

p ⇔ q =def (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)
���&��� p ⇔ q 	� ��
�& 
������& ⇔ � �	�����& 	��
�&� p � q ��&�,���
���&��� (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p) � ����� 	� %���
���� �	�� �	����� 	��
� p � q �

����/� ⇒ � ∧�

*�&�
� 	� %���,�- �� �� 	��% {∧,∨,⇒,⇔,¬,�,⊥} �&� ��+ ���� %��
�
%��	��% .�	�& {∧,∨,⇒,⊥}0 	� �	�����& �� 	� �	���� ,���
� 
����/� &���
������	��� %�&�
� 
������ ��� %��	��%� � �� ���� �� �� ������/��� %�
�����
&�Æ�	���� ��
�
������� ���&���) @���
�� ��- ��� � �������& ����/�&�
%���	��
�
�&� %��	��%�
� 	��%� {∧,∨,⇒,⇔,¬,�,⊥} 	� ��& �	�����&�

������� � 6���9�&� �� �� 
������ 	��%� {∧,∨,⇒,⇔,¬,�,⊥} &���7

� ������	��� %�&�
� 
������ 	��%� {∨,¬}� .6��&���&� �� ����
	&� ⇔ � � 
�
 ������	��� %�&�
� 
������ 	��%� {∧,∨,⇒,⊥}' ����
�� ���� ��
���� �� 	�&� ∧' ⇒ � ⊥ ������+�&� %�&�
� ∨ � ¬�0
.������ ∧0 8���	��
� �	����� �� ��� �� ���&��� C ⇔ D �����������'
���� �� � ¬C ⇔¬D �����������' �� |= (¬(p∧ q)) ⇔ (¬p∨¬q) .4� ��7
�����
 �����0' ������&� �����������- |= (¬¬(p ∧ q)) ⇔ (¬(¬p ∨ ¬q))'
��� 
�9�- ¬¬(p ∧ q) ≡ ¬(¬p ∨ ¬q)� >� |= (¬¬(p ∧ q)) ⇔ (p ∧ q) .�����
�
���� ����/���0' ������&�- ¬¬(p ∧ q) ≡ p ∧ q� 4����' �� �	��
�
	�&����(��	�� � ��������
��	�� ≡ ������&�- ¬(¬p ∨ ¬q) ≡ p ∧ q�
����� 
����� ∧ ������+�&� �� 	����
� ��(��-

p ∧ q =def ¬(¬p ∨ ¬q) (∧def )

.������ ⇒0 2����������& |= (p ⇒ q) ⇔ (¬p∨q) .����� ��&��� �&%��7
��/���0' 
����� ⇒ �� %���	��
��� %�&�
� ∨ � ¬� 4����' 
����� ⇒
������+�&� �� 	����
� ��(��-

p ⇒ q =def ¬p ∨ q (⇒def )

.������ ⇔0 E��&��� p ⇔ q �� ��&��� �� (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)� F������
⇒ � ∧ 	&� 
�
 ������	��� %�&�
� 
������ ∨ � ¬� 8���	��
� ��
������/���' ������&�-

p ⇔ q =def ¬((¬(¬p ∨ q)) ∨ (¬(¬q ∨ p))) (⇔def )

.������ �0 *� �	��
� ������ �	���(�,� ���
��' |= p ∨ ¬p' ���&���
p ∨ ¬p �� �����������' ��� ��
�
������� �� ���&��� �� 1��� 
�����
� ������+�&� �� 	����
� ��(��-
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� =def p ∨ ¬p (�def )

.������ ⊥0 >&�&� �� 	� ���&��� p∨¬p � � ��
�
�������� 8�� +��
	&� %�������' ���� 	� � ,�5�
� ����/���' ���&��� ¬(p ∨ ¬p) � ⊥'
��
�
�������- ¬(p ∨ ¬p) ≡ ⊥� 4����' ������/��� 
������ ⊥ ��-

⊥ =def ¬(p ∨ ¬p) (⊥def )

������� � 6���9�&� 	��� �� �� %�&�
� 
������ 	��%� {∧,¬} &���
�
������	��� �	���� 
�������
.������ ∨0 1��&� �� ��� �� ���&��� C ⇔ D �����������' ���� �� �
¬C ⇔ ¬D �����������' %� �� |= (¬(p∨ q)) ⇔ (¬p∧¬q) .4� �������

�����0' ������&� �����������- |= (¬¬(p ∨ q)) ⇔ (¬(¬p ∧ ¬q))' ���
¬¬(p ∨ q) ≡ ¬(¬p ∧ ¬q)� >� |= (¬¬(p ∨ q)) ⇔ (p ∨ q) .����� �
����
����/���0' ������&�- ¬¬(p ∨ q) ≡ p ∨ q� 1���&' �� �	��
� 	�&����(7
��	�� � ��������
��	�� ≡' �&�&�- ¬(¬p∧¬q) ≡ p∨q� 4����' 
�����
∨ ������+�&�-

p ∨ q =def ¬(¬p ∧ ¬q) (∨def )

.������ ⇒0 >&�&� ����������� |= (p ⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q) .����� ��&���
�&%����/���0� F����� ∨ 	&� 
�
 ������	��� %�&�
� 
������ ∧ � ¬�
8���	��
� �� ������/���' ������&�- |= (p ⇒ q) ⇔ (¬(¬¬p∧¬q))� >�
����������� |= ¬¬p ⇔ p .����� �
���� ����/���0 �� �	��
� 
������

� 	���
� ��������
�
� ������&� |= (p ⇒ q) ⇔ (¬(p ∧ ¬q))' ���
p ⇒ q ≡ ¬(p∧¬q)� 4����' 
����� ⇒ ������+�&� �� 	����
� ��(��-

p ⇒ q =def ¬(p ∧ ¬q) (⇒def )

.������ ⇔0 E��&��� p ⇔ q �� ��&��� �� (p ⇒ q)∧ (q ⇒ p)� F����� ⇒
	&� 
�
 ������	��� %�&�
� 
������ ∧ � ¬� 8���	��
� �� ������7
/���' ������&�-

p ⇔ q =def (¬(p ∧ ¬q)) ∧ (¬(q ∧ ¬p)) (⇔def )

.������ ⊥0 E��&��� p ∧ ¬p �� ���������/���' %� �&�&�-

⊥ =def p ∧ ¬p (⊥def )

.������ �0 F����� � ������+�&� �� 	����
� ��(��-

� =def ¬(p ∧ ¬p) (�def )

*� ���� �� 	��% {⇒,¬}�

������� � 6���9�&� �� �� %�&�
� 
������ 	��%� {⇒,¬} &���
�
������	��� �	���� 
�������
.������ ∧0 8���	��&� �	����� �� ��� �� ���&���C ⇔ D �����������'
���� �� � ���&��� ¬C ⇔ ¬D �����������' %� �� 4� �������
�� ��7
���� |= (¬(p∧q)) ⇔ (¬p∨¬q) ������&�- |= (¬¬(p∧q)) ⇔ (¬(¬p∨¬q))'
��� ��
�
�������	� ���&���- ¬¬(p∧q) ≡ ¬(¬p∨¬q)� *� �	��
� �	��
�	�����' �� ����������� |= (p ⇒ ¬q) ⇔ (¬p ∨ ¬q) .������ ��&���
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�&%����/���0' ������&�- |= (¬(p ⇒ ¬q)) ⇔ (¬(¬p ∨ ¬q))' %� 
�9�
¬(p ⇒ ¬q) ≡ ¬(¬p∨¬q)� 1���� �
���� ����/��� |= (¬¬(p∧q)) ⇔ (p∧q)
��& ���� ��
�
�������	� ���&��� ¬¬(p∧q) � p∧q- ¬¬(p∧q) ≡ p∧q�
>� ¬¬(p∧ q) ≡ ¬(¬p∨¬q)' ¬(p⇒¬q)≡¬(¬p∨¬q) � ¬¬(p∧ q) ≡ p∧ q'
����	��
� 	�&����(��	� � ��������
��	� ����/��� ≡' ������&�-
¬(p ⇒ ¬q) ≡ p ∧ q� 4����' ������/��� ∧ ��-

p ∧ q =def ¬(p ⇒ ¬q) (∧def )

.������ ∨0 � |= (¬p ⇒ q) ⇔ (¬¬p ∨ q) .����� ��&��� �&%����/���0
���&��� ¬¬p ��&�,���&� ,�� ��
�
�������& ���&���& p � �� �	7
��
� 
������ � 	���
� ��������
�
� ������&� �����������-
|= (¬p ⇒ q) ⇔ (p ∨ q)� 4����' 
����� ∨ ������+�&�-

p ∨ q =def (¬p ⇒ q) (∨def )

.������ ⇔0 E��&��� p ⇔ q �� ��&��� �� (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)� F����� ∧
	&� 
�
 ������	��� %�&�
� 
������ ⇒ � ¬� 8���	��
� �� ������7
/���' ������&�-

p ⇔ q =def ¬((p ⇒ q) ⇒ (¬(q ⇒ p))) (⇔def )

.������ ⊥0 F����� ⊥ ������+�&� �� 	����
� ��(��-

⊥ =def ¬(p ⇒ p) (⊥def )

.������ �0 F����� � ������+�&� �� 	����
� ��(��-

� =def p ⇒ p (�def )

*� ����� �&�&� 	��% {⇒,⊥}�

������� 	 8���	��
� %���5���� �������' ������� �' � ��&� 	&�
%�&�
� 
������ ⇒ � ¬ ������	��� �	���� 
������' � ����	��
�
������/��� 
������ ¬ �� �� ���&��� ¬p ��&��� �� p ⇒ ⊥ ������&�-

p ∧ q =def (p ⇒ (q ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥ (∧def )

p ∨ q =def (p ⇒ ⊥) ⇒ q (∨def )

p ⇔ q =def ((p ⇒ q) ⇒ ((q ⇒ p) ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥ (⇔def )

¬p =def p ⇒ ⊥ (¬def )

� =def p ⇒ p (�def )

6�	�� �������� �
�(����5 	��%�
� %�&�
� (���5 
������ ������+�&� �	7
���� 
������ 	��%� {∧,∨,⇒,⇔,¬,�,⊥}' ��&�
� 	� 	����
� %���,�- �� �� 	
�

����/� ��� 	��%� &��� ���� ������	��� 	�&� %�&�
� ������ 
������) @���
��
��- ��' ��� �� ���� ������� �� 
������ �� ��� 	��%�� 2� 
�&� &�
� �� �����&�
%�&�
� 	����
� �
� ��
� 
������' ���� ��
�&� +�����
	�� 
����/�� @
� 
������
�����%������&� 	����
�& �������& �%���/���&� �� 	��%� I = {0, 1}-

↑ 0 1
0 1 1
1 1 0

↓ 0 1
0 1 0
1 0 0
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� &�9�&� �5 � ������	��� %�&�
� %������5 
������ �� 	����
� ��(��-

p ↑ q =def ¬(p ∧ q)
p ↓ q =def ¬(p ∨ q)

2
���&� �� 	
� 
����/� 	��%� {∧,∨,⇒,⇔,¬,�,⊥} &��� ���� %���	��
����
	�&� %�&�
� ������ �� 
������ ↑ � ↓� 8��� 
�&� �� %�������) 4�
���� �� ��
	
� 
������ ������ �� 	��%�
� �� �������� �4	 %���	��
�&� %�&�
� 
������ ↑'
����	�� 
������ ↓�

������� � 6���9�&� �� 	� 
����/� 	��%� {∧,¬} &��� %���	��
���
%�&�
� 
������ ↑�
>	����	�� �����/� �� ���&��� p ↑ p � (p ↑ q) ↑ (p ↑ q) 	� ����&-

p p ↑ p
1 0
0 1

p q p ↑ q (p ↑ q) ↑ (p ↑ q)
1 1 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 1 0

4����' �&�&� ¬p ≡ p ↑ p � p ∧ q ≡ (p ↑ q) ↑ (p ↑ q)� 1��� �&�&�
	����
� ������/��� 
������ ¬ � ∧ %�&�
� 
������ ↑-

¬p =def p ↑ p (¬def )

p ∧ q =def (p ↑ q) ↑ (p ↑ q) (∧def )

� ������
 � 	&� %������� �� 
������ ∨' ⇒' ⇔' ⊥ � � &�9�&� %���7
	��
��� %�&�
� ∧ � ¬' %� ����	��
� �
� ������/���' 	
� 
������ ��
{∧,∨,⇒,⇔,¬,�,⊥} &�9�&� %���	��
��� 	�&� %�&�
� 
������ ↑�

�������  6���9�&� �� 	� 
����/� 	��%� {∨,¬} &��� %���	��
���
%�&�
� 
������ ↓�
>	����	�� �����/� �� ���&��� p ↓ p � (p ↓ q) ↓ (p ↓ q) 	� ����&-

p p ↓ p
1 0
0 1

p q p ↓ q (p ↓ q) ↓ (p ↓ q)
1 1 0 1
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 0

4����' �&�&� ¬p ≡ p ↓ p � p ∨ q ≡ (p ↓ q) ↓ (p ↓ q)� 1��� �&�&�
	����
� ������/��� 
������ ¬ � ∨ %�&�
� 
������ ↓-

¬p =def p ↓ p (¬def )

p ∨ q =def (p ↓ q) ↓ (p ↓ q) (∨def )

>� ������� � �&�&� �� 	� 
����/� ∧' ⇒' ⇔' ⊥ � � &��� %���	��
���
%�&�
� ∨ � ¬' 	���� 	
� 
������ �� {∧,∨,⇒,⇔,¬,�,⊥} &�9�&�
%���	��
��� 	�&� %�&�
� 
������ ↓�

*� 	��%� I = {0, 1}' �	�& �%���/��� �� ������ ����� � �%���/��� ↑ � ↓' %�	7
���� � ����� �%���/���� �
��� �� ,�5 &�9� ���� �����%����/��� ����� ����(���
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������ ���� &�9�&� ������ %�	����
�& 	��%� 
������ �������� �	����� �������
4����' �� 	
��� �%���/��� ��9��� n �� I = {0, 1} .�� ���� %������� ���� n0
&�9�&� ������	��� ����� 
����� ��9��� n ���� ������&� 	��%� 
������ ����7
���� �	����� ������ � (��� �����%����/��� �� �� �%���/���� 6���&� 	�' �� ��
%�	���� 	��% ���� (��� 	�&� ���� ����(�� 
����/� .�� 	
�0 ����
 �� �&� 	����
�
	
��	�
�- %�&�
� 
������ ��� 	��%� &��� 	� ������	��� 	
� &���
� 
����/�' ���

����/� 	
�5 ��9���) @���
�� ��- ��' %�	���� ���
� 	��%�
� 
������� 2��
�
	��%�
� 
������ ��
�&� ����/������� %��%��� 	��%�
� 
������ ��� ���� 
����7
��' � �� ,�5�
� 	
��	�
� �� ����/������� %��%���	�� @���
���&� ��&�5 � ��
%���,�- �� �� 	� 	��%�
� 
������ ���� 	&� %�	&������ � %���5����& ����/�&�
���� 
������) @���
�� ��- ��� 4� ��	&� �� %������� ��
���� �� �� �� �����
�� ��5 	��%�
� %���9�&� �� �� ���� 
������� 2� 
�&� ������� �� 	��% {⇒,⊥}�
6�� ���� � �������& ������� %���9�&� +�� 	� �� 	
� &���
� 
����/��

������� " 6�� 	
��� %��	���&� 	� �� �� 	��%� I = {0, 1}' ���� �&�
�
� ���&����' 	
�5 �%���/��� ��9��� n .�� ���� %������� ���� n0
�&� 22n

� < 	��� %���	��
�&� ����(�� 
������ (��� �����%����/���
	� �%���/��� �� 	��%� I = {0, 1}�
6�
� 	� �� ���� ������� 
����/�' 
����/� ��9��� �� *������5 �%�7

��/��� �� 	��%� I = {0, 1} �&� 220
=2� 2� 	� �
� �%���/��� ���� ��

	��%� I = {0, 1} ���
����� ���&��� � � ���&��� � � ��� 	� �����7
%����/��� 
�
 %������5 �������5 ����(��5 
������ ����& ⊥ � ��
�����
� 	� �� ���� ������ 
����/�' 
����/� ��9��� �� @%���/���

��9��� � �� 	��%� I = {0, 1} �&� (�����' 221
= 4' �� ����5 �� �����

��&� 
�
 %������' � �� �� ¬� 4����' �� 	��%� I = {0, 1} �&�&� ¬ �
��+ ��� ������ �%���/��� α1

1' α1
2 � α1

3 .��� ���,� �����	 ��
��� �
��9��� �%���/���0-

¬
0 1
1 0

α1
1

0 1
1 1

α1
2

0 0
1 1

α1
3

0 0
1 0

<������ �	����� ������ &�9�&� %��+����� 	� ��� ������ 
������
α1

1' α1
2 � α1

3' (��� 	� �����%����/��� ����& �%���/��� α1
1' α1

2 � α1
3 ��

	��%� I = {0, 1}� 4� �� &�9�&� �� 
������ �� ������+�&� %�&�
�
%������5 
������) 6������� 	� ��& ���� ���&��� � ����&� 	� %�7
��
���� %������ 
����/� � ����� �	����� 	��
�' � (��� �	����	��
�����/� 	� %����%� 	� �����/�& �%���/��� α1

1' α1
2 � α1

3� 2� 	� ��7
��& ���&��� p∨¬p' p � p∧¬p� ����� ������+�&� ������ ����(��

������ α1

1' α1
2 � α1

3 �� 	����
� ��(��-

α1
1p =def p ∨ ¬p α1

2p =def p α1
3p =def p ∧ ¬p

���� 	� �� ���� ������� 
����/�� �������5 �%���/���' �%���/���

��9��� �' �� 	��%� I = {0, 1} �&� 222
= 16� 2� �%���/��� %���	��
��7

&� �����/�& ���� &�9� �&��� ����� �� 	����
� �
� ������-
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α
1 1
1 0
0 1
0 0

α 0 1
1
0

@� �������5 �%���/��� 	� ��& %������- ∧' ∨' ⇒' ⇔' ↑ � ↓� >	�����7
&� �� 	
� ������� �%���/��� &�9�&� %������� � �
� 	��%���� �
������ 	��%��� �� ! �%���/���' � ����� (��� %���	����5 ! �%���/���'
%�� (�&� �� 	
��� �� ,�5 ����/��� ���� �%���/��� �� %�
� 	��%����
6���	��
�&� �� 	����
�& ������&�

α2
1 ∨ α2

3 ⇒ ↑ α2
6 α2

7 α2
8

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

α′2
1 ↓ α′2

3 α′2
4 ∧ α′2

6 α′2
7 ⇔

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

*�
� ������� ����(�� 
������ ������+�&� �� 	����
� ��(��-

p α2
1 q =def (p ⇒ p) ∧ (q ⇒ q) (α2

1)

p α2
3 q =def q ⇒ p (α2

3)

p α2
6 q =def p ∧ (q ⇒ q) (α2

6)

p α2
7 q =def q ∧ (p ⇒ p) (α2

7)

p α2
8 q =def ¬(p ⇔ q) (α2

8)

p α′2
1 q =def ¬(p α2

1 q) (α′2
1)

p α′2
3 q =def ¬(p α2

3 q) (α′2
3)

p α′2
4 q =def ¬(p ⇒ q) (α′2

4)

p α′2
6 q =def ¬(p α2

6 q) (α′2
6)

p α′2
7 q =def ¬(p α2

7 q) (α′2
7)

6��&���&� �� �� 
����� α2
8 ��	�����
��� .����0 ��	����/��� ���� 	&�

%�&�,��� � ������ � 
����/�&��
4� 	��� 	&� %������� �� �� 	
� 
������ ��9��� �' � � � &���
�
%���	��
��� %�&�
�' �� ���� ��9�&�' %������5 ����(��5 
�������
2� ���(� �� 
������ �' ⊥' ¬' α1

i .i ∈ {1, 2, 3}0' ∧' ∨' ⇒' ⇔' α2
j

.j ∈ {1, 3, 6, 7, 8}0 � α′2
j .j ∈ {1, 3, 4, 6, 7}0 &�9�&� ������	��� %�&�
�


������ �������� �	����� ������- ∧,∨, ⇒ � ⊥�
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*� ���� 	� �������� 
����/�' 
����/� ��9��� "� 2�������5 �%�7

��/��� �� 	��%� I = {0, 1} �&� 223
= 28 = 256� @
�� 	� 
�
 %���
����

%�����& ��
�Æ�,� 	
�5 ��5 �%���/��� � %�����& %��
���
�,� ��
�� 	� 	
��� �������� 
����� &�9� %���	��
��� %�&�
� %������5

�������

6��
��� �� 	� 	
��� 
����� %����
���� ��9��� n .�� 	
��� %������� ����
n0 &�9� %���	��
��� %�&�
� %������5 
������ ���� ��& 	����
� �����&��


������ � �
������ � ��
����
��
�� ��
��
��
� ����� {⇒,⊥}�
�� ����� ������ αn �
���� n& )�� �� n �������� (���& ������� '���
�� F 
 �����
�� ���.��
 ���� ���(��� p1, ..., pn& ⇒ � ⊥& ����� �� �� ������������ '���
��
αn(p1, ..., pn)& ��- �� ����/

|= αn(p1, ..., pn) ⇔ F.
����	

4���� 
� ���� �����/���& %� ��9��� n 
������ αn�

���� �����/���- αn �� ������� 
�����- n = 0�
6�	&����&� 	
� ������� 
������' � �� 	� 
����/� � � ⊥� 1� 	
��� ��
��5 
������ ���9�&� ��
�
������� ���&��� F �� �������� �	�����
������ (��� 	��% 
������ �� 	��% {⇒,⊥}� 1� ���&��� ⊥ ���9���
���&��� F �� 	�&� ���&��� ⊥� 1��&� �� 
�9�- |= � ⇔ (⊥ ⇒ ⊥)'
%� �� �� ���&��� � ���9��� ���&��� F ���&��� ⊥ ⇒ ⊥�

>����/��	�� %���%�	��
��- �����&� 
�9� �� 	
��� 
����� ��9���
n- �� 	
��� 
����� αn ��9��� n %�	���� ���&��� F � ����� 	� ��
����
	�&� 	�&���� p1, ..., pn' ⇒ � ⊥' ���
� �� ��-

|= αn(p1, ..., pn) ⇔ F.

4���9�&� 	��� �� �����&� 
�9� � �� 
����� ��9��� n + 1�
4����' �� %����
���� 
����� αn+1 ��9��� n + 1' ����� %������� ��
%�	���� ���&��� F � ����� 	� ��
���� 	�&� 	�&���� p1, ..., pn, pn+1'
⇒ � ⊥' ���
� �� ��-

|= αn+1(p1, ..., pn, pn+1) ⇔ F.

���� ����& 
����/���& v �	����� 	��
� pn+1 &�9� �&��� ��� 
���7
��	� � ��� 
�����	� �� 2� ���(� �� 	� ,���
� 
�����	� 	
���& 
���7
�/���& v %����%� ��� 	� �	����	��& 
�����+
� ���&��� � .���
�� v(pn+1) = 10 ��� 	� �	����	��& 
�����+
� ���&��� ⊥ .��� ��
v(pn+1) = 00� <�� � ���&��� αn+1(p1, ..., pn, pn+1) �	����� 	��
�
pn+1 ��&���&� 	� � � ⊥' ������&� ����& ���&��� αn+1(p1, ..., pn,�)
� αn+1(p1, ..., pn,⊥)' (��� �	����� 	��
� 	� p1, ..., pn� 6�&�
� ��5
���&��� ������+�&� �
� 
������ ��9��� n-

βn(p1, ..., pn) =def αn+1(p1, ..., pn,�)
�

γn(p1, ..., pn) =def αn+1(p1, ..., pn,⊥)�
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1� 	
��� 
����� ��9��� n' %� � �� 
������ βn(p1, ..., pn) � γn(p1, ..., pn)'

�9� �����/��	�� %���%�	��
��' ��� %�	���� ���&��� F ′ � F ′′ � ��7
��&� 	� ��
���� 	�&� 	�&���� p1, ..., pn' ⇒ � ⊥ � �� ,�5 
�9�-

|= βn(p1, ..., pn) ⇔ F ′

�
|= γn(p1, ..., pn) ⇔ F ′′

��� �� �	��
� ������/��� 
������ βn � γn' 
�9�-

|= αn+1(p1, ..., pn,�) ⇔ F ′

�
|= αn+1(p1, ..., pn,⊥) ⇔ F ′′�

4����' �&�&� ��
�
�������	� ���&��� αn+1(p1, ..., pn,�) � F ′' � ��7

�
�������	� ���&��� αn+1(p1, ..., pn,⊥) � F ′′-

αn+1(p1, ..., pn,�) ≡ F ′ � αn+1(p1, ..., pn,⊥) ≡ F ′′�

� ����� 	�����' �� �	��
� 
������ � .������ ����"0' �� ���&���
αn+1(p1, ..., pn, pn+1) � ,��� �	����� 	��
� pn+1 �&�&� 	����
� ���7
��������-

αn+1(p1, ..., pn, pn+1)⇔((pn+1⇒αn+1(p1, ..., pn,�)) ∧ (¬pn+1⇒αn+1(p1, ..., pn,⊥)))�

<�� � ��� ����������� ���&��� αn+1(p1, ..., pn,�) � αn+1(p1, ..., pn,⊥)
��&���&� ,�&� ��
�
�������& ���&���&� ����& F ′ � F ′′' ����
�� �	��
� 
������ � 	���
� ��������
�
� ������&� ��
�
�������
���&��� ��� ������������ 4����' ������&� �����������-

|= αn+1(p1, ..., pn, pn+1) ⇔ ((pn+1 ⇒ F ′) ∧ (¬pn+1 ⇒ F ′′))�

6�	&�����&� ���&��� (pn+1 ⇒ F ′) ∧ (¬pn+1 ⇒ F ′′)� � ,���& %��7
���&���&� F ′ � F ′′ 	� ��
���� 	�&� 	�&���� p1, ..., pn' ⇒ � ⊥' %�
����� ��+ 
������ ¬ � ∧ .���� 
���&� � ��%�	� ���&���0 %���	��
���
%�&�
� ⇒ � ⊥� 8���	��&� ������/��� 
������ ¬ %�&�
� ⇒ � ⊥ �
������&� �� �� ¬pn+1 ⇒ F ′′ ��&��� �� (pn+1 ⇒ ⊥) ⇒ F ′′' %� ��
%�	���,� ����������� ������&� �����������-

|= αn+1(p1, ..., pn, pn+1) ⇔ ((pn+1 ⇒ F ′) ∧ ((pn+1 ⇒ ⊥) ⇒ F ′′))�

@	���� ��+ �� 
����� ∧ %���	��
�&� %�&�
� ⇒ � ⊥� >&�&� �� ��
���&��� A ∧ B ��&��� �� (A ⇒ (B ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥' %� �� ���&���
(pn+1 ⇒ F ′) ∧ ((pn+1 ⇒ ⊥) ⇒ F ′′) ' � ��&� � αn+1(p1, ..., pn, pn+1)'
��
�
������� ���&���

((pn+1 ⇒ F ′) ⇒ (((pn+1 ⇒ ⊥) ⇒ F ′′) ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥�

4����' ���9��� ���&��� F �� ���� 
�9�

|= αn+1(p1, ..., pn, pn+1) ⇔ F

� � ����� 	� %���
���� 	�&� 	�&���� p1, ..., pn, pn+1' ⇒ � ⊥ �� ���&���-

((pn+1 ⇒ F ′) ⇒ (((pn+1 ⇒ ⊥) ⇒ F ′′) ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥�

*� �
�� ��(�� 	&� �������� �� 
�9� �����/��	�� �����' %� �����(�7
��&� �� 	� 	
��� 
����� αn %����
���� ��9��� n &�9� ������	���
%�&�
� 
������ ⇒ � ⊥�

♦
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@
�& �����&�& 	&� �������� ����/������� %��%���	� 	��%� {⇒,⊥}' ���
%������� 	&� �� �� 	��% {⇒,⊥} ����� ���� 
������� 6�+�� 	&� �� 	
� �����
	��%�
� ���� 	&� �
�� %���	��
���' 	��%�
� {∧,∨,⇒,⊥}' {∨,¬}' {∧,¬}' {⇒,¬}'
{↓} � {↑}' %������� �� 	� %�&�
� ,�5�
�5 
������ &��� ������	��� 
����/�
���� {⇒,⊥} �����(���&� �� 	� 	
� �� 	��%�
� ���� 
�������

��)�� ,��
�������� � ���
�������� �����
�� �����

@
�� ������ � ����/�&� �	�����5 ���&��� ���� 	� ��
� ��	������
�� � ��7
�������
�� ���&���� ���&� %�(�
�&� �����& %��&���&�

������ � 6�	&�����&� ���&��� F = (¬((p ⇒ q) ∧ p)) ∨ q� *�+
/�� �� �� ��%��
�&� ���&��� ���� �� ��
�
������� ���&��� F ' �
���� �� � ��	������
��� ���&����� ���&�' ��� ��(�,��� �� �� ����5
���&��� A1, ..., Am .m ≥ 10' ���� 	� %�
����� ��	����/���&�' ���
�� 	
��� �� ���&��� A1, ..., Am ��(�,��� �� �	�����5 	��
� � ��7
��/��� �	�����5 	��
� %�
�����5 �������/���&�� � %�	��%�� ��7
��& ������&� �� ���
� ���&��� %�
� ����� �� �� ��%��
�&� ���7
&��� ���� �� ��
�
������� ��+�� ���&��� F ' � � ����� 	� %���
����
	�&� 
����/� ∧' ∨ � ¬� 1��� � ���&��� F %�����&��� p ⇒ q
��&�,���&� ,�� ��
�
�������& ���&���& ¬p∨q � ������&� ���&���
F1 = (¬((¬p ∨ q) ∧ p)) ∨ q� *� �	��
� 
������ � 	���
� ���������


�
� ���&��� F � F1 	� ��
�
������� ���&���� �����
� ����� ��
�� ���&��� F1 ��&���&� ��
�
�������& ���&���& � ����� 
�����
¬ 	���� 	�&� �� �	����� 	��
�� *� �	��
� 4� �������
�� ������'
|= (¬(A ∧ B)) ⇔ (¬A ∨ ¬B)' %�����&��� ¬((¬p ∨ q) ∧ p) ���&���
F1 �� ��
�
������� ���&��� (¬(¬p ∨ q)) ∨ ¬p' � �%�� �� �	��
� 
���

���� � 	���
� ��������
�
� ���&��� F1 �� ��
�
������� ���&���
F2 = ((¬(¬p∨q))∨¬p)∨q� ���� ����	��&� ����� 4� �������
 �����'
|= (¬(A ∨ B)) ⇔ (¬A ∧ ¬B)' � ������&� �� �� %�����&��� ¬(¬p ∨ q)
���&��� F2 ��
�
������� ���&��� ¬¬p ∧ ¬q' %� �� �� �	��
� 
���

���� � 	���
� ��������
�
� ���&��� F2 ��
�
������� ���&���
F3 = ((¬¬p ∧ ¬q) ∨ ¬p) ∨ q� *� �����' ����� � �
����� ����/���'
|= ¬¬A ⇔ A' ���� ��
�
�������	� ���&��� ¬¬p � p' � 
������ �

	���
� ��������
�
� ���� ���&��� F3 .� ��&� � %������� ���&���
F 0 ��
�
������� ���&��� F4-

((p ∧ ¬q) ∨ ¬p) ∨ q�

E��&��� F4 �� ������ (A1∨A2)∨A3' ��� �� A1 %�����&��� p∧¬q' A2

�� ¬p � A3 �� q� 4����' ���&��� F4 ��	�� � ��	������
��� ���&�����
���&��

���� 
�&� �� ��
���&� � ������/��� ���&��� � ��	������
��� ���&�����
���&�' ��� %�� ���� �
���&� %���& ��������� :������ �� �	����� ���&���
���� �� ��� �	����� 	��
� ��� ����/��� �	������ 	��
�� �� p 
�&� ����(�
���
�������� p � ¬p' ��� �� p ���� �	����� 	��
��
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������� �������� '����

*��� �� 	
��� �� ���&��� A1, ..., Am .m ≥ 10 ��(�,��� �� ��������
%�
�����5 �������/���&�� E��&��� ���� (��� ���&��� A1, ..., Am %�7

����� ��	����/���&� �� ���&��� � ��	������
��� ���&����� ���&�
.4*E0 � �� ���&��� ����(�
�&�-

A1 ∨ ... ∨ Am,

� ���&��� A1, ..., Am ��
�&� ��	������� <�� 	� p1, ..., pn .n ≥ 10
�������� �� ����5 �� ��(�,��� ���� �� ���&��� Ai' 1 ≤ i ≤ m' ��
���&��� Ai 
�&� ����(�
���- p1 ∧ ... ∧ pn�

4����� 	� ������+� ���&��� � ���������
��� ���&����� ���&�� *��&�'
���
� ���&��� �� ��(�,��� �� ���&��� ���� 	� %�
����� �������/���&�' � 	
���
�� ��5 ���&��� (��� �������� %�
����� ��	����/���&��

������ � 6�	��
�&� ��5��
 �� ��%��
�&� ���&��� ���� �� � ��7
�������
��� ���&����� ���&� � ���� �� ��
�
������� ���&��� ��
������� �' ���&��� F = (¬((p ⇒ q) ∧ p)) ∨ q� 4� ��	&� �� �������
&�9�&� %�	&������ ���&��� �� ������� � ��
�
������� ���&���
F ' ���&��� F4 = ((p ∧ ¬q) ∨ ¬p) ∨ q' ��(���� ,�� ��
�
������� ���7
&��� .�� �	��
� �	�/�����
��	�� �� ∨0- (p∧¬q)∨ (¬p∨q)� *� �	��
�
������ ��	�������
��	�� ∨ � ����	� �� ∧ �&�&� �� �� �� ���&���
��
�
������� ���&��� F5 = (p ∨ (¬p ∨ q)) ∧ (¬q ∨ (¬p ∨ q))� 4����'
���&��� F �� ��
�
������� ���&��� F5� E��&��� F5 �� � �������7
��
��� ���&����� ���&�' ��� �� ���&��� �� ������ A1 ∧ A2' ��� ��
A1 %�����&��� p ∨ (¬p ∨ q) � A2 �� %�����&��� ¬q ∨ (¬p ∨ q)�

< 	��� ����&� ������/��� ���&��� � ���������
��� ���&����� ���&��

!�'������� ����
������� �������� '����

*��� �� 	
��� �� ���&��� A1, ..., Am .m ≥ 10 ��(�,��� �� ��������
%�
�����5 ��	����/���&�� E��&��� ���� (��� ���&��� A1, ..., Am %�7

����� �������/���&� �� ���&��� � ���������
��� ���&����� ���&�
.8*E0 � �� ���&��� ����(�
�&�-

A1 ∧ ... ∧ Am'

� ���&��� A1, ..., Am ��
�&� ���������� <�� 	� p1, ..., pn .n ≥ 10
�������� �� ����5 �� ��(�,��� ���� �� ���&��� Ai' 1 ≤ i ≤ m' ��
���&��� Ai 
�&� ����(�
���- p1 ∨ ... ∨ pn�

6�	&�����&� ���&��� A1, ..., Am ��(�,��� �� �������� %�
�����5 �������/�7
��&�' ��� �� m 
�
� �� �� 6���	��&� 
��� ��&�Æ� ��%�	� ��%+���� ��	����/��� �
��%�	� ���&��� � 4*E� *� %��&�� �� m = 4 � ���&��� A1' A2' A3 � A4 �&�&�
�� �� ��%+���� ��	����/���

∨4
i=1 Ai = ((A1 ∨A2)∨A3)∨A4' ��� ������� 	� � ���

���&��� �	�/����� ����
�� *� �	��
� ������ �	�/�����
��	�� �� ∨ �� ���&���
�� ��
�
������� ���&���&� (A1∨A2)∨(A3∨A4) � A1∨((A2∨A3)∨A4) � ����&�
	� ������� �����(��� ��	%���Æ���� �� 	&� 4*E ������	��� ���� �� ��& ����
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����� ��	%���� ������� � �� 	
� ��
�����' &�Æ�	���� ��
�
������� ���&���'
��9�&� �� 	� ��(�,��� �� ���&��� A1' A2' A3' A4 %�
�����5 ��	����/���&�'
��� �� ,�5 &�9�&� �� ����	��&� ������ A1 ∨ A2 ∨ A3 ∨ A4� >	�� 
�9� � ��
��%+���� �������/��� � 8*E� < 	��� %�������&� 	����
� %��&���

������ � >&�&� ���&���
F = (p ∧ (¬q ∧ r)) ∨ ((p ∧ ¬q) ∨ (¬r ∧ (q ∧ s)))�

E��&��� F �� � 4*E' ��� ���&��� F �� ������ A1∨(A2∨A3)' �� ���7
&���- A1 = p∧ (¬q∧ r)' A2 = p∧¬q � A3 = ¬r∧ (q∧ s)� 6�	&�����&�
���&��� B1 = (p ∧ ¬q) ∧ r' ���� �� ��%+���� �������/��� � �&� �	��
�������� ��� ���&��� A1 � �� %���Æ��� �	��& ����&' ��� B1 ��
�������� �� A1 	�&� %��&�+��,�& �������� >	�� 
�9� �� ���&���
B2 = p ∧ ¬q � A2 .��� 	� ������(��0A � ���&��� B3 = (¬r ∧ q) ∧ s �
A3� *� �	��
� ������ �	�/�����
��	�� �� ∧ �&�&�-

|= A1 ⇔ B1' |= A2 ⇔ B2 � |= A3 ⇔ B3�

>� ��5 �����������' �� �	��
� 
������ � 	���
� ��������
�
�'
������&� �����������-

|= (A1 ∨ (A2 ∨ A3)) ⇔ (B1 ∨ (B2 ∨ B3))'

%� 
�9� A1 ∨ (A2 ∨A3) ≡ B1 ∨ (B2 ∨B3)� *� �	��
� ������ �	�/���7
��
��	�� �� ∨ �&�&�-

|= (B1 ∨ (B2 ∨ B3)) ⇔ ((B1 ∨ B2) ∨ B3)'

��� B1 ∨ (B2 ∨ B3) ≡ (B1 ∨ B2) ∨ B3' %� ��������
��	� ����/��� ≡
����-

|= (A1 ∨ (A2 ∨ A3)) ⇔ ((B1 ∨ B2) ∨ B3)�

4����� 	&� �� �� F ��
�
������� ���&��� F1 = (B1 ∨ B2) ∨ B3�
E��&��� F1 �� � 4*E' �&� ��� ��	������ ��� � ���&��� F � �� 	
���
i' 1 ≤ i ≤ 3' ����
�����
� ��	������ ���&��� F � F1' ��	������ Ai �
Bi' 	� ��(�,��� �� �	��5 �������� ��
�����5 �	��& ����&' 	�&� 	� �
,�&� ������� �����(��� %�	��
����� E��&��� F1 �� 	%�/���(�� %�
��&� +�� �� ��%+���� ��	����/��� � 	
� ,��� ��	������ 	� ��%+����
�������/����

> �� %����
���� ���&��� ���� �� � 4*E' ���� ���&��� F = A1 ∨ ... ∨ Am

.m ≥ 10' %�	���� ��
�
������� ���&��� ���� �� � 4*E � ��%+���� ��	����/���'
� (��� ��	������ 	� ��%+���� �������/��� ���� 	� �� A1'���'Am ��������� 	�&�
%� ��	%����� �������� >	�� 
�9� � �� ���� ���&��� � 8*E' ���� ���&���
F = A1 ∧ ... ∧ Am .m ≥ 10� *��&�' �� �	��
� ������ �	�/�����
��	�� �� ∨
	
��� ���&��� Ai' 1 ≤ i ≤ m' ��
�
������� �� ���&��� Bi' ���� �� ��%+����
��	����/��� �������� �� ���&��� Ai %���Æ���5 �	��& ����& ��� � Ai� *�
�	��
� ������ �	�/�����
��	�� �� ∧ ���&��� F �� ��
�
������� ��%+����� ��7
�����/��� ���&��� Bi' 1 ≤ i ≤ m ���� �� �	�� ����� ���&��� � 8*E�

6���9�&� 	��� 
�9�� �	����� ���&��� � 8*E � 4*E� <�� �� ���&��� �
8*E ���� &�9�&� 
��&� �����	��
�� �� %��
���&� �� �� �� ��� ������������
6�������&� ���&��� � 8*E' ���&��� A1∧ ...∧Am .m ≥ 10' ��� 	� 	
� ���&���
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A1, ..., Am ��(�,��� �� �������� %�
�����5 ��	����/���&�� 4� �� ���&���
A1 ∧ ... ∧ Am ���� �	������ &��� ���� �	������ 	
��� �� ���&��� A1, ..., Am�
6���&� 	�- ��� ������ ����� �� ���� �� ���&��� A1, ..., Am �� �� ���� �	������
�� ���� ���� �	����	�� 
�����	�� ,�5�
�5 �	�����5 	��
�' ��� �� ���� ����

����/���) 4�
���� �� �� 	� � 	
���� �� ��5 ���&��� A1, ..., Am ��
� ����
�	����� 	��
� p � ,���
� ����/��� ¬p� 1� 	
��� 
����/��� v ����� �� 
�����	��
v(p) � v(¬p) &��� ���� �' %� ���� 	� ���&��� A1, ..., Am ��(�,��� �� ��������
%�
�����5 ��	����/���&�' �&�&� �� �� �	����	�� 
�����	� 	
��� �� A1, ..., Am

������� � �� 	
��� 
����/���� ����� ��� �&�&� ���&��� A1 ∧ ...∧Am � 8*E �
� 	
���� �� ���&��� A1, ..., Am 	� ��
�� ���� �	����� 	��
� � ,���
� ����/���'
���� ���&� �� �� ���&��� A1 ∧ ... ∧ Am ������������ F�9� � �������- ��� ��
���&��� A1 ∧ ... ∧ Am .m ≥ 10 � 8*E �����������' ���� 	� � 	
���� ���&���
Ai' 1 ≤ i ≤ m' ��
�� ���� �	����� 	��
� � ,���
� ����/���' � �� 
�&� %�������
� �������& �������' ������
 #�

E��&��� F5 = (p∨(¬p∨q))∧(¬q∨(¬p∨q)) �� ������� � �� %��&�� ���&��� �
8*E � ��� �� ������ A1∧A2� � ���&��� A1 ��
�� 	� �	����� 	��
� p � ,���
�
����/��� ¬p' � � ���&��� A2 ��
�� 	� �	����� 	��
� q � ,���
� ����/��� ¬q�
4����' ���&��� F5 ��	�� ������������ E��&��� F = (¬((p ⇒ q) ∧ p)) ∨ q ��
��
�
������� ���&��� F5' %� �����(���&� �� �� � ���&��� F ������������

������� # 6���9�&� �� 
�9� 	����
� �	�����-
���&��� A1∧...∧Am .m ≥ 10 � 8*E �� ����������� ��� � 	�&� ��� 	�
� 	
���� Ai .1 ≤ i ≤ m0 ��
�� ���� �	����� 	��
� � ,���
� ����/����
4�� �� ���&��� �%�	���� ������ ��	�� ����������� 
�
 	&� ���������
@	���� �� ����9�&� ����� ��� �
�Æ�,�- �� 	
��� ����������� � 8*E
&��� ���� �%�	���� ������� 6���%�	��
�&� �� &�Æ� ���&���&�
A1'���' Am %�	���� ���� ���&��� Al 	� �	�����& �� 	� � ,�� �� %�7
��
���� ���� �	����� 	��
� � ,���
� ����/���� 6�	&�����&� 	��%
	
�5 �	�����5 	��
� ���� 	� �������� ���&��� Al' 	��% {p1, ..., pk}'
� 	��% 	
�5 �	�����5 	��
� (��� ����/��� 	� �������� ���&��� Al'
	��% {q1, ..., qj}' ��� ���� �� ��5 	��%�
� &�9� ���� � %������ G�	��
�� �� �� �	��
� �	����� ���&��� Al 	��%�
� {p1, ..., pk} � {q1, ..., qj}
��&��� �������(��5 ���&������ ���� %�	&����&� 
����/��� v ���
�
�� �� v(pi) = 0' 1 ≤ i ≤ k � v(qi) = 1' 1 ≤ i ≤ j� >&�&� �� �� ���&���
Al 	�(�,��� �� �������� p1'���' pk' ¬q1'���' ¬qj %�
�����5 ��	����/�7
��&�' � �	����	�� 
�����	� 
����/���& v 	
���� ��� �������� �� ��
4����' v(Al) = 0� @�����' �� �	��
� ������/��� v' ������&� �� ��
v(A1 ∧ ... ∧ Am) = 0' +�� �� ��&���
� ��� �� ���&��� A1 ∧ ... ∧ Am

������������ 1����(���&� �� 	� � 	
���� ���&��� Ai' 1 ≤ i ≤ m'
&��� ��
���� ���� �	����� 	��
� � ,���
� ����/����

< 	��� %�������&� +�� ��& ���� 4*E� <�� �� ���&��� � 4*E' ���� 	�

��� �����	��
�� %��
���
� �� �� �� ��� ���������/���� 6�������&� ���&���
� 4*E' ���&��� A1 ∨ ...∨Am .m ≥ 10' ��� 	� 	
� ���&��� A1, ..., Am ��(�,���
�� �������� %�
�����5 �������/���&�� 4� �� ���&��� A1 ∨ ...∨Am ���� ���	7
������' &��� ���� ���	������ 	
��� �� ���&��� A1, ..., Am� F�����	� 	
��� ��
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���&��� A1, ..., Am �� �
�� � ��� 	� � ,�� ��
�� ���� �	����� 	��
�' �� %��&��
p' � ,���
� ����/��� ¬p� 1� 	
��� 
����/��� v ����� �� 
�����	�� v(p) � v(¬p)
&��� ���� �' %� ���� 	� ���&��� A1, ..., Am ��(�,��� �� �������� %�
�����5
�������/���&�' �&�&� �� �� �	����	�� 
�����	� 	
��� �� A1, ..., Am ������� �
�� 	
��� 
����/���� 8��� �� �	����	�� 
�����	� 	
��� �� ���&��� A1, ..., Am

������� � ���� �� � �	����	�� 
�����	� ���&��� A1 ∨ ... ∨ Am ������� ��
4����' �� ���&��� � 8*E ���� �� %��
����� �� �� �� �����������' � �� ���7

&��� � 4*E �� �� �� ���������/���� 1��� ��5 	
��	��
� %�	��
��&� %���,�-
�� �� �� 	
��� �	����� ���&��� F %�	���� ���&��� � 4*E � ���&��� � 8*E
���� 	� ,�� ��
�
�������) @���
�� ��- ��' � �� 
�&� � ���������


������ � �
������ � �
� � �
��

�� ����
 '���
�
 F ������� (�� ����� '���
�� F k 
 ����
�������� ���������
'���� � (�� ����� '���
�� F d 
 ����
�������� ��������� '����& ����� �� ��/

|= F ⇔ F k � |= F ⇔ F d�

����	

6�	&�����&� %����
���� ���&��� F � <�� 	� � ���&��� F %�7
��
���� 
����/� ���� ��	� �� 	��%� {∧,∨,¬}' ���� ����	��
� %��7
���� 
��� ��&�Æ� ����(��5 
������ %��
�&� ���&��� ��
�
�������
���&��� F � ����� 	� %���
���� 	�&� 
����/� �� ��� 	��%�� �����
	&�&� �� %���%�	��
�&� �� �� F ���&��� 
�
 ���
�� ������' ��� �
���&��� F 	� %���
���� 	�&� 
����/� ∧' ∨ � ¬� 2����&� ��������&�
�����/���& %� ����� 
������ ���&��� F ' ����� n�

���� �����/���' ���&��� F ��&� 
������' n = 0� 2� ���(� �� ��
���&��� F ���� �	����� 	��
�' �� %��&�� �	����� 	��
� p� 2��9���
���&��� F k � F d 	� 	�&� �	����� 	��
� p�

>����/��	�� %���%�	��
��- �����&� 
�9� �� 	
��� ���&��� F ����
�&� &�,� �� n ����(��5 
�������

4���9�&� �� �����&� 
�9� � �� ���&��� ���� �&� n 
�������
6�	&�����&� ���&��� F ���� �&� n 
������� E��&��� F &�9�
�&��� ����� �� 	����
�5 ������-

A ∧ B' A ∨ B ��� ¬A�

��� ������ �� �� ���� �� ��� ��
����� ������ �&� ���&��� F ,���
%�����&��� A � B �&��� ��� ����� 
����� &�,� �� ���&��� F ' %�
�� ,�5 
�9� �����/��	�� %���%�	��
��- %�	���� ���&��� Ak � Bk �
���������
��� ���&����� ���&� � ���&��� Ad � Bd � ��	������
���
���&����� ���&�' ���
� �� ��-

|= A ⇔ Ak' |= A ⇔ Ad � |= B ⇔ Bk' |= B ⇔ Bd�

*� �	��
� ������ � �	�/�����
��	�� �� ∧ � ∨ � ��������
��	��
����/��� ��
�
�������	�� ���&���' &�9�&� %���%�	��
��� �� 	�
� ���&���&� Ak' Bk' Ad � Bd 	
� ������� �	�/����� ����
�� 4����'
���&��� Ak � Bk 	� ��%+���� �������/��� ����& D1∧...∧Dm .m ≥ 10
� D′

1 ∧ ... ∧ D′
l .l ≥ 10 �� ���� ���&��� D1, ...,Dm,D′

1, ...,D
′
l' ���� 	�
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��%+���� ��	����/��� ��������� E��&��� Ad � Bd 	� ��%+���� ��	7
����/��� ����& C1 ∨ ... ∨ Ck .k ≥ 10 � C ′

1 ∨ ... ∨ C ′
j .j ≥ 10 �� ����

���&��� C1, ..., Ck, C ′
1, ..., C

′
j ���� 	� ��%+���� �������/��� ���������

8���	��
� �
� ���&���' ��%��
�&� ���&��� F k � F d�

	 6���%�	��
�&� �� �� ���&��� F ������ A ∧ B�

*�%��
�&� %�
� ���&��� F k�
>� |= A ⇔ Ak � |= B ⇔ Bk 
������ � 	���
� ��������
�
� ����-

|= (A ∧ B) ⇔ (Ak ∧ Bk)'

��� 	� ���&��� Ak � Bk � ���������
��� ���&����� ���&�� ����� ��
� ���&��� Ak∧Bk � ���������
��� ���&����� ���&�' %� �� ���9���
���&��� F k ��+ ���&��� Ak ∧ Bk�
*�%��
�&� 	��� ���&��� F d�
>� |= A ⇔ Ad � |= B ⇔ Bd 
������ � 	���
� ��������
�
� ����-

|= (A ∧ B) ⇔ (Ad ∧ Bd)'

��� F �� ��
�
������� ���&��� Ad∧Bd- F ≡ Ad∧Bd' ��� �� ���&���
Ad∧Bd ������ (C1∨...∨Ck)∧(C ′

1∨...∨C ′
j)� <�� %�����&��� C ′

1∨...∨C ′
j

���&��� Ad ∧ Bd ����(�&� 	� C ′' ���� �� ���&��� Ad ∧ Bd ������-
(C1 ∨ ... ∨ Ck) ∧ C ′� *� �	��
� ��%+����� ������ ��	�������
��	��
∧ � ����	� �� ∨ �&�&� �����������-

|= ((C1 ∨ ... ∨ Ck) ∧ C ′) ⇔ ((C1 ∧ C ′) ∨ ... ∨ (Ck ∧ C ′))'

��� �� ���&��� ��	�� �� ⇔' ���&��� F1-

(C1 ∧ (C ′
1 ∨ ... ∨ C ′

j)) ∨ ... ∨ (Ck ∧ (C ′
1 ∨ ... ∨ C ′

j))

��%+���� ��	����/��� ���&��� Ci∧(C ′
1∨...∨C ′

j)' 1 ≤ i ≤ k� 4����'

���&��� Ad ∧Bd �� ��
�
������� ��� ���&��� F1� 8���	��
� �����
��&�����
��	�� �� ∧ � ��%+���� ����� ��	�������
��	�� ∧ � ����	�
�� ∨ ������&� �����������-

|= (C ∧ (C ′
1 ∨ ... ∨ C ′

j)) ⇔ ((C ∧ C ′
1) ∨ ... ∨ (C ∧ C ′

j))'

%� �&�&�- C ∧ (C ′
1∨ ...∨C ′

j) ≡ (C ∧C ′
1)∨ ...∨ (C ∧C ′

j)� ����� �� 	
���
�� 
�
 �	�������5 %�����&��� ���&��� F1' 1 ≤ i ≤ k' �&�&�-

Ci ∧ (C ′
1 ∨ ... ∨ C ′

j) ≡ (Ci ∧ C ′
1) ∨ ... ∨ (Ci ∧ C ′

j)�

���� � ���&��� F1 	
��� ,��� %�����&��� Ci ∧ (C ′
1 ∨ ... ∨ C ′

j)'
1 ≤ i ≤ k' ��&�,���&� ,�� ��
�
�������& ���&���& � ������&�
���&��� F2-

((C1 ∧ C ′
1) ∨ ... ∨ (C1 ∧ C ′

j)) ∨ ... ∨ ((Ck ∧ C ′
1) ∨ ... ∨ (Ck ∧ C ′

j)),

��� 	
� ���&��� C1'���' Ck' C ′
1'���' C ′

j (��� �������� ���� 	� %�
�����
�������/���&�� 2� ���(� �� �� ���&��� F2 � ��	������
��� ���&��7
��� ���&�� *� �	��
� 
������ � 	���
� ��������
�
� ���&���
F1 .� ��&� � Ad ∧Bd0 �� ��
�
������� ���&��� F2� 4����' ���9���
���&��� F d �� ���&��� F2�



���� % 43�9�?��� ���

	 6���%�	��
�&� �� �� ���&��� F ������ A ∨ B�

� �
�& 	��(��� �� �����	��
���� ���&����� ���&��� F d�
>� |= A ⇔ Ad � |= B ⇔ Bd 
������ � 	���
� ��������
�
� ����-

|= (A ∨ B) ⇔ (Ad ∨ Bd)
� ���&��� Ad � Bd 	� � ��	������
��� ���&����� ���&�� ����� �� �
���&��� Ad ∨ Bd � ��	������
��� ���&����� ���&�' %� �� ���9���
���&��� F d ��+ ���&��� Ad ∨ Bd�
1� ����9�,� ���&��� F k �� ���&��� A∨B %�	��%�&� �������� ���
� 	��(��� ����9�,� ���&��� F d �� ���&��� A ∧ B�

	 6���%�	��
�&� �� �� ���&��� F ������ ¬A�

>� |= A ⇔ Ak � |= A ⇔ Ad 
������ � 	���
� ��������
�
� ����-

|= (¬A) ⇔ (¬Ak) � |= (¬A) ⇔ (¬Ad)'
��� F ≡ ¬Ak � F ≡ ¬Ad� *�%��
�&� ���&��� F d�
1� �� 
�&� ����	���� ���&��� Ak ���� �� � ���������
��� ���&�����
���&�� E��&��� Ak �� ������ D1 ∧ ... ∧ Dm' %� �� ���&��� ¬Ak

������ ¬(D1∧ ...∧Dm)� *� �	��
� ��%+����� 4� �������
�� ������
�&�&� �����������-

|= (¬(D1 ∧ ... ∧ Dm)) ⇔ (¬D1 ∨ ... ∨ ¬Dm)'
��� �� ���&��� ¬D1 ∨ ...∨¬Dm ��%+���� ��	����/��� ���&��� ¬Di'
1 ≤ i ≤ m� 4����' ¬Ak ≡ ¬D1 ∨ ... ∨ ¬Dm' ��� F ≡ ¬D1 ∨ ... ∨ ¬Dm�
�
��� ���&��� Di' �� 1 ≤ i ≤ m' ��	�� ��%+���� ��	����/��� ��7
������ � 	
��� ���&��� Di �&� si ��������' �� si ≥ 1� 4����'
%����
���� ���&��� Di' �� 1 ≤ i ≤ m' ��	�� ��%+���� ��	����/���
pi
1 ∨ ...∨ pi

si
' ��� 	� pi

1'���' pi
si

���� ��������� ����� �� 	
��� ���&���
¬Di .1 ≤ i ≤ m0 ������ ¬(pi

1 ∨ ... ∨ pi
si

)� @%�� ����	��
� ��%+����
4� �������
 �����' �&�&� �����������-

|= (¬(pi
1 ∨ ... ∨ pi

si
)) ⇔ (¬pi

1 ∧ ... ∧ ¬pi
si

)
� ������&� �� �� 	
��� ���&��� ¬Di .1 ≤ i ≤ m0 ��
�
�������
���&��� ¬pi

1∧ ...∧¬pi
si
� .*�%�&���&� �� ��� �� � ¬pi

1∧ ...∧¬pi
si

����
������� pi

t ������ ¬r �� ���� �	����� 	��
� r' ���� ¬pi
t %�	���� .����

�
���� ����/���0 ������� r�0 <�� � ���&��� ¬D1 ∨ ... ∨ ¬Dm 	
���
���&��� ¬Di .1 ≤ i ≤ m0 ��&���&� ,�� ��
�
�������& ���&���&
¬pi

1∧...∧¬pi
si
������&� ���&��� F2 ���� �� � ��	������
��� ���&�����

���&� � �� ����' �� �	��
� 
������ � 	���
� ��������
�
�' 
�9�-
¬D1 ∨ ... ∨ ¬Dm ≡ F2� F�
 �&�&� �� �� F ≡ ¬D1 ∨ ... ∨ ¬Dm' %� ��
�	��
� ��������
��	�� ����/��� ≡' �&�&� F ≡ F2' ��� ���&��� F2

�� ���9��� ���&��� F d �� ���� 
�9�-
|= F ⇔ F d�

1� ����9�,� ���&��� F k ����	��&� ���&��� Ad � %�	��%�&� �����7
��� ��� � 	��(��� ����9�,� ���&��� F d�
4����' �������� 	&� �����/��	�� �����' %� �����(���&� �� �� %���7
�
���� ���&��� F %�	���� ���&��� � 8*E � 4*E' ����& ���&���
F k � F d' ���� 	� ,�� ��
�
�������� ♦
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��)�% ,��
���� �	����� ∧ � ∨
� �
�& ������ ��
���
�&� � 	
��	�
�&� ���� %�
����� 
������ ∧ � ∨�

6��	���&� 	� ������ ��	�������
��	���
1���� ��	�������
��	�� ∧ � ����	� �� ∨-

|= ((p ∨ q) ∧ r) ⇔ ((p ∧ r) ∨ (q ∧ r))
� ����� ��	�������
��	�� ∨ � ����	� �� ∧-

|= ((p ∧ q) ∨ r) ⇔ ((p ∨ r) ∧ (q ∨ r))�
F���&� �� 	� ���&��� (p ∧ q) ∨ r � (p ∨ r) ∧ (q ∨ r) ���� 	� %���
���� � �����&
��	�������
��& ������ �������� �� ���&��� ���� 	� %���
���� � %�
�& ��	7
�������
��& ������' ����& ���&��� (p ∨ q) ∧ r � (p ∧ r) ∨ (q ∧ r)' ���� +��
	� 
����/� ∧ � ∨ ��&����� &�	��� ��9�&� ��
� �� �� %�
�& ��	�������
��&
������& ���� ��
�
�������	� �
� ���&���' ���&��� (p∨q)∧r � (p∧r)∨ (q∧r)'
� �� ����� ��	�������
�� ����� ���� ��
�
�������	� ���&��� ���� 	� ��������
�� �� �
� ���&��� ���� +�� 	� 
����/� ∧ � ∨ ��&����� &�	��' ��
�
�������	�
���&��� (p ∧ q) ∨ r � (p ∨ r) ∧ (q ∨ r)�

2� ��&��� 
������ ∧ � ∨ %��/������ 
�&� ������	��� ����/���& δ �� 	��%�
	
�5 �	�����5 ���&��� F � ��&� � �
�& ������ �&�	�� 	��%� ����(��5 
������
{∧,∨,⇒,⊥} � �������� �	����� ������ ����	��
�&� 	��% {∧,∨,¬}� *� �	7
��
� ��+�� ������,� � ����&� 
������ ��	�� �� �� �� 	
��� �	����� ���&��� F
&�9�&� �� ��%��
�&� ��
�
������� ���&��� �� �������� (��� �� 	��% 
������
	��% {∧,∨,¬}�

E���/���& δ %����
���� ���&��� F 	���� 	� � ���&��� ���� �� ��������
���� +�� � %������� ���&��� F �&�	�� 
������ ∧ 	��
�&� ∨' � �&�	�� ∨ 	��
�&�
∧� 4�����+�&� ����/��� δ : F → F �������
�� �� 	����
� ��(��-

.�0 �� ���� �	����� 	��
� p- pδ = pA

.�0 .���0 �� ���� �	����� ���&��� A ∧ B- (A ∧ B)δ = Aδ ∨ BδA

.���0 �� ���� �	����� ���&��� A ∨ B- (A ∨ B)δ = Aδ ∧ BδA

.��"0 �� ���� �	����� ���&��� ¬A- (¬A)δ = ¬Aδ�

8��� %�Æ�&� �� ���&��� F � %��&���&� %�	��%�� ��&��� ∧ 	� ∨' � ∨ 	�
∧ ������&� ���&��� F δ� <�� 	��� �� ���&��� F δ %��&���&� �	�� %�	��%��
� ��%��
�&� ���&��� (F δ)δ' 
����
�&� 	� �� %�(����' ��� ���&��� (F δ)δ ��
%������ ���&��� F � 2� �� � %������� � �������& ��������

������� 1 6���9�&� �����/���& %� ����� 
������ � ���&��� ��
�� 	
��� �	����� ���&��� F 
�9�- (F δ)δ = F �
<�� �� F ���� �	����� 	��
� p' ���� �� (F δ)δ = (pδ)δ = pδ = p = F �
<�� �� ���&��� F ������ A ∧ B' A ∨ B ��� ¬A' ���� ���&��� A
� B �&��� ��� ����� 
����� &�,� �� ���&��� F ' %� �� ,�5 
�9�
�����/��	�� %���%�	��
��- (Aδ)δ = A � (Bδ)δ = B� 6���9�&� ��
�	����� 
�9� � 	��(��� ���� �� ���&��� F ������ A ∧ B� >&�&�-
(F δ)δ = ((A ∧ B)δ)δ = (Aδ ∨ Bδ)δ = (Aδ)δ ∧ (Bδ)δ� � ������& �� ��
�� �� (Aδ)δ = A � (Bδ)δ = B' �����(���&� �� �� (F δ)δ ������� A∧B'
��� (F δ)δ = F � >	�� 	� %�	��%� � � �����& 	��(���
�&��



���� % 43�9�?��� ��"

8���	��
� ����/��� δ � ����� ��	�������
��	�� ∧ � ����	� �� ∨'
|= ((p ∨ q) ∧ r) ⇔ ((p ∧ r) ∨ (q ∧ r))'

����� ��	�������
��	�� ∨ � ����	� �� ∧ &�9�&� ��%�	��� �
���-
|= ((p ∨ q) ∧ r)δ ⇔ ((p ∧ r) ∨ (q ∧ r))δ�

6��&���&� �� 	�' ����	��
� %������ �����������' ���� &�9� �������� �� 
�9�-
��� �� ((p ∨ q) ∧ r) ⇔ ((p ∧ r) ∨ (q ∧ r)) �����������'
���� �� � ((p ∨ q) ∧ r)δ ⇔ ((p ∧ r) ∨ (q ∧ r))δ ������������
6���&� 	�- �� �� �� �	����� 
�9� �� %����
���� ���&���) @���
�� ��- ���
2� �%��
� �
��� ������� �����&�' �����&� � ������	�� 
������ ∧ � ∨�


������ � �
������ � ����
��
� ��	
��� ∧ � ∨�
%��� �
 D � E �������.�� '���
��-
,�� �� '���
�� D ⇔ E ��
����)���& ���� �� � '���
�� Dδ ⇔ Eδ ��
����)���-

4� ��	&� �������� �
� �����&� &���&� %�� ���� �� ����9�&� ��������
��&�� @	�& ���� %������� �� ������	��� ��+ ����� ����/��� �� 	��%� 	
�5
�	�����5 ���&��� F � E���/��� ∗ : F → F �� �������
�� ������	��� �� 	��7
��
� ��(��-

.�0 �� ���� �	����� 	��
� p- p∗ = ¬pA

.�0 .���0 �� ���� �	����� ���&��� A ∧ B- (A ∧ B)∗ = A∗ ∨ B∗A
.���0 �� ���� �	����� ���&��� A ∨ B- (A ∨ B)∗ = A∗ ∧ B∗A
.��"0 �� ���� �	����� ���&��� ¬A- (¬A)∗ = ¬A∗�

���� �

�� ����
 '���
�
 F '���
�� ¬F ⇔ F ∗ �� ��
����)���-

����	

:�&� 
�&� �������� �����/���& %� ����� 
������ ���&��� F �

���� �����/���- ���� 
������ �� �' ��� ���&��� F �� ���� �	�����
	��
� p� � ��& 	��(��� ���&��� ¬F �� ¬p � ���&��� F ∗ = p∗ �� ¬p'
%� %�+�� 
�9� |= ¬p ⇔ ¬p' �� 
�9�- |= ¬F ⇔ F ∗�

>����/��	�� %���%�	��
��- �� 	
��� F 	� &�,� �� n 
������ 
�9�-
|= ¬F ⇔ F ∗�

4���9�&� �� ��&� 
�9� � �� ���&��� ���� �&� n 
�������
6�	&����&� ���&��� F ���� �&� n 
������� E��&��� F &�9� �&���
����� �� 	����
�5 ������-

A ∧ B' A ∨ B ��� ¬A�

��� ������ �� �� ���� �� ��� ��
����� ������ �&� ���&��� F ,���
%�����&��� A � B �&��� &�,� ���� 
������ ���� ���&��� F ' 	����
�� ,�5 
�9� �����/��	�� %���%�	��
��-

|= ¬A ⇔ A∗ � |= ¬B ⇔ B∗�

	 6���%�	��
�&� �� �� ���&��� F ������ A ∧ B�
>&�&� �� �� ¬F = ¬(A∧B) � F ∗ = (A∧B)∗ = A∗∨B∗� *� �	��
� ��7
���/��	�� %���%�	��
�� � 
������ � 	���
� ��������
�
�' �&�&�-

|= (¬A ∨ ¬B) ⇔ (A∗ ∨ B∗)'
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%� ������&�- ¬A∨¬B ≡ A∗ ∨B∗� *� �	��
� 4� �������
�� ������'
|= (¬(A ∧ B)) ⇔ (¬A ∨ ¬B)' ������&� ��+ ����� %�� ��
�
�������5
���&���- ¬F ≡ ¬A∨¬B� ����' �� �	��
� ��������
��	�� ����/���
≡' �&�&� ¬F ≡ A∗ ∨ B∗' ��� �&�&� �����������-

|= ¬F ⇔ F ∗�

	 6���%�	��
�&� �� �� ���&��� F ������ A ∨ B�
*� %��%��� �	�� ��(�� ��� � %���5����& 	��(��� ������&� �� 
�9�
|= (¬(A ∨ B)) ⇔ (A∗ ∧ B∗)� 4����' |= ¬F ⇔ F ∗�

	 6���%�	��
�&� �� �� ���&��� F ������ ¬A�
E��&��� ¬F �� ¬¬A' � ���&��� F ∗ �� ¬A∗� *� �	��
� �����/��	��
%���%�	��
�� �&�&� |= ¬A ⇔ A∗� ����&� 	� ���� .�0 ���� � 	���
�

��������
�
�- �� |= C ⇔ D 	���� |= ¬C ⇔ ¬D� 6��&���& ���
	
��	�
� �� |= ¬A ⇔ A∗ ������&�-

|= ¬¬A ⇔ ¬A∗' ��� |= ¬F ⇔ F ∗�

♦

���� �

%��� �� F �������.�� '���
�� � ���� �� ��
� �������* ����� ���� �� �����.
�
 
 ���
'���
�� �����
� ��
�� {p1, ..., pm}- 5��� ���� �� �� '���
�� (F ∗)p1...pm

¬p1...¬pm
⇔ F δ

��
����)���-

����	

:�&� 
�&� �������� �����/���& %� ����� 
������ ���&��� F �

���� �����/���- ���� 
������ �� �' ��� ���&��� F �� ���� �	�����
	��
� p� 2��� ��-

F ∗ = ¬p' (F ∗)p
¬p = (¬p)p

¬p = ¬¬p � F δ = pδ = p�

8��� 
�9� |= ¬¬p ⇔ p' ������&� |= (F ∗)p
¬p ⇔ F δ�

>����/��	�� %���%�	��
��- �� 	
��� F 	� &�,� �� n 
������ 
�9�-

|= (F ∗)p1...pm¬p1...¬pm
⇔ F δ�

4���9�&� �� ��&� 
�9� � �� ���&��� ���� �&� n 
�������
6�	&����&� ���&��� F ���� �&� n 
������� E��&��� F &�9� �&���
����� �� 	����
�5 ������-

A ∧ B' A ∨ B ��� ¬A�

��� ������ �� �� ���� �� ��� ��
����� ������ �&� ���&��� F ,���
%�����&��� A � B �&��� ��� ����� 
����� &�,� �� ���&��� F ' %�
�� ,�5 
�9� �����/��	�� %���%�	��
��-

|= (A∗)p1...pm¬p1...¬pm
⇔ Aδ � |= (B∗)p1...pm¬p1...¬pm

⇔ Bδ�

	 6���%�	��
�&� �� �� ���&��� F ������ A ∧ B�
>� �����/��	�� %���%�	��
��' �� �	��
� 
������ � 	���
� �����

����
�
�' ������&� �����������-

|= ((A∗)p1...pm
¬p1...¬pm

∨ (B∗)p1...pm
¬p1...¬pm

) ⇔ (Aδ ∨ Bδ)�
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6���9�&� �� �� �� ����������� |= (F ∗)p1...pm¬p1...¬pm
⇔ F δ� *� �	��
�

������/��� ������&�� ��&��� � ������/��� ����/��� ∗ � δ �� ���7
&��� F = A ∧ B �&�&�-

(F ∗)p1...pm
¬p1...¬pm

= ((A ∧ B)∗)p1...pm
¬p1...¬pm

= (A∗)p1...pm
¬p1...¬pm

∨ (B∗)p1...pm
¬p1...¬pm

� F δ = (A ∧ B)δ = Aδ ∨ Bδ�

4����' ���	�� �&�&� �����������-

|= (F ∗)p1...pm¬p1...¬pm
⇔ F δ�

	 ���(���
� ���� �� F ������ A ∨ B � ¬A �������� 	� ���������

♦

���� ����9�&� �����&� � ������	�� ∧ � ∨�

����	 
������ � ����
��
� ��	
��� ∧ � ∨
6���%�	��
�&� �� �� ���&��� D ⇔ E ������������ @��� �� �� ���7
��������' �� �	��
� 	
��	�
� �� ��� 
�9� |= A ⇔ B' 	���� �� 
�9�
|= ¬A ⇔ ¬B' ������&� �����������-

|= ¬D ⇔ ¬E'

%� 
�9� ¬D ≡ ¬E� G�+ �&�&�' �� �	��
� ���� �' �� �� ���&��� D
� E 
�9�-

|= ¬D ⇔ D∗ � |= ¬E ⇔ E∗'

��� ¬D ≡ D∗ � ¬E ≡ E∗� >� ��5 ��
�
�������	�� � ��
�
�������	��
¬D ≡ ¬E' 	�&����(��	� � ��������
��	� ����/��� ≡ ���� D∗ ≡ E∗'
��� �����������-

|= D∗ ⇔ E∗�

>� �
� ����������� �� ���&��� D∗ ⇔ E∗' ,��� �	����� 	��
� p1, ..., pm

� �� ���&��� ¬p1, ...,¬pm' �� �	��
� ��������� 
������ � �� ������
����"' ������&� �����������-

|= (D∗ ⇔ E∗)p1...pm¬p1...¬pm
'

� �� ��' �� �	��
� ������/��� ������&�� ��&��� � 
��� ��&�Æ�

������' �����������-

|= (D∗)p1...pm¬p1...¬pm
⇔ (E∗)p1...pm¬p1...¬pm

'

��� 
�9� (D∗)p1...pm¬p1...¬pm
≡(E∗)p1...pm¬p1...¬pm

� � ����� 	�����' ���� � ����-

|= (D∗)p1...pm
¬p1...¬pm

⇔ Dδ � |= (E∗)p1...pm
¬p1...¬pm

⇔ Eδ'

%� 
�9� (D∗)p1...pm
¬p1...¬pm

≡ Dδ � (E∗)p1...pm
¬p1...¬pm

≡ Eδ� ���� �%�� ����	��
�

	�&����(��	� � ��������
��	� ≡' ������&� Dδ ≡ Eδ' ��� ������&�
�����������-

|= Dδ ⇔ Eδ.

♦
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� �������� ��&� %�����
�&� �� 
�9� � ������� �� ���� +�� �
��� 
������

� ����
��
� ��	
��� ∧ � ∨' ��� �� 
�9�- ��� �� ���&��� Dδ ⇔ Eδ �����������'
���� �� � ���&��� D ⇔ E ������������

���� �

%��� �
 D � E �������.�� '���
��-
,�� �� '���
�� Dδ ⇔ Eδ ��
����)���& ���� �� � '���
�� D ⇔ E ��
����)���-

����	

8��� �� Dδ ⇔ Eδ �����������' �� �	��
� 
������ � ����
��
�

��	
��� ∧ � ∨ �&�&� �� �� � ���&��� (Dδ)δ ⇔ (Eδ)δ ������������
��Æ���&' �� �	��
� �	����� ����/��� δ �� ������� 1 �&�&� �� ��'
(Dδ)δ = D � (Eδ)δ = E' %� �� �� ����������� � 	�
��� �����������
D ⇔ E�

♦

>� 
������ � ����
��
� ��	
��� ∧ � ∨ � ���� � �&�&� 	����
� �����(���

��������� �

%��� �
 D � E �������.�� '���
��-
2���
�� D ⇔ E �� ��
����)��� ��� � ���� ��� �� '���
�� Dδ ⇔ Eδ ��
����)���-
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����� ���
���+

6�� ���� +�� ����
���&� �� %���,� +�� �� �� ���&���� �������' �	�����7
&� ���
�� ���������	���� ���� ���&���� �������' ��(���� (���
� &���&������
4����' ��� ������
�,� ��	�� ���
�9���� ���������	���� &���&������ *� 	
���
���	����/��� ������- /��� �
 � �
' ''&���&����� 
� ��
�=- �
����@

�
��� &���&���(�� ����� �� ����� �������
�� �����(�
�,� � %�(�
� �� %�7
�����& %���%�	��
��&� � %��
���&� %� ����&� 	� �� ��5 %���%�	��
�� ��
���
��
� �
�Æ�,�� 8���	��
� 	�&���� &���&���(��� ������ � ������ ������' �&�&�
&���
��	� �� �&�	�� 	� ����	��& %��&�
�&�' ��� +�� 	� ��(���/� %��������
������' ����&� 	� ���&���&�� *� ��� ��(�� ����� ����� &���&���(��� �
�Æ�7
,� &�9�&� �� 	
���&� �� %�	��%�� ����& 	� �� ����5 %������5 ���&���' ��7
��	��
� ���� %��
��� �����(�
�,�' �������� ��
� ���&���� 6�������&� �����
�����	��
�� %��&���

������ � 6�	��
�&� 	����
� %���,�- �� �� �� a ≤ b' b ≤ c � c ≤ d
	���� a ≤ d) ;
� ������ ������-
�� a ≤ b �� %���%�	��
��A
�� b ≤ c �� %���%�	��
��A
"� a ≤ c �����(���&� �� %���%�	��
�� �� � �� ����	��
� �	����� ��
�� ����/��� ≤ ��������
��' ��� �� ��� �� x ≤ y � y ≤ z' ���� �� x ≤ zA
�� c ≤ d �� %���%�	��
��A
�� a ≤ d �����(���&� �� "� � �� �%�� ����	��
� �	����� �� �� ��7
��/��� ≤ ��������
���

��#
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1������ ���&����� ������ ������ �� �� ����Æ��� &���&���(�� ������� %��
�7
�� �� ����� ���&���' ������+� %������ ���&��� � ������+� %��
��� ��
�Æ�7
,� %�&�
� ����5 
� 	� ��
����� .��������0 ��
� ���&����

�
��� &���&���(�� ����	� �&� 	
��� %������ %��&�
�� @	�& ����' �&� ����
�	��
��' �����	��
�� �	����� �� ���� �� ���9�&� ������
 ������ G����	��
��	�
� �(�������	� ��5 �	����� 	� ���������&� %� ����&� ��� %�	���� %������ �	7
���� �� ����	��� *� �	��
� %������5 �	����' ����	��
� %�	��%�� �������
���
�����(�
�,�' �������� .��
���' ��������0 	� ��
� 	
��	�
� ���� 
�9� � ��� &���7
&���(��� ����	��� 1���&' ����	��
� 
�
 �������� 	
��	�
�' ��������&� ��
�
	
��	�
� � �� ��� ��(�� ���Æ�
���' ���� 	� ��
� ��������� �� ����	��' ��	�� �
�����
��� 	�� ��9� 	� %�	��
��� %���,� +�� �� � ��� ������,� &���&���(��5
����	�� ����� ��� �	��
�� ���	����/��� �� ���� 	� ����' � ��
�	��	�� �� ����
���� 	� &�������� ����	�� �� ��	��
�� ����,�' &��� ��%��
��� ���� �����(���
���,� ��� +�� 	� ���&������' �������' �����&����� � ��� 2� %������ ���7
	����/���' ���	����/��� ���� �� �������(�� �� 	
� &���&���(�� �������' ��	��
%���& ���&���� ������� ��� ���&����� 	�	��&�� 6���& ���&���� ������� ��
%�	��
��� 
��&� +����� ���� �� 	
��� 	����� ��	��
��� &���&���(�� �������
��	�� ����� %�	���� ���&���� ��������

8��� ��9�&� ���&���� ������� T ' +�� %�� ��& %������&�
�&�) 6�
�'
�&�&� 	��% �	��
��5 	�&���� .�������0 �� ������� T ' 	��% S(T )� @� ��5 	�&7
���� %��
� 	� 	
� &���
� ��(� .����(�� ����
� 	�&����0 ��� ��& ��������&�
>� ��� 	��%� ��(� ���
���&� ��(� ����Æ���� ������ ���� ��
�&� ���&���� E��7
&��� (��� ����� 
�9�� ��� �� ���&���� �������- 	��% ���&��� ������� T ' 	��%
F(T )� 1���& �� 	��%� 	
�5 ���&��� ���
���&� ����� ,���
 %��	��% (��� ���7
&���� ��
�&� ��	��&� ���&���� ������� T ' 	��% A(T )' � �� �� ���
� ���� *�
�����' ��� (��
��� ���' �&�&� ����(�� ���� %��
��� ��
�Æ�,� ������� T %�&�
�
����5 �� ��	��&� � �� 
�
 ��������5 �
�Æ�,� ��
���&� .��������&�0 ��
� �
�7
Æ�,�� 2� %��
��� ��
�Æ�,� (��� 	��% R(T )� �
��� %��
��� ��
�Æ�,� �� �����
����/��� �� 	��%� ���&��� 	���� � 	
�& ���&����& �������&�� *��&�' ��� �� ρ
����� %��
��� ��
�Æ�,� ��9��� n+1' ���� &� ���
� ���� ���&��� A1, ..., An, B
%�	���� ������
�� %�	��%�� �� ����(�
�,� �� �� 	� ����& ���&��� A1'���'An'
B � ����/��� ρ ��� ��	�� <�� 	� ����& ���&��� A1, ..., An, B � ����/��� ρ'
���� %�+�&�

A1, ..., An

B
ρ

� ��9�&� �� 	� ���&��� A1, ..., An %��&�	� .��� ���,� ���&���0' � ���&���
B �����(�� .��� ��,� ���&���0 ��� %��
��� ��
�Æ�,� ρ�

6�� ������/��� ���&���� �������' ����&� ����� %��&���
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� ��%��/����� 5�%����� �� A�

< 	��� %���	��
�&� %��
��� ��
�Æ�,� �� 
�������

�5 /�
��

 ���Æ�"
 � �
����
&�(� �����	
 ∧
6�������&� %��&�� ������ ����� �(������� �	�����

������ � 4���9�&� �� 
�9�- 1 <
√

2 < 2�
1�%�	�& 1 <

√
2 < 2 ���� 	� �
� ���������	��- 1 <

√
2 �

√
2 < 2�

1��� &���&� �� ����9�&� �� 
�9� ��� ���������	���
4���9�&� �� �� 1 <

√
2� 1��&� �� 
�9� 1 < 2� 8����� ����/���

f(x) =
√

x �� ��	��
� ����/���' %� �� �����
� � � � ����� &�,��
�����'

√
1' �� &�,� �� ������ 
�
�� �����'

√
2' ���

√
1 <

√
2�

���� ����9�&� �� ��
√

2 < 2� >� 2 < 4' �%�� ����	��
� �� ��
����/��� f(x) =

√
x ��	��
�' ������&�-

√
2 <

√
4' ���

√
2 < 2�

3������� 	%���,� ������ 1 <
√

2 � ������
√

2 < 2 �� ����� �
�Æ�7
,�- 1 <

√
2 �

√
2 < 2�

@�&�5 ��/�&� �� �� �
�& ������& �%�	��� %������������/��	�� %��
���
�
�Æ�,� 
������ ∧� <�� 1 <

√
2 ����(�&� 	� A' �

√
2 < 2 ����(�&� 	�

B ���� �� ������� �� ������� �- �������� A ∧ B� � ������
 � 	&� ���
������� ��+��� �� 	����
� ��(��- ��%��
��� 	&� ����� �� A' ��%��
���
	&� ����� �� B � �����(��� 	&� �� �� �
� ������ 	%�����' ��	� ����� ��
A ∧ B�

������� 
��Æ�0� ������� ∧
<�� 	�

D1

A
�

D2

B

������ ����& �� A � �� B' ���� ��
D1

A

D2

B

A ∧ B
(∧U)

����� �� A∧B � ��%��/����� 5�%����� ��� ������ 	� ��%��/�����
5�%����� ������ D1 � D2�
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>��� ���&� 	�&� ����� %������������/��	�� %��
���' &�9�&� %��
���
%������������/��	�� ������� *�
�+
�&� �
� %������������/��	�� ������
� ����&� 
�&� %���	��
��� ���� ���������	���� ���
�5 �������

������ � *��� 	� � ����� D1 � ����� D2 �� ������/��� %��
�7
�� (∧U) 	�&� ���&��� A' ���� %��
���& (∧U) ������&� �����

A A

A ∧ A
∧ U

�� ���&��� A ∧ A� E��&��� A ���� 	� %���
���� � �
�& ������
	� 5�%����� ��� ������ � ��
� 
�&� �� �� �� ����� �� 	��%�
5�%����� {A}� 6��&���&� ��' %�+�� ��
���&� � 	��%� 5�%�����'
�� ��
���&� �
�%�� 5�%����� A' 
�
 	�&� �����%���

>	�����&� �� � %��
��,� 	��9������ ������ &�9�&� ����	���� �����
�	�� ����� 
�+� %���� � %��
��,� ������ �� A∧A � ������
 � �
� %���
�� ����+
�� ����� ���� (��� 	�&� ���&��� A' � &���� �� ���� ��
����
�
� %���� F�
 	&� %�&����� �� %�	���� ���� %��
��� ��
�Æ�,� %�������
�����/��� .�� %��&��' �
�Æ�,�⇒' ���&���/��� ∨' �
�Æ�,� ¬0 	� 	����
�&
�	�����&- ���� 	� � ������ %��&��� ����� �� ��5 %��
���' ���� 	� ����
�� %�	����
�5 5�%����� ���+�' ��� %������& %��&��� ��� %��
��� ����
5�%����� � ��& ������ ���� %��/������ 1��� � 	
���& ������ �������7
��&� %��/����� � ��%��/����� 5�%����� ��� ������� *�%��/����� 5�%�����
������ �� ������� � �� ���&��� A� 6�������&� ��+ ����� %��&���

������ � *��� 	� ������ D1' D2 � D3 ����& ���&��� A' B �
C' ���� %��
�&� �����-

A B

A ∧ B
∧ U

C

(A ∧ B) ∧ C
∧ U

*�%��/����� 5�%����� ������ D1' D2 � D3 	� ����& A' B � C'
%� �� {A,B,C} 	��% ��%��/�����5 5�%����� �
�� �������

6���	��
�&� 	��� %��
��� ���&���/��� 
������ ∧� 2� %��
��� 	� ��	��
�
�� 	����
�& �	%��
��& �����(�
�,�- ��� %�	���� ����� D �� ���&���
A ∧ B' ���� �� &���
� �������� � 	�&� ���&��� A � 	�&� ���&��� B�

������� ����������� ������� ∧
<�� ��

D

A ∧ B

����� �� A ∧ B' ���� 	�
D

A ∧ B

A
(∧E1)

D

A ∧ B

B
(∧E2)

������ ����& �� A � �� B � ��%��/����� 5�%����� ��� �� ������
	� ��%��/����� 5�%����� ������ D�
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��

 ���Æ�"
 � �
����
&�(� �����	
 ⇒
6���	��
�&� � %��
��� �
�Æ�,� � ���&���/��� 
������ ⇒� 2� %���	��
7
��,� %�(��&� �����& %��&���&�

������ 	 4���9�&� �� 
�9� �	�����-
��
 �� x ������ ��
�� 
��� �� x2 + 2x ≥ −1�

6���%�	��
�&� �� �� x ������ ����� ����� �� � x+1 ������ �����
1� 	
��� ������ ���� 
�9� �� �� ,���
 �
����� 
�
� �� ���� ���
������ ����� 1��� �� (x+1)2 ≥ 0' ��� x2+2x+1 ≥ 0� @����&�,�&
������/� 	� ��� 	����� ���������	�� ������&�- x2 + 2x ≥ −1�
4����' 
�9� �
�Æ�,�- ��
 �� x ������ ��
�� 
��� �� x2 +2x ≥ −1�
6��&���&� �� �
�� ����� &�9�&� %�	&������ ��� ����� ���
��
����� � ��
��� ���� 	� ������ ��+ �����' &�,� ������ ��,�
����� �&� 5�%����� x �� ������ ��
� � �����(���- x2 + 2x ≥ −1�
� ���
��& ������ ����	�� 	� ��� &�,� ����� � ������ 	�- ��

�� x ������ ��
�� 
��� �� x2 + 2x ≥ −1' � x �� ������ ��
� ����
5�%����� ���
��� �������

<�� � �
�& ��+�& %��&��� x �� ������ ��
� ����(�&� 	� A' � x2 +2x ≥ −1
	� B' ���� &��� ����� �������� B �� 5�%����� A � �� 	� ����	�� � ���
��&
������' ���� �� ����� �� A ⇒ B' � ���� ��&� 5�%����� A� @
� �� �%�	
%��
��� �
�Æ�,� 
������ ⇒�

������� 
��Æ�0� ������� ⇒
<�� ��

D

B

����� �� B � A �� ���� ���&���' ���� ��

��A
D

B

A ⇒ B
(⇒ U)

����� �� A ⇒ B � ��%��/����� 5�%����� ��� ������ 	� ��%��/�7
���� 5�%����� ������ D' �	�& &�9�� A�

6�
� ��/�&� �� � ������ D ���&��� B �� &��� �� %�	���� 5�%����� A�

@����� ��A ���(� �� �� 5�%����� A' ��� ��� %�	����' �	����+
���' ��� %��7
/�����' � ���&��� A ���� 5�%����� ������ ���&��� A⇒B� 6���	��&� +��
� ��
������ ������/��� ���(�- �	�& &�9�� A� 6������& ����� %��&���
%��
��� (⇒U) &�9�&� %��/����� ����� ��� �������� 5�%����� A' ���
&�9�&� � �� �� %��/���&� ������� 5�%����� A � ��' ��� ������ �� ��
������ 	&� 5�%����� A %��/����� %��
���& (⇒U)' �����(�&� ���&���
A ⇒ B� ���� 
�&� ��
�	�� �������� ������ � ����&� 	� %���
���� %��
���
(⇒U)� � %�
�& ������ 
�&� %���	��
��� ����� %��&��� %��
��� (⇒U)
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���� ��&� %��/����� 5�%����� � ����� %��&��� %��
��� (⇒U) ���� �&�
%��/����� 5�%������ ;
� ��� ������-

��B
1

A ⇒ B
⇒ U

B ⇒ (A ⇒ B)
1 ⇒ U

3�/�&� �� � ������ %������� �����/��� �	��& %�������& �����& n %�
���7

��&� 	
� ���&���' ���� 	� %��/����� 5�%����� .��A
n
0' 	� %��
���& ρ (���&

%��&���& 	� �� 5�%����� %��/����� .nρ0� � ��+�& ������ %�
� %��
���
(⇒ U) ��&� %��/�����5 5�%����� A � ,���
 �����(�� �� A ⇒ B� 4��
��� ������ ���� 	� ��
�+�
� ���&���& A ⇒ B �&� ����� ��%��/�����
5�%����� B� 1���& 	� ��� ����� ��	��
�� �����& %��
���& (⇒ U) ����
�&� ����� %��/����� 5�%�����' ���&��� B' � �� %��
��� �� 	� %��/�����&
5�%�����& %�
����� �����& �� 4����' /�� ��+ ����� ��&� ��%��/�����5
5�%������ � �������& ������ %���	��
�
�&� ��+ ����� &���
��	� ����
%��9� %��
��� (⇒U)� 6�	&�����&� �����-

��A
1

A ⇒ A
⇒ U

A ⇒ (A ⇒ A)
1 ⇒ U

6��&���& %�
�� %��
��� (⇒ U) ��	&� %��/����� ������� 5�%����� A'
&��� ���
� 5�%����� %�	����� M� 	&� ��� %��/����� 5�%����� �	����	7
���� � �����& %��
��� (⇒U)� 6��&���&� �� 	&� � �
�& ������ &����
�� ����&� � ��&� �� �
� %��
��� (⇒U) 
�&� �	����	���� ���&��� A
��� 5�%�����' ��� ��� ����� %��
��� ���� ��&� %��/�����5 5�%�����' ���
%�	���� � 	����
� ����� ���&��� A ⇒ (A ⇒ A)-

��A
1

A ⇒ A
1 ⇒ U

A ⇒ (A ⇒ A)
⇒ U

���� �� �� ���� %��
��� ���&���/��� 
������ ⇒ ���� 	&� 
�
 %�&�,����

������� ����������� ������� ⇒
<�� 	�

D1

A ⇒ B
�

D2

A

������ ����& �� A ⇒ B � �� A' ���� ��
D1

A ⇒ B

D2

A

B
(⇒ E)

����� �� B � ��%��/����� 5�%����� ��� ������ 	� ��%��/�����
5�%����� ������ D1 � D2�

;
� ������ ������ %������� �����/��� � ��&� 	� ����	�� 	�&� %��
���
�
�Æ�,� � ���&���/��� 
������ ⇒-
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��A ⇒ (A ⇒ B)
2

��A
1

A ⇒ B
⇒ E

��A
1

B
⇒ E

A ⇒ B

(A ⇒ (A ⇒ B)) ⇒ (A ⇒ B)
2 ⇒ U

1 ⇒ U

@
�� ����� ���&��� (A ⇒ (A ⇒ B)) ⇒ (A ⇒ B) ��&� ��%��/�����5
5�%������ 4
� 5�%�����' �
� ���&��� A' %��/����� 	� %��&���& %�
��
%��
��� (⇒U) � ,�5 	� ��& %��
���& %�
����� ���� �� 4���� %��
���
(⇒U) �&� 	�&� ����� %��/����� 5�%�����' ���&��� A ⇒ (A ⇒ B)' � ��
%��
��� �� 	� %��/�����& 5�%�����& %�
����� �����& ��
����' �����
� (����� %��
��� ��
�Æ�,�' &�9�&� %��
��� � 	��9�����
%������������/��	�� �������

������� � *�%��
�&� ����� ��� ��%��/�����5 5�%����� ��
���&��� (A ∧ B) ⇒ (B ∧ A)�

��A ∧ B
1

B
∧ E2

��A ∧ B
1

A
∧ E1

B ∧ A

(A ∧ B) ⇒ (B ∧ A)
1 ⇒ U

∧ U

<������� �
�& ������' &�9� 	� ��%��
��� ����� ��� ��%��/�7
����5 5�%����� �� ���&��� (B ∧ A) ⇒ (A ∧ B)�

������� � *�%��
�&� ����� ��� ��%��/�����5 5�%����� ��
���&��� (A ∧ (B ∧ C)) ⇒ ((A ∧ B) ∧ C)�

��A ∧ (B ∧ C)
1

A
∧ E1

��A ∧ (B ∧ C)
1

B ∧ C
∧ E2

B
∧ E1

A ∧ B
∧ U

��A ∧ (B ∧ C)
1

B ∧ C
∧ E2

C
∧ E2

(A ∧ B) ∧ C

(A ∧ (B ∧ C)) ⇒ ((A ∧ B) ∧ C)
1 ⇒ U

∧ U

<������� �
�& ������' &�9� 	� ��%��
��� ����� ��� ��%��/�7
����5 5�%����� �� ���&��� ((A ∧ B) ∧ C) ⇒ (A ∧ (B ∧ C))�

)5 /�
��

 ���Æ�"
 � �
����
&�(� �����	
 ∨
6�
� 
�&� %���	��
��� %��
��� �
�Æ�,� 
������ ∨� <�� %�	���� ����� ��
A' ���� ����
�� %�	���� ����� �� A∨B' � �	�� ����' ��� %�	���� ����� ��
B' ���� %�	���� ����� �� A∨B� 2� ��	�Æ�
�,� %���	��
���� �� %��
���&
�
�Æ�,� 
������ ∨�
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������� 
��Æ�0� ������� ∨
<�� 	�

D1

A

D2

B

������ ����& �� A � �� B' ���� 	�

D1

A
A ∨ B

(∨U1)

D2

B
A ∨ B

(∨U2)

�
� ������ �� A∨B � ��%��/����� 5�%����� ��5 ������ 	� ����&
��%��/����� 5�%����� ������ D1 � D2�

6��
��� ���&���/��� ∨ 
�&� ����	���� ������& � 	����
�& %��&����

������ � 4���9�&� �� 
�9� �	�����-

�� 
���� ������ ��
� x �������� 
� ���� ����8
x2−2|x|+1

|x| ≥ 0�

6���%�	��
�&� �� �� x ������ ���� �����(�� �� ����� 2� ���(�
�� �� ������ ���� x 
�9�- x > 0 ��� x < 0 .� 	�
��� 
�9�
��� x > 0 ��� x < 0 ��� �� %��/����	� ��& �� �
�� %��&��
���� ����	��0� 1��� 
�&� � ������ �
� �	����� %�	&������ �
�
	��(���' ���� �� x > 0 � ���� �� x < 0�
6�
� 	��(��- %���%�	��
�&� �� �� x > 0� 2��� �� |x| = x' %�
�&�&� x2 − 2|x| + 1 = x2 − 2 · x + 1 = (x − 1)2 ≥ 0� 4����' ��

x2 − 2|x| + 1 ≥ 0 � |x| > 0 ������&�- x2−2|x|+1
|x| ≥ 0�

4���� 	��(��- %���%�	��
�&� �� �� x < 0� 2��� �� |x| = −x' %�
�&�&� x2 − 2|x| + 1 = x2 − 2 · (−x) + 1 = (x + 1)2 ≥ 0� 4����' ��

|x| > 0 � x2 − 2|x| + 1 ≥ 0 ������&�- x2−2|x|+1
|x| ≥ 0�

6�+�� � ��� 	��(��� 
�9� x2−2|x|+1
|x| ≥ 0' �����(���&� �� ��

�	����� 
�9� �� 	
��� ������ ���� x �����(�� �� �����

*�(�� ���&�+��,� ���� �� ����+
�� � ������ �� ������� � �� � ��5�
%��
��� ���&���/��� 
������ ∨� *��&�' ��� �&�&� ����� �� ���&���
A∨B � ��� %�	���� �
� ������' ���
� �� 	� &�9�� &�Æ� 5�%�����&� ������
�� ,�5 ������ ���&��� A' � &�Æ� 5�%�����&� ������ ������ ���&���
B � ��� �&��� �	�� �����(�� C' ���� 	%�����
� �� ��� ������ &�9�&�
�����(��� C� ;
� %��
��� ���&���/��� 
������ ∨�

������� ����������� ������� ∨
<�� 	�

D1

A ∨ B

D2

C
�

D3

C

������ ����& �� A ∨ B � �
� ������ �� C' ���� ��
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D1

A ∨ B

��A
D2

C

��B
D3

C

C
(∨E)

����� ����� �� C � ��%��/����� 5�%����� ��� ������ 	�- ��%��/�7
���� 5�%����� ������ D1' ��%��/����� 5�%����� ������ D2' �	�&
&�9�� A' � ��%��/����� 5�%����� ������ D3' �	�& &�9�� B�

6��&���& �
�� %��
��� .��� � %��
��� �
�Æ�,� 
������ ⇒0 &�9�&� %��7
/����� ���� 5�%������ *��&�' ��� ������ D2 � D3 �&��� ����& 5�%�����
A � B' ���� �� 5�%����� &��� ���� %��/����� %��&���& %��
��� (∨E)�
>	�����&� �� �����& %��&���& �
�� %��
��� &�9�&� %��/����� �������'
����� ��� �������� 5�%����� A � B�
���� ���&� %��
��� ��
�Æ�,� %������� �����/��� �� 
������ ∧' ⇒ � ∨' %�
��
���&� ����� %������������/��	�� ����� � ��&� 	� ����	�� �� %��
����

������� � *�%��
�&� ����� ��� ��%��/�����5 5�%����� ��
���&��� ((A ∨ B) ∨ C) ⇒ (A ∨ (B ∨ C))�

��(A ∨ B) ∨ C
3

��A ∨ B
2

��A
1

A ∨ (B ∨ C)
∨ U1

��B
1

B ∨ C
∨ U1

A ∨ (B ∨ C)
∨ U2

A ∨ (B ∨ C)
1∨E

��C
2

B ∨ C
∨ U2

A ∨ (B ∨ C)
∨ U2

A ∨ (B ∨ C)

((A ∨ B) ∨ C) ⇒ (A ∨ (B ∨ C))
3 ⇒ U

2∨E

<������� �
�& ������' &�9� 	� ��%��
��� ����� ��� ��%��/�7
����5 5�%����� �� ���&��� (A ∨ (B ∨ C)) ⇒ ((A ∨ B) ∨ C)�

�5 /�
��
� �
����
&�(� �����	
 ⊥
>� ��+� ���� 
������ �	����� ������ {∧,∨,⇒,⊥} �	���� ��& ��+ �� %���7
	��
�&� %��
��� ��
�Æ�,� �� 
����� ⊥� 1� ��� 
����� %�	���� 	�&� �����
%��
��� ��
�Æ�,�' %��
��� ���&���/��� 
������ ⊥�

������� ����������� ������� ⊥

<�� �� D

⊥
����� �� ⊥' ���� ��

D

⊥
A

(⊥E)

����� �� A' ��� �� A %����
���� ���&����

4����' �
�& %��
���& �� ⊥ �����(���&� %����
���� ���&��� A�
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��

 ���Æ�"
 � �
����
&�(� �����	
 ⇔
@	�& �� 
������ ���� {∧,∨,⇒,⊥} � %�������� �����/��� %�	���� %��
���
�
�Æ�,� � ���&���/��� �� �	���� ����(�� 
������� ����&� 	� ������/���
�� �� A ⇔ B ��&��� �� (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)� 1��� 
� %��
��� �
�Æ�,� �
���&���/��� �� ⇔ ���� ����& �
�Æ�,� � ���&���/��� �� ∧ ���� �� A ��+
A ⇒ B' � B ��+ B ⇒ A� 6�������&� 	����
� �����	��
�� %��&���

������  4�������- x = 2 ��� � 	�&� ��� x − 2 = 0�
4���� 	� 	�	���� �� �
� �����
4���� 	 ��
� �� ��	��- ��� �� x = 2' ���� �� x− 2 = 2− 2 = 0' ���

�9� x − 2 = 0�
4���� 	 ��	�� �� ��
�- ��� �� x − 2 = 0' ����' ����
�,�& 2 	�
��� 	����� �������	��' ������&�- x − 2 + 2 = 0 + 2' ��� x = 2�

6��
��� �
�Æ�,� 
������ ⇔ �� %���	��
���� ������& � ������
  �

������� 
��Æ�0� ������� ⇔
<�� 	�

D1

A ⇒ B
�

D2

B ⇒ A

������ ����& �� A ⇒ B � �� B ⇒ A' ���� ��

D1

A ⇒ B

D2

B ⇒ A

A ⇔ B
(⇔ U)

����� �� A ⇔ B � ��%��/����� 5�%����� ��� ������ 	� ��%��/�7
���� 5�%����� ������ D1 � D2�

< �
� � %��
��� ���&���/��� 
������ ⇔�

������� ����������� ������� ⇔
<�� ��

D

A ⇔ B

����� �� A ⇔ B' ���� 	�

D

A ⇔ B

A ⇒ B
(⇔ E1)

D

A ⇔ B

B ⇒ A
(⇔ E2)

������ ����& �� A ⇒ B � �� B ⇒ A � ��%��/����� 5�%����� ��5
������ 	� ��%��/����� 5�%����� ������ D�

8���	��
� ������ �� �������� �4� � %��
��� �
�Æ�,� 
������ ⇔' ��%��7

�
�&� ����� ��� ��%��/�����5 5�%����� �� ���&���-

(A ∧ B) ⇔ (B ∧ A)
((A ∧ B) ∧ C) ⇔ (A ∧ (B ∧ C))
((A ∨ B) ∨ C) ⇔ (A ∨ (B ∨ C))�
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������� 	 4���� �� (A ∧ B) ⇒ (B ∧ A) �� ������� � ����(�&�
	� D1 � ����� �� (B ∧ A) ⇒ (A ∧ B) .�� ���� 	&� ����� �� ��
�������� ������ D10 ����(�&� 	� D2� 8���	��
� ������ D1 � D2

� %��
��� (⇔ U)' ������&� 	����
� %������������/��	�� �����-
D1

(A ∧ B) ⇒ (B ∧ A)

D2

(B ∧ A) ⇒ (A ∧ B)

(A ∧ B) ⇔ (B ∧ A)
⇔ U

8��� ������ D1 � D2 ��&��� ��%��/�����5 5�%�����' �� � �
��
����� ��&� ��%��/�����5 5�%������

4���� �� (A∧ (B∧C)) ⇒ ((A∧B)∧C) �� ������� � ����(�&� 	�
D3 � ����� �� ((A∧B)∧C) ⇒ (A∧(B∧C)) .�� ���� 	&� ����� ��
�� �������� ������ D30 ����(�&� 	� D4� 8���	��
� ������ D3 �
D4 � %��
��� (⇔ U)' ������&� %������������/��	�� �����-

D4

((A ∧ B) ∧ C) ⇒ (A ∧ (B ∧ C))

D3

(A ∧ (B ∧ C)) ⇒ ((A ∧ B) ∧ C)

((A ∧ B) ∧ C) ⇔ (A ∧ (B ∧ C))
⇔ U

8��� ������ D3 � D4 ��&��� ��%��/�����5 5�%�����' �� � �
��
����� ��&� ��%��/�����5 5�%������

*� %��%��� �	�� ��(��' ����	��
� ������ �� ������� � � %��
���
�
�Æ�,� 
������ ⇔' %��
� 	� ����� ��� ��%��/�����5 5�%�����
�� ���&��� ((A ∨ B) ∨ C) ⇔ (A ∨ (B ∨ C))�

:5 /�
��

 ���Æ�"
 � �
����
&�(� �����	
 ¬
6���&� 	� ���� &�9�&� ����	���� ����/��� � %��/�	�&� �����(�
�,�)
����&� 	� �� 	&� ����/��� ������	��� %�&�
� 
������ ⇒ � ⊥ �� 	����
�
��(��- ¬A �� ��&��� �� A ⇒ ⊥� �����
��� ��(���' ���� 5�
�&� �� ��9�&�
�� ��+�� ���� ��(�� .�� ���� A0 ��9�&� �� ��� �� 
�9�' ���� 	���� ����
�%+��%������ ���	���� .�� ��
 A' 
��� ⊥0� ;
� %��&���- �%+��%������
�� �� �� 0 = 1 ���	����� 1��� �� ��(���/�&- ��
 ��

√
2 	���
��� ��
�� 
���

�� 0 = 1 �� �����(��� ��(�� 	��%+���� �	�����-
√

2 ���� 	���
��� ��
��
@
�� ��(�� �����(�
�,� �� %���	��
��� � %��
��� �
�Æ�,� ¬�

������� 
��Æ�0� ������� ¬
<�� ��

D

⊥
����� �� ⊥ � A �� ���� ���&���' ���� ��

��A
D

⊥
¬A

(¬U)

����� �� ¬A � ��%��/����� 5�%����� ��� ������ 	� ��%��/�����
5�%����� ������ D' �	�& &�9�� A�
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> �� �
� %��
��� 
�9� �� ����� D �� &��� �� �&� 5�%����� A � �� �����&
%��&���& �
�� %��
��� &�9�&� %��/����� �������' ����� ��� ��������
5�%����� A� 3�/�&� �� 	� �
� %��
���' %��
��� �
�Æ�,� 
������ ¬' ����
�
� %��
��� 	
�Æ�,� �� %����
��(��	� .reductio ad absurdum0� 6��&���&�
�� ��� � %��
��� �
�Æ�,� 
������ ¬ ���&��� ¬A ��&���&� 	� A ⇒ ⊥'
���� ������&� %��
��� �
�Æ�,� ⇒ ���� �� ���&��� B ��+ ⊥-

��A
D

⊥
A ⇒ ⊥ ⇒ U

>	�� ����' %��
��� ���&���/��� 
������ ¬ 
� ���� � 	�
��� %��
���
���&���/��� 
������ ⇒ ���� �� ���&��� B ��+ ⊥-

D1

A ⇒ ⊥
D2

A

⊥ ⇒ E

;
� %��
��� ���&���/��� 
������ ¬�

������� ����������� ������� ¬
<�� 	�

D1

A

D2

¬A

����� ����& �� A � �� ¬A' ���� ��

D1

A

D2

¬A

⊥ (¬E)

����� �� ⊥ � ��%��/����� 5�%����� ��� ������ 	� ��%��/�����
5�%����� ������ D1 � D2�

���� 	&� ������	��� %��
��� %������� �����/��� �� 	
� 
������' %�
��%��
�&� ��+ ���� %������������/��	�� ������

������� � *�%��
�&� ����� ��� ��%��/�����5 5�%����� �� ���7
�������� (¬(A ∨ B)) ⇔ (¬A ∧ ¬B) .4� �������
 �����0� 6�
�
��%��
�&� ����� �� ���&��� (¬(A ∨ B)) ⇒ (¬A ∧ ¬B)-

��A
1

A ∨ B
∨ U1 ��¬(A ∨ B)

3

⊥

¬A
1¬U

¬E

��B
2

A ∨ B
∨ U2 ��¬(A ∨ B)

3

⊥

¬B
2¬U

¬E

¬A ∧ ¬B

(¬(A ∨ B)) ⇒ (¬A ∧ ¬B)
3 ⇒ U

∧ U
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;
� 	��� ������ �� ���&��� (¬A ∧ ¬B) ⇒ (¬(A ∨ B))-

��A ∨ B
2

��A
1 ��¬A ∧ ¬B

3

¬A
∧ E1

⊥
¬E

��B
1 ��¬A ∧ ¬B

3

¬B
∧ E2

⊥
¬E

⊥
1 ∨ E

¬(A ∨ B)

(¬A ∧ ¬B) ⇒ (¬(A ∨ B))
3 ⇒ U

2¬U

<�� ����� �� ���&��� (¬(A∨B)) ⇒ (¬A∧¬B) ����(�&� 	� D1'
� ����� �� ���&��� (¬A ∧ ¬B) ⇒ (¬(A ∨ B)) ����(�&� 	� D2'
���� ������&� 	����
� %������������/��	�� �����-

D1

(¬(A ∨ B)) ⇒ (¬A ∧ ¬B)

D2

(¬A ∧ ¬B) ⇒ (¬(A ∨ B))

(¬(A ∨ B)) ⇔ (¬A ∧ ¬B)
⇔ U

���� �� ����� �� ���&��� (¬(A ∨ B)) ⇔ (¬A ∧ ¬B) ��� ��%��/�7
����5 5�%������

<������� �
�& ������' &�9� 	� ��%��
��� ����� ��� ��%��/�7
����5 5�%����� �� ����������� (¬(A ∧ B)) ⇔ (¬A ∨ ¬B)�

,5 /������ 0�
��
�

E��&���� 	�	��& %������� �����/��� ���� %���	��
�� �	����� ������'
�	�& %��
��� �
�Æ�,� � ���&���/��� �� ����(�� 
������' �&� ��+ �����
%��
��� ��
�Æ�,�' 6��	�
� %��
����

������� �������

<�� ��
A ⇒ B

D

A

����� �� A' ���� ��

��A ⇒ B

D

A

A
(Pers)

����� �� A � ��%��/����� 5�%����� ��� ������ 	� ��%��/�����
5�%����� ������ D �	�& ���&��� A ⇒ B�

>	�����&� �� �� 6��	�
� %��
��� 
�9� �� 5�%����� A ⇒ B �� &�����
%�	������� � ��& 	��(���
�&� 6��	�
� %��
��� �� ���
������' ��� ��

������
D

A �����(���&� �%�� A�

4����' %���	��
��� 	&� 	
� %��
��� ��
�Æ�,� 	�	��&� %������� �����7
/��� �� �	����� ������� *� ����� %���	��
�&� ��+ ����� %��
��� ���� ��'
	����
��� ��(���' �	�� ��(��� ��� 6��	�
� %��
���' %��
��� ����� 	
�Æ�,�
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�� %����
��(��	�� *��&�' 
�9� �� ��� 	��%� ���� (��� %��
��� ��
�Æ�7
,� �� ����(�� 
������ ����&� ���� ���� �� �� �
� %��
��� ����
�&� �	��
���&���� 	�	��&' ���&���� 	�	��& �	����� �������

������� ����) ���Æ�0� �� ��������+���� ����� reductio ad absurdum�

<�� ��
¬A

D

⊥
����� �� ⊥' ���� ��

��¬A

D

⊥
A

(RAA)

����� �� A � ��%��/����� 5�%����� ��� ������ 	� ��%��/�����
5�%����� ������ D �	�& ���&��� ¬A�

> �� �
� %��
��� 
�9� �� 5�%����� ¬A �� &����� �� %�	����� � ��&
	��(���
�&� %��
��� ����� 	
�Æ�,� �� %����
��(��	� �� %��
��� (⊥E)� <
	��� %���9�&� �� 	� 6��	�
� %��
��� � %��
��� RAA �	�� ��(���' ���
����(��� ��(���' �� 	� &�Æ�	���� ��
�
��������

�������  6��	�
� %��
��� � RAA 	� &�Æ�	���� ��
�
�������
%��
����

>&�&� �����

A ⇒ B

D

A
� 6��&���& 6��	�
�� %��
��� �� %�	���,�

���&��� �
�� ������' ���&��� A' ������ ��	&� ��� �����(��
���&��� A � ���&��� A ⇒ B �� ���� %��/����� 5�%������ ��
�&�&� �� ��	%�����,� %��
��� ��
�Æ�,� �� 	
� 
������ � %��7

��� RAA � &���&� �� ��%��
�&� ����� 	� �	��& �����(��& �
	� �	��& 	��%�& ��%��/�����5 5�%����� ��� �� 	&� �� ����� D
%��&����� 6��	�
� %��
���� ;
� ��� ������-

��A
1

��¬A
2

⊥ ¬E

B
⊥E

A ⇒ B
1 ⇒ U

D

A ��¬A
2

⊥ ¬E

A
2RAA

4����' �
�� ����� �� ��&��� �� 6��	�
� %��
���� 8�9�&� �� 	&�
6��	�
� %��
��� ��
��� �� %��
��� RAA ���� +�� 	� �	����
%��
��� ��
�Æ�,� 	����� ��' ,�5 �
�� �&�&� �� ��	%�����,��
@	���� �� %��
��� RAA ��
���&� �� 6��	�
�� %��
���� >&�&�




��� ��6��9� ;%<�6� 6�% *%>��;9� =3%>��� ���

�����

¬A

D

⊥ � 6��&���& %��
��� RAA �� %�	���,� ���&��� �
��
������' ���&��� ⊥' ������ ��	&� ���&��� A � ���&��� ¬A
�� ���� %��/����� 5�%������ �� ���&��� ¬A ��&�,���&� 	�
A ⇒ ⊥' �&�&� �� ��	%�����,� ��� �����' 	
� %��
��� ��
�Æ�,�
�� ����(�� 
������ � 6��	�
� %��
��� � %��
�&� ����� 	� �	��&
�����(��& � 	� �	��& 	��%�& ��%��/�����5 5�%����� ��� �� 	&�
�� ����� D %��&����� %��
��� RAA-

��A ⇒ ⊥
1

D

⊥
A

⊥E

A
1Pers

*� ��� ��(�� 	&� %������� �� 	� %��
��� RAA &�9� ��
�	�� ��
6��	�
�� %��
����

4����' �� �������  	���� �� 	� 6��	�
� %��
��� � %��
��� ����� 	
�Æ�,�
�� %����
��(��	� &�Æ�	���� ��
�
������� %��
���' ��� ��� 	��%� ����
(��� %��
��� ��
�Æ�,� �� 	
� ����(�� 
������ ����&� ���� ���� �� ��
�
� %��
��� ������&� �	�� ���&���� 	�	��& .���&���� 	�	��& �	�����
������0�
*� ����� �
�� ������ %���	��
�&� ����� �� ���&��� A ∨ ¬A � ��&� 	�
����	�� %��
��� ����� 	
�Æ�,� �� %����
��(��	�� G�	�� ��' �� �	��
�
�������  ' �� 	� &�9� ��%��
��� ����� �� �� ���&��� � ��&� 	� ����	��
6��	�
� %��
����

������� " 1� ���&��� A∨¬A %�	���� ����� ��� ��%��/�����5
5�%������
;
� ������ ���
�� ������-

��¬A
1

A ∨ ¬A
∨ U2

��¬(A ∨ ¬A)
2

⊥
¬E

A

A ∨ ¬A
∨ U1

1RAA

��¬(A ∨ ¬A)
2

⊥
A ∨ ¬A

2RAA

¬E

%���� -����"�� "	"����
�. ����	� N
���� 
�&� ������	��� ����� ���&���� 	�	��& %������� �����/���' ���&����
	�	��& N � 8�� � 	
��� ���&���� 	�	��& � 	�	��& N %��%��� �� ����Æ�� 	�
	
��� (����� ����- 	��%�& �	��
��5 	�&���� S(N )' 	��%�& �	�����5 ���&���
F(N )' 	��%�& ��	��&� A(N ) � 	��%�& %��
��� ��
�Æ�,�R(N )� ���% �	��
��5
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	�&���� 	�	��&� N ' 	��% S(N )' ��	�� ������� �	����� ������ ������	�� �
������ ����� 	� ������& %�&�
��& 	�&����& ��

6�
� �������* ���(��� ������� N & ��
� S(N )

���% �	��
��5 	�&���� 	�	��&� N ' 	��% S(N )' 	�	���� 	� �� 	����
�
��� 	��%�-
� %�������
�� 	��%� �	����5 	��
�' 	��%� P' (��� ���&���� 	� p0' q0'
r0' p1' q1' r1'���' pn' qn' rn'���A
� 	��%� ����(��5 
������ {∧,∨,⇒,⊥}' ��� 	� ∧,∨ � ⇒ �������

����/�' � ⊥ ������� 
�����A
� 	��%� %�&�
��5 	�&���� {(, ),�}�

>	����� ���&��� 	�	��&� N 	� �	����� ���&��� ������	��� � ������ �����'
��� �%�� %���
�&� ,�5�
� ������/����

!�'������� ������� '���
�� ������� N
.�0 >	����� 	��
� � 
����� ⊥ 	� �	����� ���&��� 	�	��&� N �
.�0 <�� 	� A � B �	����� ���&��� 	�	��&� N ' ���� 	� � (A ∧ B)'
(A ∨ B) � (A ⇒ B) �	����� ���&��� ��� 	�	��&��

F����/� ⇔' ¬ � � 	� ������	��� ��� � ������ ������
> � 	�	��&�N %�+����&� ����
�� �� %�� %�	�,� �	�����5 ���&��� ���	��
7

��&� 	�	
�& 	%���+,� ��������

6�
� '���
�� ������� N & ��
� F(N )

���% ���&��� 	�	��&� N ' 	��% F(N )' (��� �	����� ���&��� ���
	�	��&� N �

8���(�� 	��%�
� �	�����5 ���&��� ����(�
�
�&� 	� Γ' Δ' Λ'���' Γ1' Δ1'
Λ1'���' Γ′' Δ′' Λ′'��� 1� ������	�,� 	��%� ��	��&� � 	��%� %��
��� ��
�Æ�,�
	�	��&� N ' 	��%�
� A(N ) � R(N )' ����	��
�&� 	��
����' ���� %��
�&� �� ���7
&����� 	��%� 	�&���� S(N )� ���
��� �� ����� 	����
�� ������- Γ � A' ��� �� Γ
����(�� 	��% ���&��� ���� &�9� ���� � %����� 	��%� 1� ����(�� 	��% Γ' ��
%��&�� Γ = {B,C,D}' %�	�
�&� B,C,D � A' � ��� �� Γ %����� 	��%' ���� 
�&�
���	��
���� ∅ � %�	�
�&� 	�&� � A�

F�9�� �� ��
� �� 	��% ��	��&� 	�	��&� N ��
� (����� ���� ���&���' ����

� %��
��� ��
�Æ�,� ���� ����/��� ��&�Æ� ���&���� � 	�	��&� N 
�' �� ����
��9�&�' � ���
��� ����� ���� 	��
����� ;
� ���
�� ���� ���&����� 	�	��&�
N ' 	��%� ��	��&��

6�
� ������� ������� N & ��
� A(N )

<�	��&� 	�	��&�N 	� 	��
���� %�	����� ������� 2�(����' ��	��&��7
	�� 	��
��� 	�	��&� N �� ������

A � A' ��� �� A %����
���� ���&����
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<�	��&��	�� 	��
��� ����
��� ��	��&��	��& %��
��� ���� 	&� %���	��
���
� �����&����& �%�	� %������� �����/���� >	�����&� �� 	&� ������/���&
��	��&��	��� 	��
���� A � A � 	�
��� ���� ����� 	5�&� �� %��
��,� ��	��&��7
	��5 	��
�����' ���� +�� �� &�	�� A &�9� ���� %����
���� ���&���� *�
%��&��' 	��
���� C�C' A ⇒ C�A ⇒ C' C∨(A∧D) � C∨(A∧D) � B∧D � B∧D
	� ��	��&��	�� 	��
�����

L��
��� ��� ���&����� 	�	��&� N �� 	��% %��
��� ��
�Æ�,� ��� 	�	��&��
2� %��
��� 	&� 
�
 %���	��
��� � �����&����& �%�	� %������� �����/��� ���
%��
��� �
�Æ�,� � ���&���/��� ����(��5 
�������

6�
� ������� ����Æ�0� ������� N & ��
� R(N )

6��
��� ��
�Æ�,� � 	�	��&� N 
� ���� ����/��� ��&�Æ� 	��
������
���% %��
��� ��
�Æ�,� 	�	��&�N ' 	��%R(N )' (��� %��
��� ���&�7
��/��� � %��
��� �
�Æ�,� �� 	
��� �� �������5 
������ ∧' ⇒ �
∨A %��
��� ���&���/��� �� ������� 
����� ⊥A � 6��	�
� %��
����
4����' 	��% R(N ) (��� 	����
� %��
��� ��
�Æ�,�-

%��
��� ���&���/��� %��
��� �
�Æ�,�

(∧�1)
Γ � A ∧ B

Γ � A
(∧�2)

Γ � A ∧ B

Γ � B
(∧U)

Γ � A Δ � B

Γ ∪ Δ � A ∧ B

(⇒�)
Γ � A ⇒ B Δ � A

Γ ∪ Δ � B
(⇒U)

Γ1 � B

Γ � A ⇒ B

(∨�)
Γ � A ∨ B Δ1 � C Θ1 � C

Γ ∪ Δ ∪ Θ � C
(∨U1)

Γ � A

Γ � A ∨ B
(∨U2)

Γ � B

Γ � A ∨ B

(⊥E)
Γ � ⊥
Γ � A

6��	�
� %��
���

(Pers)
Γ ∪ {A ⇒ B} � A

Γ � A
� %��
��� (⇒U ) 	��% Γ &�9� ���� 	��% Γ1 ��� 	��% Γ1 \ {A}� �
%��
��� (∨A ) 	��% Δ &�9� ���� 	��% Δ1 ��� 	��% Δ1 \ {A}' � 	��%
Θ &�9� ���� 	��% Θ1 ��� 	��% Θ1 \ {B}�

8�� � ��	��&��	�� 	��
���� � %��
��� ��
�Æ�,� 	&����&� 	5�&�&��

%������� 6��&���&� �� � 	�	��&� N ��&�&� %��
��� ��
�Æ�,� �� 
������⇔
� ¬' ��� �� �	��
� 
��� ��&�Æ� 
������' �� %��
��� &�9�&� ��
�	�� �� %��
���
	�	��&� N �

����' %�+�� 	&� ������	��� 	
� (����� ���� ���&����� 	�	��&� N ' ����7
��+�&� %���& ������ � ��& 	�	��&�� � 	�	��&� N 
�&� ������
��� 	��
����'
��� %��
�
�&� ������ �� 	��
����� 1��� ������+�&� ����� � 	�	��&� N ���
��
� ���� (��� 	��
�����

!�'������� ������ �������� 
 ������
 N
� 	�	��&� N ����� 	��
���� Γ � F �� ����� ����(�� ��
� � (���&
������ �� ��+ ��� 	��
��� Γ � F ' �� 	
���& ��	�� �� ����� ��	��&��7
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	�� 	��
���' � 	
��� �����,� �� �%��
���� ����& %��
���& ��
�Æ�,�
	�	��&� N � .6��&���&� �� �� ����� ��	��&��	��� 	��
���� ��
� 	�
�����& (
���& .����� � ��	�0 � ��&� �� 	�& ��� 	��
����0

<�� %�	���� ����� � (���& ������ �� 	��
��� Γ � F ' ���� ��9�&� �� �� 	��
���

Γ � F ������
 � 	�	��&� N � *��� ����� D 	��
���� Γ � F ��%�	�
�
�&�
D

Γ � F
�

6�
�9�&� 	��� ������ � ��+�& �����&����& �%�	� %������� �����/��� ��
������ "���� � ������ � 	�	��&� N � 4���� � �����&����& �%�	� %�������
�����/��� � (���& �� ������ ���&��� F ' � 	
� ��%��/����� 5�%����� �� ��	7
��
�&� ��� ��
��� (��� 	��% Γ �� ����� 	��
���� Γ � F � 4���� � �����&����&
�%�	� %������� �����/��� ���� ��&� ��%��/�����5 5�%�����' � � (���& ������
�� ���&��� F �� ����� 	��
���� � F � 6��
��� ��
�Æ�,� 	�	��&� N 	� %��
���
��
�Æ�,� �� 
������ ∧' ⇒' ∨ � ⊥ � 6��	�
� %��
��� ���� 	&� %���	��
��� �
������ "����' 	�&� ��%�	��� �����(���� *� %��&��' %��
��� �
�Æ�,� 
������
⇒ �� �����&����� �%�	� ����
��� %��
��� (⇒U) 	�	��&� N � *��&�' � ������
"���� � %��
��� �
�Æ�,� 
������ ⇒ �&��� 	&� ����� ���&��� B (��� �� 	��%

��%��/�����5 5�%����� 	��% Γ1' �����
D

B
� � 	�	��&� N �� �� ����� 	��
����

Γ1 � B� 6��&���& %��
��� �
�Æ�,� 
������ ⇒ �� ����� D ������&� �����
���&��� A ⇒ B' (��� 	��% ��%��/�����5 5�%����� �� 	��% Γ1' �	�& &�9��
���&��� A� 2� ���(� �� 	��% Γ1 &�9� ��� � �� &��� �� 	���9� ���&��� A
� 
�+�' �� ���� Γ1 	���9� ���&��� A �� ���&��� �� &��� �� ���� %��/�����
5�%����� %��&���& %��
��� �
�Æ�,� 
������ ⇒� �
� �� &���
��	�� ���� 	� �
%��
���& (⇒U) 	�	��&� N � � 	�	��&� N %��&���& %��
��� (⇒U) �� �����
	��
���� Γ1 � B ������&� ����� 	��
���� Γ � A ⇒ B � �&�&�-

.�0 <�� 	��% ��%��/�����5 5�%����� Γ1 ������ D 	���9� ���&��� A' ����
�&�&� �
� 	��(���- ��� A ��	�� %��/����� 5�%����� %��
��� �
�Æ�,� 
������
⇒ ������&� ����� ���&��� A ⇒ B 	� 	��%�& ��%��/�����5 5�%����� Γ1 \ {A}'
� �� �� � 	�	��&� N ����� 	��
���� Γ � A ⇒ B � ��&� �� Γ = Γ1\{A}A ��� A ����
%��/����� 5�%����� %��
��� �
�Æ�,� 
������ ⇒' ���� �&�&� ����� ���&���
A ⇒ B 	� 	��%�& ��%��/�����5 5�%����� Γ1' � � 	�	��&� N �� �� ����� 	��
����
Γ � A ⇒ B � ��&� �� Γ = Γ1�

.�0 <�� 	��% ��%��/�����5 5�%����� Γ1 ������ D �� 	���9� ���&��� A' ����
%��&���& %��
��� �
�Æ�,� 
������ ⇒ ������&� ����� ���&��� A ⇒ B 	�
	��%�& ��%��/�����5 5�%����� Γ1' � � 	�	��&� N �� �� �%�� ����� 	��
����
Γ � A ⇒ B � ��&� �� Γ = Γ1�

������ " *�%��
�&� ����� ����������� (A∧(A ⇒ B)) ⇒ B .modus
ponens0 ��%�	���
� �� �� �����&���� ��(�� %������ � ������ "�����

��A ∧ (A ⇒ B)
1

A ⇒ B
∧ E2

��A ∧ (A ⇒ B)
1

A
∧ E1

B
⇒ E

(A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B
1 ⇒ U
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@
� �� ����� ��� ��%��/�����5 5�%������ < 	��� ��%��
�&� �����
	��
���� � (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B � 	�	��&� N �

A ∧ (A ⇒ B) � A ∧ (A ⇒ B)

A ∧ (A ⇒ B) � A ⇒ B
∧ E2

A ∧ (A ⇒ B) � A ∧ (A ⇒ B)

A ∧ (A ⇒ B) � A
∧ E1

A ∧ (A ⇒ B) � B

� (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B
⇒ U

⇒ E

*� ��	��
�&� 	� ��	��&��	�� 	��
���� A∧ (A ⇒ B) � A∧ (A ⇒ B)'
� 	
��� �����,� �� �%��
���� ����& %��
���& ��
�Æ�,� 	�	��&� N �
� ������ �� 	��
��� � (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B' %� ��9�&� �� �� ���
	��
��� ������
 � 	�	��&� N �

*������ ������/��� 
� ��& ��
� +�� 	� �� �����&� 	�	��&� N �

!�'������� ������� ������� N
E��&��� F �� �����&� 	�	��&� N ���� �� 	��
��� � F ������
 �
	�	��&� N �

4����' ����������� modus ponens' (A ∧ (A ⇒ B)) ⇒ B' �� ������� " ��
�����&� 	�	��&� N �

������ # 8���	��
� ������ �� �������� �4� � ������� " �� ������
"���� ���� 	� � 	�	��&� N &��� ��%��
��� ������ �� 	��
����-

.�0 � (A ∧ B) ⇔ (B ∧ A)'

.�0 � ((A ∧ B) ∧ C) ⇔ (A ∧ (B ∧ C))

."0 � ((A ∨ B) ∨ C) ⇔ (A ∨ (B ∨ C))

.�0 � (¬(A ∨ B)) ⇔ (¬A ∧ ¬B)

.�0 � (¬(A ∧ B)) ⇔ (¬A ∨ ¬B)

. 0 � A ∨ ¬A

*� �	��
� ������/��� �����&� 	�	��&� N ������&� �� 	� ���&���
� ��
�����& 	��
����&� �����&� 	�	��&� N �

6��&���&� �� 	� �����&� 	�	��&� N �� ������� " � ������� # ������������
� �������& ����/�&� 
�&� �� ��+ �������� ����������� .����������� �� �������
	 � ������ ����" � ��	�������
�� ������0 �������� �� 	� �����&� 	�	��&� N �

������� # E��&��� A ⇒ (B ⇒ A) �� �����&� 	�	��&� N �

A � A

A � B ⇒ A
⇒ U

� A ⇒ (B ⇒ A)
⇒ U
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������� 1 E��&��� (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C)) ��
�����&� 	�	��&� N �

A ⇒ (B ⇒ C) � A ⇒ (B ⇒ C) A � A

A ⇒ (B ⇒ C), A � B ⇒ C
⇒ E

A ⇒ B � A ⇒ B A � A

A ⇒ B, A � B
⇒ E

A ⇒ (B ⇒ C), A ⇒ B, A � C

A ⇒ (B ⇒ C), A ⇒ B � A ⇒ C

A ⇒ (B ⇒ C) � (A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C)

� (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C))
⇒ U

⇒ U

⇒ U

⇒E

������� �3 E��&��� ((A ⇒ B) ⇒ A) ⇒ A �� �����&� 	�	��&� N �

(A ⇒ B) ⇒ A � (A ⇒ B) ⇒ A A ⇒ B � A ⇒ B

(A ⇒ B) ⇒ A, A ⇒ B � A
⇒ E

(A ⇒ B) ⇒ A � A

� ((A ⇒ B) ⇒ A) ⇒ A
⇒ U

Pers

������� �� E��&��� A ⇒ (B ⇒ (A ∧ B)) �� �����&� 	�	��&� N �

A � A B � B

A, B � A ∧ B
∧ U

A � B ⇒ (A ∧ B)

� A ⇒ (B ⇒ (A ∧ B))
⇒ U

⇒ U

������� �� E��&��� (A ∧ B) ⇒ A � (A ∧ B) ⇒ B 	� �����&� 	�	��&� N �

A ∧ B � A ∧ B

A ∧ B � A
∧ E1

� (A ∧ B) ⇒ A
⇒ U

A ∧ B � A ∧ B

A ∧ B � B
∧ E2

� (A ∧ B) ⇒ B
⇒ U

������� �� E��&��� A ⇒ (A ∨ B) � B ⇒ (A ∨ B) 	� �����&� 	�	��&� N �

A � A

A � A ∨ B
∨ U1

� A ⇒ (A ∨ B)
⇒ U

B � B

B � A ∨ B
∨ U2

� B ⇒ (A ∨ B)
⇒ U

������� �	 E��&��� (A ⇒ C) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ ((A ∨ B) ⇒ C)) ��
�����&� 	�	��&� N �

A ∨ B � A ∨ B

B ⇒ C � B ⇒ C B � B

B, B ⇒ C � C
⇒ E

A ⇒ C � A ⇒ C A � A

A, A ⇒ C � C
⇒ E

A ⇒ C, B ⇒ C, A ∨ B � C
∨ E

A ⇒ C, B ⇒ C � (A ∨ B) ⇒ C

A ⇒ C � (B ⇒ C) ⇒ ((A ∨ B) ⇒ C)
⇒ U

� (A ⇒ C) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ ((A ∨ B) ⇒ C))
⇒ U

⇒ U




��� ��6��9� ;%<�6� 6�% *%>��;9� =3%>��� �"�

������� �� E��&��� ⊥ ⇒ A �� �����&� 	�	��&� N �

⊥ � ⊥
⊥ � A

⊥E

� ⊥ ⇒ A
⇒ U

������� � E��&��� ((A∨B)∧C) ⇔ ((A∧C)∨ (B∧C)) �� �����&�
	�	��&� N �
4�����
�&� �� 	� 	��
���� � ((A ∨ B) ∧ C) ⇒ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)) �
� ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)) ⇒ ((A ∨ B) ∧ C) ������
� � 	�	��&� N �
6�
� %���	��
�&� ����� �� � ((A ∨ B) ∧ C) ⇒ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C))'
����� D1' � ��&� �� 	� F ����(��� ���&��� (A ∨ B) ∧ C�

F � F

F � A ∨ B
∧ E1

A � A

F � F

F � C
∧ E2

A, F � A ∧ C

A, F � (A ∧ C) ∨ (B ∧ C)
∨ U1

∧ U
B � B

F � F

F � C
∧ E2

B, F � B ∧ C

B, F � (A ∧ C) ∨ (B ∧ C)
∨ U2

∧ U

(A ∨ B) ∧ C � (A ∧ C) ∨ (B ∧ C)

� ((A ∨ B) ∧ C) ⇒ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C))
⇒U

∨ E

< 	��� �
� ������ �� 	��
��� � ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)) ⇒ ((A ∨ B) ∧ C)' ����� D2'
� ��&� �� 	� E ����(��� ���&��� (A ∧ C) ∨ (B ∧ C)�

E�E

A∧C�A∧C

A∧C�A
∧E1

A∧C�A∨B
∨U1

B∧C�B∧C

B∧C�B
∧E1

B∧C � A∨B
∨U2

(A∧C)∨(B∧C) � (A∨B)
∨E

E�E

A∧C � A∧C

A∧C � C
∧E2

B∧C � B∧C

B∧C�C
∧E2

(A∧C)∨(B∧C) � C
∨E

(A∧C)∨(B∧C) � (A∨B)∧C

� ((A∧C) ∨ (B∧C))⇒((A∨B)∧C)
⇒U

∧U

� 	�	��&� N ' ����	��
� D1 � D2 � %��
��� ∧U ' %��
�&� �����-
D1

� ((A ∨ B) ∧ C) ⇒ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C))

D2

� ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)) ⇒ ((A ∨ B) ∧ C)

� (((A ∨ B) ∧ C) ⇒ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C))) ∧ (((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)) ⇒ ((A ∨ B) ∧ C))
∧U �

4����' �� �	��
� %������5 
��� ��&�Æ� 
������' �&�&� �� �� �
�
����� �� ���&��� ((A ∨ B) ∧ C) ⇔ ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C))' ��� �� ��
��	�������
�� ����� ∧ � ����	� �� ∨ �����&� 	�	��&� N �

%���% /�
�	������� ����	�. ����	� L
� �
�& ������ ������	�
�&� ��+ ����� ���&���� 	�	��& �	����� ������' 5��7
�����
	�� 	�	��&' 	�	��& L�

6�
� �������* ���(��� ������� L& ��
� S(L)

���% �	��
��5 	�&���� 	�	��&� L �� 	��% �	��
��5 	�&���� 	�	��&�
N ��� %�&�
��� 	�&���� ��
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>	����� ���&��� 	�	��&� L 	� �	����� ���&��� 	�	��&� N �

6�
� '���
�� ������� L& ��
� F(L)

���% ���&��� 	�	��&� L' 	��% F(L)' (��� �	����� ���&��� ���
	�	��&� L' ��� 	��% F(L) �� ������ 	��%� F(N )�

8���(�� 	��%�
� ���&��� 	�	��&� L ����(�
�
�&� ��� � 	�	��&� N � ����'
	� 	��%�& ��	��&� � 	��%�& %��
��� ��
�Æ�,�' �	%���
� 	� ������� ��&�Æ�
	�	��&� N � L� <�	��&� 	�	��&� L 	� %�	���� ���&���� 	��%� F(L)' ��� ����
�	����� ���&���' � %��
��� ��
�Æ�,� 	�	��&� L �� ����� ����/��� ��9��� " ��
	��%� F(L)�

6�
� ������� ������� L& ��
� A(L)

(A1) A ⇒ (B ⇒ A)

(A2) (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C))

(A3) ((A ⇒ B) ⇒ A) ⇒ A

(A4) A ⇒ (B ⇒ (A ∧ B))

(A5) (A ∧ B) ⇒ A

(A6) (A ∧ B) ⇒ B

(A7) A ⇒ (A ∨ B)

(A8) B ⇒ (A ∨ B)

(A9) (A ⇒ C) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ ((A ∨ B) ⇒ C))

(A10) ⊥ ⇒ A

��� 	� A' B � C %����
���� ���&����

F�9�� �� �	��
� �� 	&� ��%�&���& �� A' B � C &��� ���� %����
����
���&��� � 	�
��� ����� �� ��
����� ��	��&� %���	��
���� 	5�&� ��	��&�� *�
%��&��' ��� � ��� 	5�&� (A1) �� &�	�� ���&��� A 	��
�&� ���&��� B ⇒ C' �
�� &�	�� ���&��� B 	��
�&� ���&��� A ∧ D' ���� ������&� ��	��&� 	�	��&�
L- (B ⇒ C) ⇒ ((A ∧ D) ⇒ (B ⇒ C))�

6�
� ������� ����Æ�0� ������� L& ��
� R(L)

��	��& L �&� ����� %��
��� ��
�Æ�,�' %��
��� modus ponens-
A A ⇒ B

B
MP

��� 	� A � B %����
���� ���&����

!�'������� ������ 
 ������
 L
4���� � 	�	��&� L �� ����(�� ��� ���&��� .n ≥ 10

F1, ..., Fn'
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��� �� 	
��� ���&��� Fi' 1 ≤ i ≤ n' 
�9�-
��� Fi �� ��	��&�
��� �� Fi �����(�� %��
��� MP .modus ponens0 (��� %��&�	� 	�
���� �� ���&��� �� ���� F1, ..., Fn �����	� &�,�� �� i�
1� ����� F1, ..., Fn 
�&� ��
� �� �� ����� ���&��� Fn� ���� ���&���
���� 	� %���
���� � ��& ������' ���� n' �
�
�&� ��9���& ��� �������

�� 
�&� ������ 	�	��&� L %���	��
���� � � ������ ��
���� *��&�' 	
���
����� F1'���'Fn � 	�	��&� L &�9�&� %���	��
��� �����& ��
���& � (���& ������
�� ���&��� Fn' �� ��	��
�&� 	� 	
� ���&��� ��� ������ .���� F1'���'Fn0 ���� 	�
��	��&�' � 	
��� �����,� ��� ��
��� �� �%��
���� %��
���& ��
�Æ�,� MP ����
+�� 	� � ��,�& (
��� ��� �����,� ������ �����(�� %��
���' ���� ���&��� Fi'
� � ���,�& (
���
�&� 	� %��&�	� ��� %��
���' ���� ���&��� �� ���� F1, ..., Fn

�����	� &�,�� �� i�

!�'������� ������� ������� L
� 	�	��&� L ���&��� F �� �����&� ���� %�	���� ��� ����� �����
���&��� F � 	�	��&� L� 4� �� ���&��� F �����&� ����(�
�
�&� 	�
�L F ��� � F ' � ��� ����� �� ����� ����� �����&� F � 	�	��&� L�

� �������& %��&��� %���	��
�
�&� ����� ����� �����&� � 	�	��&� L�
������ 1 6���9�&� �� �� ����������� ������	�
��	� �&%����/���'
B ⇒ B' ����� �����&� 	�	��&� L� 6��
�&� 	����
� ��
�-

B ⇒ ((B ⇒ B) ⇒ B)Ax2

B ⇒ B

B ⇒ (B ⇒ B)(B ⇒ (B ⇒ B)) ⇒ (B ⇒ B)

��� �� Ax2 ���&��� (B ⇒ ((B ⇒ B) ⇒ B)) ⇒ ((B ⇒ (B ⇒ B)) ⇒ (B ⇒ B))�

;
� ��� ������ � ������ �����

�� (B ⇒ ((B ⇒ B) ⇒ B)) ⇒ ((B ⇒ (B ⇒ B)) ⇒ (B ⇒ B))

���� �� 	
����	 �
�� ���� A �� B� B �� B ⇒ B � C �� B�

�� B ⇒ ((B ⇒ B) ⇒ B)

���� �� 	
����	 �
�� ���� A �� B � B �� B ⇒ B�

�� (B ⇒ (B ⇒ B)) ⇒ (B ⇒ B)

��	
���	
 ��	���	 MP �� �� � ���

�� B ⇒ (B ⇒ B)

���� �� 	
����	 �
�� ���� A �� B � B �� B�

�� B ⇒ B

��	
���	
 ��	���	 MP �� �� � ���

4����' ���&��� B ⇒ B �� �����&� 	�	��&� L' ��� �L B ⇒ B�
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���� 
�&� %������� ���� 	
��	�
� ������ � 	�	��&� L�


������ �

� ������
 L ����/

��� ,�� �� Γ � A � Γ ⊆ Δ& ���� �� Δ � A-

��� 7��� Γ � A ��� � ���� ��� ������� ����+�� �����
� Δ ��
�� Γ ����� ��

���� Δ � A-

��� ,�� �� Γ � A � �� ����
 '���
�
 B �� ��
�� Γ ���� Δ � B& ���� ����

Δ � A-

����	

Γ � A ���(� �� � 	�	��&� L %�	���� ����� ���&��� A �� 	��%�
5�%����� Γ .������ "��0' ��� �� %�	���� ��� ���&��� F1'���' Fn ����

�� �� Fn ���&��� A' � �� 	
��� ���&��� Fi' 1 ≤ i ≤ n' 
�9�- ���
�� Fi ��	��&� ��� �� Fi �� 	��%� Γ' ��� �� Fi �����(�� %��
��� MP
(��� %��&�	� 	� ���� �
� %���5���� ���&��� ��� �����
.�0 8��� 
�9� Γ ⊆ Δ' ��&�5 �&�&� �� �� 	
��� ���&��� �� ����
F1'���' Fn ��� ��	��&� ��� ���&��� �� 	��%� Δ .��� �� Γ ⊆ Δ0 ���
�����(�� %��
��� MP �� ���� �
� %���5���� ���&��� ��� �����
4����' �&�&� ����� ����� ���&��� A �� 	��%� 5�%����� Δ' ��� Δ � A�
.�0 6�
� ���- %���%�	��
�&� �� 
�9� Γ � A� *��� �� Δ 	��% ��(�,��
�� 	
�5 ���&��� �� ���� F1'���' Fn ���� %��%����� 	��%� Γ� 4�����&�
�� �� Δ ����(�� %��	��% 	��%� Γ' � 	
��� ���&��� �� ���� F1'���' Fn

�� ��� ��	��&�' ��� %��%��� 	��%� Δ ��� �� �����(�� %��
��� MP '
��� 
�9�- Δ � A� 4���� ���- %���%�	��
�&� �� %�	���� ����(��
%��	��% 	��%� Γ' 	��% Δ' �� ���� 
�9� Δ � A� ����� �� �	��
�
�	����� �� ���� .�0 ������&� Γ � A�
."0 6�+�� �� 	
��� ���&��� B �� 	��%� Γ 
�9� Δ � B' �� ���(� �� ��
	
��� �� ���&��� %�	���� ����� �� 	��%� 5�%����� Δ� <�� � ������
���&��� A �� 	��%� 5�%����� Γ' ������ F1'���' Fn' 	
��� ���&��� B
���� %��%��� 	��%� Γ ��&���&� ,���& ������& �� 	��%� 5�%�����
Δ .���� �� ���� ��� ���&���0' ���� ������&� ��� ���&��� ���� 	�
��
�+�
� ���&���& A � � ��&� �� 	
��� ���&��� ��� ��	��&� ���
���&��� 	��%� Δ ��� �����(�� %��
��� MP �� ���� �
� %���5����
���&��� ��� ����� 2� ���(� �� �� �� ����� ����� ���&��� A �� 	��%�
5�%����� Δ' ��� 
�9� Δ � A�

♦

*� ����� �
��� ������' � ��&� �� %���	��
��� 	�	��& L' ������
�&� ���(����
�	����� 	�	��&� L' �����&� �����/����


������ � �
������ ����������

�� �������.�� '���
�� A � B � ���� ��
� '���
�� Φ ����/

��� �� Φ ∪ {B} � A& ���� �� Φ � B ⇒ A-
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6�� 	������ ������ 
������ ��������� ��
�&� �����' &�,� ���&����'
����� �� �����&� � ��&� 	� ������ %���	��
���� ��� ����(�� ��
����
4���� ���&��� A �� 	��%� 5�%����� Φ∪{B} �� ����� ��� ���&���� *��� 	� ���7
&��� A1, ..., Ak 	
� ��	��&� ���� 	� %���
���� � ��& ������' ���&��� F1, ..., Fm

	
� ���&��� �� 	��%� Φ ���� 	� %���
���� � ��& ������ .��� k � m &��� ���� �
00 � ��+ ���&��� B 	� %���
���� � ��& ������� @� ��� ������ &�9�&� ��%��
�7
�� ����� ����(�� ��
� � �� 	����
� ��(��� 8���� ��� ��
��� �� ���&��� A�
*� ��	��
�&� 	� ���&��� A1, ..., Ak' F1, ..., Fm � B' � 	
��� �����,� �� �%��
7
���� %��
���& MP ' ��� � 	
���& (
��� ���� ���� ��	� �� ���� ���&��� E � �
(
���
�&� ��&�5 ����� ,� 	� ���&��� ������ D � D ⇒ E' �� ���� ���&���
D� ���� 
�+�&� 	����
� ����	���&�/��� ��� ��
��� ��
6�
� �����- 	
��� ���&��� F ���� 	� %���
���� � ��
��� � ��&�,���&� ���&�7
��& B ⇒ F � 2� ���(� �� �� � ������ ��
�� ��
��� ���&��� B⇒A� *� ,���
�&
��	��
�&� &�9� 	� %���
��� ����� �� 	����
�5 ���&���- ��� B⇒Aj ' 1 ≤ j ≤ k'
��� �� �� ��	�� 	����� ��
��� ���� ��	��&� Aj A ��� B ⇒ Fi' 1 ≤ i ≤ m' ��� �� ��
��	�� 	����� ��
��� ���� 5�%����� Fi �� 	��%� ΦA ��� B ⇒ B' ��� �� �� ��	��
	����� ��
��� ���� 5�%����� B� *� �����' 	
��� �����,� .�� 	����� ��
���0 �
(���& ��,�& (
��� �� ���� ���&��� E %�	�� ����	���&�/��� �&� �����-

B ⇒ E


′′

B ⇒ D


′

B ⇒ (D ⇒ E)

.N0

��� 	� �′ � �′′ ����
� ��
�� ��
��� ����� ����& ���&��� B ⇒ (D ⇒ E) �
���&��� B ⇒ D�
4���� �����- � 	
���& (
��� ���� ���� ��	� �����,� �� ������ .N0 � ���� �%��
7
���� %��
���& MP ' ���� ��� ��� �	�/�&� � �� ,���
� &�	�� 	��
��&�-

B ⇒ (D ⇒ E)

�′

(B ⇒ (D ⇒ E)) ⇒ ((B ⇒ D) ⇒ (B ⇒ E))

B ⇒ E

�′′

B ⇒ D(B ⇒ D) ⇒ (B ⇒ E)

��� �� ���&��� (B ⇒ (D ⇒ E)) ⇒ ((B ⇒ D) ⇒ (B ⇒ E)) ��	��&� 	�	��&�
L � 	
� �����,� 	� �%��
���� %��
���& MP � *� 	
��� �� ��	��
� ��
��� �'
� ��
�	��	�� �� ���&��� ���� �� �� ��& ��	��' ����&�&� ���� ��
�� *� 	
���
��	� B ⇒ Aj ' 1 ≤ j ≤ k' ������ ����&�&� 	����
� ��
�-

B ⇒ Aj

AjAj ⇒ (B ⇒ Aj)

�� (���& ��	��
�&� 	� ��	��&� Aj � Aj ⇒ (B ⇒ Aj)' � �����,� �� �%��
����
%��
���& MP � *� 	
��� ��	� B ⇒ Fi' 1 ≤ i ≤ m' ������ ����&�&� 	����
�
��
�-
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B ⇒ Fi

FiFi ⇒ (B ⇒ Fi)

�� (���& ��	��
�&� 	� 5�%����� Fi �� 	��%� Φ � ��	��&� Fi ⇒ (B ⇒ Fi)' �
�����,� �� �%��
���� %��
���& MP � *� 	
��� ��	� B ⇒ B ������ ����&�&�
����� �����&� B ⇒ B �� ������� 1 �� (���& ��	��
�&� 	� ��	��&�' � 	
�
�����,� 	� �%��
���� %��
���& MP � 6��/�	 ����	���&�	�,� %������� ��
���
������ ���&��� A �� 	��%� 5�%����� Φ ∪ {B} �� ��
�+��� 4����� 	&� ��
� �
(���& ������ �� ���&��� B ⇒ A' 	
� �����,� 	� �%��
���� %��
���& MP � ��
��	��
�&� ��� ��
��� 	� ��� ��	��&� 	�	��&� L ��� ���&��� 	��%� Φ� 4����'
�� ��
� �� ����� ���&��� B ⇒ A �� 	��%� 5�%����� Φ � 	�	��&� L�

< 	��� �
� � 	������ �������

����	 
������ ���������

2����&� 
�&� �������� �����/���& %� ��9��� ������ ���&��� A
�� 	��%� 5�%����� Φ ∪ {B}�
���� �����/���- ����� ���&��� A �� 	��%� 5�%����� Φ ∪ {B} ��
��9��� �� 2� ���(� �� 	� ��� ����� 	�	���� 	�&� �� ����� ���&��� �
�� &��� ���� ���&��� A�
<�� �� A �� 	��%� Φ ��� ��� �� A ��	��&� 	�	��&� L' ���� ����	��
�
��� �����' ���� (��� ���&��� A' � ��	��&� A⇒ (B⇒A) %��
�&�
	����
� ����� ���&��� B⇒A �� 	��%� 5�%����� Φ-
�� A .��� 5�%����� �� 	��%� Φ ��� ��	��&�0
�� A ⇒ (B ⇒ A) .��	��&�0
"� B ⇒ A .�����(�� MP �� �� � ��0
<�� �� A ���&��� B' ���� �� %������� %������� �� %�	���� �����
���&��� B ⇒ B �� 	��%� 5�%����� Φ� � ������
 1 	&� %�������
�� �� ���&��� B ⇒ B �����&� 	�	��&� L' ��� 
�9� � B ⇒ B' %� ��
∅ ⊆ Φ' �� �	��
� ���� .�0 
������ �' 
�9� Φ � B ⇒ B�

>����/��	�� %���%�	��
��- �� %����
���� ���&��� A � B � 	��%
���&��� Φ- ��� %�	���� ����� A �� 	��%� 5�%����� Φ∪ {B} ��9���
&�,� �� n' ���� %�	���� ����� ���&��� B ⇒ A �� 	��%� 5�%����� Φ�

4���9�&� �� �����&� 
�9� � �� %����
���� ���&��� A � B � 	��%
���&��� Φ � ����� ���&��� A �� 	��%� 5�%����� Φ ∪ {B} ��9��� n-
��� %�	���� ����� A �� 	��%� 5�%����� Φ∪{B} ��9��� n' ���� %�	��7
�� ����� ���&��� B ⇒ A �� 	��%� 5�%����� Φ�
*��� �� C1'���'Cn ����� ����� ���&��� A �� 	��%� 5�%����� Φ ∪ {B}
��9��� n� 8��� �� �� ����� ���&��� A' ���� �� ���&��� Cn � 	�
���
A' ��� ��� ����� �� ���- C1'���'Cn−1' A� 1� ���&��� A' ��� ���&���
���� 	� %���
���� � ��& ������' %�	���� 	����
� (����� &���
��	��-

.�0 A �� ��	��&�A

.�0 A �� ���� 5�%����� �� 	��%� Φ ∪ {B} ���� ���� BA

."0 A �� 5�%����� B �� 	��%� Φ ∪ {B}A
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.�0 A �� �����(�� %��
��� MP ' ��� %�	���� ���&��� Ci � Cj ���
������ .��� 	� i � j &�,� �� n0 ���
� �� �� Cj ������ Ci ⇒ A�

� 	��(���
�&� .�0' .�0 � ."0 %�	��%�&� 	��(�� ��� � ���� �����/���
� ������&� �� %�	���� ����� ���&��� B ⇒ A �� 	��%� 5�%����� Φ�
� 	��(��� .�0 %�	&����&� 	����
� ����
� ������ C1'���'Cn−1' A- ���
C1'���' Ci � ��� C1'���' Cj � �
� ���&��� ��5 ����
� 	� ��	��&�'
5�%����� �� 	��%� Φ ∪ {B} ��� �����(/� MP ' ��� �� ����
� 	� ��7
���� ����& ���&��� Ci � Cj �� 	��%� 5�%����� Φ∪{B}� 4�9��� ��5
������ 	� ����& i � j' ��� ,�5�
� ��9��� 	� &�,� �� n� 6��&�,���&�
�����/��	�� %���%�	��
�� �� ���&��� Ci � Cj ���� �&��� ����� ��
	��%� 5�%����� Φ∪ {B} ��9��� &�,� �� n- %�	���� ������ �� 	��%�
5�%����� Φ �� ���&��� B⇒Ci � B⇒Cj ' ��� �� Cj ������ Ci⇒A' ���
%�	���� ������- D1' ���' Dm = B⇒Ci � E1' ���' El = B⇒(Ci⇒A) .��
m, l > 00� *���
���
�,�& ��5 ������ ������&� ���- D1'���' Dm−1'
B⇒Ci' E1'���' El−1' B⇒(Ci⇒A) (��� ���&��� 	� ��� ��	��&� ���
���&��� �� Φ ��� �����(/� %��
��� MP � 2�� ��� ��	��
��&�' ��7
����
� 	����
� ���&���- (B ⇒ (Ci ⇒ A)) ⇒ ((B ⇒ Ci) ⇒ (B ⇒ A))
.��	��&�0' ����& �����(�� %��
��� MP �� �� ��	��&� � �� ���7
&��� B ⇒ (Ci ⇒ A)- ���&��� (B ⇒ Ci) ⇒ (B ⇒ A) � �� ����� ��7
���(�� MP �� �� ���&��� � �� ���&��� B ⇒ Ci- ���&��� B ⇒ A�
*�%��
���� ��� ���&��� (��� ���&��� �� ����5 �� 	
��� ��� ��7
	��&� ��� 5�%����� �� 	��%� Φ ��� �� �����(�� %��
��� MP ��
%���5����5 ���&��� ����' ��� �� �� ����� ����� ���&��� B ⇒ A ��
	��%� 5�%����� Φ � 	�	��&� L�

♦

%���) 0�����
	������ ����	�� N � L
� �
�& ������ 
�&� �������� �� 	� 	�	��& N � 	�	��& L ��
�
�������' ���
	
��� ���&��� ���� �� �����&� 	�	��&� N ��� �� �����&� � 	�	��&� L � ��������
2� ���(� �� 	� �� �
� 	�	��&� �
� ��
�
������� ��(��� ����
�,� .%���	��
7
��,�0 �	����� ������ ��� ���&���� �������� 6�
� 
�&� �������� ����� 
���
��&�Æ� ������ 	��
����� 	�	��&� N � ������ �� 5�%����� 	�	��&� L�


������ �

,�� �� ������� Γ � A ������� 
 ������
N & ���� 
 ������
 L ������� ����� '���
��
A �� ��
�� *������� Γ-
����	

*� %�(���� %��5
���&� 	����
� ����
��- ���� ����&� ��
����� �
��&� �� %�	���� ���� ����� ���&��� C �� 	��%� 5�%����� Λ � 	�	��&�

L ���� 
�&� ��
� ��� ������ %���	��
���

Λ

C
���


Λ

|
C

�
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2����&� 
�&� �������� �����/���& %� ��9��� ������ D 	��
����
Γ � A � 	�	��&�N ' ��� ��9��� ������ ������+�&� ��� ���� %��
���
��
�Æ�,� � ��& �������

���� �����/���' ����� 	��
���� Γ � A �&� ��9��� �' ��� ��� �����
��&� �� ����� %��
��� ��
�Æ�,�� 2� ���(� �� �� 	��
��� Γ � A ��	�7
�&��	�� 	��
��� A � A� � 	�	��&� L �� �� ����� ���&��� A �� 	��%�
5�%����� {A} � ,��� (��� 	�&� ���&��� A�

>����/��	�� %���%�	��
��- �����&� 
�9� �� 	
��� ������
 	��
���
	�	��&� N (��� ����� �&� ��9��� &�,� �� n�

6���9�&� �� �����&� 
�9� �� 	��
��� (��� ����� �� ��9��� n�
6�	&����&� ����� D 	��
���� Γ � A ���� �� ��9��� n� 6�	���,�
%��
��� ��� ������ &�9� ���� ���� ���� %��
��� ��
�Æ�,� ρ 	�	��&�
N ' ��� ����� D �� ������-

D′

Γ′ � A′
D′′

Γ′′ � A′′
D′′′

Γ′′′ � A′′′

Γ � A
ρ

��� ���� �� ������ D′' D′′' ��� D′′′' &��� �� �� %�	����� D��,�
	��
���� %��
��� ρ' 	��
���� Γ′ � A′' Γ′′ � A′′ � Γ′′′ � A′′′' 	�
������
� � 	�	��&� N � ,�5�
� ������ �&��� ����� %��
��� ��
�7
Æ�,� &�,� ���� ����� 	��
���� Γ � A� ����� 
� �� ,�5 
�9���
�����/��	�� %���%�	��
��� >&�&� 
�+� 	��(���
� � ��
�	��	�� ��
���� ���� �� %�	���,� %��
��� ��
�Æ�,� ������ D 	��
���� Γ � A�

	 6�	���,� %��
��� ������ D �� �
�Æ�,� ∧' %� �� ����� D-

D′

Λ � B

D′′

Δ � C

Λ ∪ Δ � B ∧ C
∧ U

� 	��
��� Γ � A �� Λ ∪ Δ � B ∧ C� 2���� %������� �� � 	�	��&� L
%�	���� ����� ���&��� B ∧ C �� 	��%� 5�%����� Λ ∪ Δ� *� �	��
�
�����/��	�� %���%�	��
�� � 	�	��&� L %�	���� ����� ���&��� B ��
	��%� 5�%����� Λ � %�	���� ����� ���&��� C �� 	��%� 5�%����� Δ�
8���	��
� �� ������ � 	�	��&� L %��
�&� ��
�-

B


Λ

B ⇒ (C ⇒ (B ∧ C))

B ∧ C


Δ

CC ⇒ (B ∧ C)

:�	��
� �
�� ��
��� 	� ��	��
� ��
���

Λ

B
� ��
���


Δ

C
.�� ����&�

	� ��� ��	��&� ��� ���&��� �� 	��%� Λ' ����	�� Δ0 � ��	� �� ��&�
�� ��	��&� B ⇒ (C ⇒ (B ∧ C))� @	���� (
���
� ��
�� ��
��� 	�
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(
���
� .���� ��	� ��	��
�0 ��
���

Λ

B
� ��
���


Δ

C
� �
� (
��� �

����&� 	� ���&��� B ∧C � C ⇒ (B ∧C)' � � 	
���& �� ��5 (
���
�
�� �����(�� ����� %��&��� %��
��� MP � 4����' �
� ��
� ��
� ��	��
����� ����� � 	�	��&� L ���&��� B ∧ C �� 	��%� 5�%����� Λ ∪ Δ�

	 6�	���,� %��
��� ������ D �� ���&���/��� ∧' �� %��&�� (∧E1)�
4����' ����� D ��-

D′

Γ � A ∧ B

Γ � A
∧ E1

2���� %������� �� � 	�	��&� L %�	���� ����� ���&��� A �� 	��%�
5�%����� Γ� *� �	��
� �����/��	�� %���%�	��
�� � 	�	��&� L %�	7
���� ����� ���&��� A∧B �� 	��%� 5�%����� Γ� 8���	��
� ��� �����
%��
�&� ��
�-

A


Γ

A ∧ B(A ∧ B) ⇒ A

:�	��
� �
�� ��
��� 	� ��	��
� ��
���

Γ

A ∧ B
.�� ����&� 	� ��� ��7

	��&� ��� ���&��� �� Γ0 � ��	� �� ��&� �� ��	��&� (A ∧ B) ⇒ A�
@	���� (
���
� ��
�� ��
��� 	� (
���
� .���� ��	� ��	��
�0 ��
���

Γ

A ∧ B
� (
�� � ��&� �� ���&��� A' � � 	
���& �� ��5 (
���
� �� ��7

���(�� ����� %��&��� %��
��� MP � 4����' �� ��
� ��
� ��	�� �����
����� � 	�	��&� L ���&��� A �� 	��%� 5�%����� Γ� � 	��(��� ����
�� (∧E2) %�	���,� %��
��� ������ D %�	��%�&� ���������

	 6�	���,� %��
��� ������ D �� �
�Æ�,� ⇒' %� �� ����� D-

D′

Γ1 � C

Γ � B ⇒ C
⇒ U

� 	��
��� Γ � A �� Γ � B ⇒ C� 2���� %������� �� � 	�	��&� L
%�	���� ����� ���&��� B ⇒ C �� 	��%� 5�%����� Γ� *� �	��
�
�����/��	�� %���%�	��
�� � 	�	��&� L %�	���� ����� ���&��� C ��
	��%� 5�%����� Γ1� ����� �� �	��
� ���� .�0 
������ �' %�	����
����� ���&��� C �� 	��%� 5�%����� Γ1∪{B}� >� ������/��� %��
�7
�� (⇒ U) �� 	��% Γ �&�&�- Γ = Γ1 ��� Γ = Γ1\{B}� 4����' � ���
	��(��� �&�&� �� � 	�	��&� L %�	���� ����� ���&��� C �� 	��%�
5�%����� Γ ∪ {B}� 4����' �� �	��
� 
������ ���������' � 	�	��&�
L %�	���� ����� ���&��� B ⇒ C �� 	��%� 5�%����� Γ�
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	 6�	���,� %��
��� ������ D �� ���&���/��� ⇒' %� �� ����� D-

D′

Λ � B ⇒ A

D′′

Δ � B

Λ ∪ Δ � A
⇒ E

� 	��
��� Γ � A �� Λ ∪ Δ � A� ����&� %������� �� � 	�	��&�
L %�	���� ����� ���&��� A �� 	��%� 5�%����� Λ ∪ Δ� *� �	��
�
�����/��	�� %���%�	��
�� � 	�	��&� L %�	���� ����� ���&��� B ��
	��%� 5�%����� Δ � %�	���� ����� ���&��� B ⇒ A �� 	��%� 5�%�����
Λ� 8���	��
� �� ������ %��
�&� ��
� ��
�-

A


Δ

B


Λ

B ⇒ A

:�	��
� �
�� ��
��� 	� ��	��
� ��
���

Δ

B
� ��
���


Λ

B ⇒ A
.�� ��7

��&� 	� ��� ��	��&� ��� ���&��� �� 	��%� Δ' ����	�� Λ0� �
�
�	���� (
���
� ��
�� ��
��� 	� (
���
� .���� ��	� ��	��
�0 ��
���

Δ

B
� ��
���


Λ

B ⇒ A
� (
�� � ��&� �� ���&��� A' � � 	
���& �� ��5

(
���
� �� �����(�� ����� %��&��� %��
��� MP � 4����' �� ��
�
��
� ��	�� ����� ����� � 	�	��&� L ���&��� A �� 	��%� 5�%�����
Λ ∪ Δ�

	 6�	���,� %��
��� ������D �� �
�Æ�,� ∨' �� %��&�� (∨U1)� 4����'
����� D ��-

D′

Γ � B

Γ � B ∨ C
∨ U1

� 	��
��� Γ � A �� Γ � B ∨ C� @	���� �� %���9�&� �� � 	�	��&�
L %�	���� ����� ���&��� B ∨ C �� 	��%� 5�%����� Γ� *� �	��
�
�����/��	�� %���%�	��
�� � 	�	��&� L %�	���� ����� ���&��� B ��
	��%� 5�%����� Γ� 8���	��
� ��� ����� %��
�&� �
� ��
�-

B ∨ C


Γ

BB ⇒ (B ∨ C)

:�	��
� �
�� ��
��� 	� ��	��
� ��
���

Γ

B
.�� ����&� 	� ��� ��	��&�

��� ���&��� �� 	��%� Γ0 � ��	� �� ��&� �� ��	��&� B ⇒ (B∨C)� �
�
�	���� (
���
� ��
�� ��
��� 	� (
���
� .���� ��	� ��	��
�0 ��
���

Γ

B
� (
�� � ��&� �� ���&��� B ∨ C' � � 	
���& �� ��5 (
���
� ��

�����(�� ����� %��&��� %��
��� MP � 4����' �� ��
� ��
� ��	��
����� ����� � 	�	��&� L ���&��� B ∨ C �� 	��%� 5�%����� Γ� �
	��(��� ���� �� (∨U2) %�	���,� %��
��� � D %�	��%�&� ���������
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	 6�	���,� %��
��� ������ D �� ���&���/��� ∨' %� �� ����� D-

D′

Λ � B ∨ C

D′′

Δ1 � A

D′′′

Θ1 � A

Λ ∪ Δ ∪ Θ � A
∨ E

� 	��
��� Γ � A �� Λ ∪ Δ ∪ Θ � A� 2���� %������� �� � 	�	��&� L
%�	���� ����� ���&��� A �� 	��%� 5�%����� Λ ∪ Δ ∪ Θ� *� �	��
�
�����/��	�� %���%�	��
�� � 	�	��&� L %�	���� ����� ���&��� B∨C
�� 	��%� 5�%����� Λ' %�	���� ����� ���&��� A �� 	��%� 5�%����� Δ1

� %�	���� ����� ���&��� A �� 	��%� 5�%����� Θ1� ����� �� �	��
�
���� .�0 
������ �' %�	���� ����� ���&��� A �� 	��%� 5�%�����
Δ1 ∪ {B} � %�	���� ����� ���&��� A �� 	��%� 5�%����� Θ1 ∪ {C}�
>� ������/��� %��
��� (∨E) �� 	��%�
� Δ � Θ �&�&�- Δ = Δ1

��� Δ = Δ1\{B}A � Θ = Θ1 ��� Θ = Θ1\{C}� 4����' � 	
�&
��& 	��(���
�&� �&�&� �� � 	�	��&� L %�	���� ����� ���&��� A ��
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∧ U � 4����' A ⇔ B ��	�� �����&��

. 0 E��&��� ((A∨B)∨C) ⇔ (A∨ (B∨C)) �� �����&� �	����� ������

.������ # �� ������ "����0' %� �� �	��
� .�0' ������&� �� 	� �����&�
� ((A ∨ B) ∨ C) ⇒ (A ∨ (B ∨ C)) � (A ∨ (B ∨ C)) ⇒ ((A ∨ B) ∨ C)'
��� � N %�	���� ������ 	��
����� � ((A ∨ B) ∨ C) ⇒ (A ∨ (B ∨ C))
� � (A ∨ (B ∨ C)) ⇒ ((A ∨ B) ∨ C)' ����& D1 � D2� <�� �� ���&���
(A ∨ B) ∨ C �����&�' ���� � 	�	��&� N %�	���� ����� D 	��
����
� (A ∨ B) ∨ C� 8���	��
� ��� ����� � ����� D1' %��
�&� �����-

D1

� ((A ∨ B) ∨ C) ⇒ (A ∨ (B ∨ C))

D
� (A ∨ B) ∨ C

� A ∨ (B ∨ C)
⇒ E

4����' A ∨ (B ∨ C) �� �����&� �	����� ������� � ����� 	�����' ���
�� ���&��� A∨ (B∨C) �����&�' ���� � N %�	���� ����� D′ 	��
����
� A ∨ (B ∨ C)� ���(�� %���5����& 	��(���' ����	��
� ������ D′ �
D2 � %��
��� (⇒ E)' %��
�&� ����� 	��
���� � (A ∨B)∨C� 4����'
(A ∨ B) ∨ C �� �����&� �	����� �������
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.#0 <�� 	� ���&��� A ⇔ B � B ⇔ C �����&�' ���� 	�' �� �	��
�
���� .�0' �����&� � ���&��� A ⇒ B' B ⇒ A' B ⇒ C � C ⇒ B� 2�
���(� �� �� 	��
���� � A ⇒ B' � B ⇒ A' � B ⇒ C � � C ⇒ B
%�	���� ������ � 	�	��&� N � 8���	��
� ������ 	��
����� � A ⇒ B
� � B ⇒ C ����& D1 � D2' %��
�&� ����� 	��
���� � A ⇒ C-

D2

� B ⇒ C

D1

� A ⇒ B A � A

A � B
⇒ E

A � C

� A ⇒ C
⇒ U

⇒ E

*� 	��(�� ��(��' ����	��
� ������ 	��
����� � B ⇒ A � � C ⇒ B'
&�9�&� ��%��
��� ����� 	��
���� � C ⇒ A� 4����' �&�&� �� 	�
���&��� A ⇒ C � C ⇒ A �����&�' %� �� �	��
� ���� (5) ������&�
�� �� � ���&��� A ⇔ C �����&� �	����� �������

♦

@	����� �����&� �	����� ������ ���� 	��� 	���� 	� 	��(�� �	�����&� ���7
�������� ��������& � %���5����& ����/�&�� 4����(��� ��(���' &� 	&� 
�

�������� 	�&����(�� 
������ ����5 �	����� �	�����5 ���&���' � 	��� 
�&�
�������� � 	�����	�� 
������ ��5 �	������ 6�
� ���
� �	����� �� �	�����
%���	��
���� � 
������ MP � ������ ������ ������	�� 
������ 
������ MP

�� 	����
� �
�Æ�,��


������  

,�� �
 A � A ⇒ B ������� ������� ��)���& ���� �� � B ������� ������� ��)���-

����	

� ������& �� �� �� 	� ���&��� A � A⇒B �����&� �	����� ������' ��7
���(���&� �� %�	���� ���� ������ A1'���'Am = A � C1'���'Cn = A⇒B�
4���� ���&��� B � 	�	��&� L %��
�&� ����
���
�,�& %�	����
�5
������- A1'���'Am = A' C1'���'Cn = A ⇒ B � ����
�,�& ���&��� B'
��� �����(�� %��
��� MP ' (��� %��&�	� 	� ���&��� Cn = A ⇒ B �
Am = A� 4����' ���&��� B �&� ����� � 	�	��&� L' %� �� ���&���
B �����&� �	����� �������

♦

�����
� �����&� ����
��� ���� � 	���
� ��������
�
� �� ������ ������


������ !

� �������� ��)��� ��� �� A ⇔ B ������� � C �������.�� '���
��& ���� ����/
��� '���
�� ¬A ⇔ ¬B �� �������8
��� '���
�� (A ∧ C) ⇔ (B ∧ C) � (C ∧ A) ⇔ (C ∧ B) �
 �������8
��� '���
�� (A ∨ C) ⇔ (B ∨ C) � (C ∨ A) ⇔ (C ∨ B) �
 �������8
�	� '���
�� (A ⇒ C) ⇔ (B ⇒ C) � (C ⇒ A) ⇔ (C ⇒ B) �
 �������8
��� '���
�� (A ⇔ C) ⇔ (B ⇔ C) � (C ⇔ A) ⇔ (C ⇔ B) �
 �������-
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����	

6���9�&� 	�&� �� �� ���&��� (A∧C) ⇔ (B∧C) �� ���� .�0 �����&��
*� �	��
� ���� .�0 
������ � %�+�� �� ���&��� A ⇔ B �����&�'
���� 	� � ���&��� A ⇒ B � B ⇒ A �����&�� 2� ���(� �� � 	�	��&�
N %�	���� ���� ������ D1 � D2 ����& 	��
���� � A ⇒ B � 	��
����
� B ⇒ A� 8���	��
� ����� D1' %��
�&� 	����
� �����-

D1

� A ⇒ B

A ∧ C � A ∧ C

A ∧ C � A
∧ E1

A ∧ C � B
⇒ E

A ∧ C � A ∧ C

A ∧ C � C
∧ E2

A ∧ C � B ∧ C

� (A ∧ C) ⇒ (B ∧ C)
⇒ U

∧ U

*� 	��(�� ��(��' ����	��
� ����� D2' &�9�&� ��%��
��� �����
	��
���� � (B ∧C) ⇒ (A∧C)� 4����' ���&��� (A∧C) ⇒ (B ∧C) �
���&��� (B ∧C) ⇒ (A∧C) 	� �����&� �	����� ������' %� �� �	��
�
���� .�0 
������ �' � ���&��� (A∧C) ⇔ (B∧C) �� �����&� �	�����
������� 4����� �� 	
� ����� ���&��� %��
� 	� �� 	��(�� ��(���

♦

�����
� �����&� �� 	�����	�� 
������ 
������ � 	���
� ��������
�
� ��
������ ������ 1� ����� �� �����&� &�9�&� 	����
��� ��
� �� �� ����� 
������

� 	���
� ��������
�
� � ��&� �� ��( ����������� ��&�,��� ��(�� �����&�� 2�
�����&� 
�&� ���&���	��� �� 	�	��& L �	����� �������


������ �"

� ������
 L �� �������.�� '���
�� C& D � F � ������� ����� p ����/
��� �� � C ⇔ D& ���� �� � F p

C ⇔ F p
D-

����	

6�	&�����&� %����
���� ���&��� F � 2����&� 
�&� �������� ��7
���/���& %� ����� �������5 ����(��5 
������ � ���&��� F �

���� �����/���' ���&��� F �&� � �������5 
������' ��� F �� ���
⊥ ��� ���� �	����� 	��
�� <�� �� F ��+ ⊥' ���� �� F p

C = ⊥p
C = ⊥

� F p
D = ⊥p

D = ⊥� 4����' ���&��� F p
C ⇔ F p

D �� �����&�� <�� ��
F �	����� 	��
� q � q �� �����(��� �� p' ���� �� F p

C = qp
C = q �

F p
D = qp

D = q� 4����' ���&��� F p
C ⇔ F p

D �� �����&� q ⇔ q' %� 
�9�
� F p

C ⇔ F p
D� <�� �� ���&��� F ��+ �	����� 	��
� p' ���� �&�&�

�� �� ���&��� F p
C = pp

C = C � ���&��� F p
D = pp

D = D� 8��� 
�9�
� C ⇔ D' �&�&� � � F p

C ⇔ F p
D�

>����/��	�� %���%�	��
��- �����&� 
�9� �� 	
��� ���&��� F ����
�&� &�,� �� n �������5 ����(��5 
�������

4���9�&� �� �����&� 
�9� � �� ���&��� ���� �&� n 
�������
6�	&�����&� ���&��� F ���� �&� n 
������� E��&��� F &�9�
�&��� ����� �� 	����
�5 ������-

A ∧ B' A ∨ B ��� A ⇒ B�
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��� ������ �� �� ���� �� ��� ��
����� ������ �&� ���&��� F ,���
%�����&��� A � B �&��� ��� ����� 
����� &�,� �� ���&��� F ' %�
�� ,�5 
�9� �����/��	�� %���%�	��
��' ��� �&�&� �����&�-

� Ap
C ⇔ Ap

D � � Bp
C ⇔ Bp

D�

�� 
�&� �������� 	�&� 	��(�� ���� �� ���&��� F ������ A ∧ B�
���(���
� ���� �� F ������ A∨B ��� A ⇒ B �������� 	� ���������
6���%�	��
�&� �� �� ���&��� F ������ A∧B� *� �	��
� ������/���
����/��� ������&�� ��&��� �&�&�-

F p
C �� ���&��� Ap

C ∧ Bp
C � F p

D �� ���&��� Ap
D ∧ Bp

D�

1� � Bp
C ⇔ Bp

D � ���&��� Ap
C 
�9� ��� .�0 
������ !-

� (Ap
C ∧ Bp

C) ⇔ (Ap
C ∧ Bp

D)�

>	�� ����' �� � Ap
C ⇔ Ap

D � ���&��� Bp
D 
�9� ��� .�0 
������ !-

� (Ap
C ∧ Bp

D) ⇔ (Ap
D ∧ Bp

D)�

E��&��� (Ap
C ∧ Bp

C) ⇔ (Ap
C ∧ Bp

D) � (Ap
C ∧ Bp

D) ⇔ (Ap
D ∧ Bp

D) 	�
�����&�' %� �� �	��
� ���� .#0 
������ �' ������&� �� �� � ���&���
(Ap

C ∧ Bp
C) ⇔ (Ap

D ∧ Bp
D) �����&�' ���

� F p
C ⇔ F p

D�

♦

*���
��' ��� � � 	�&����(��� 
������ ���(�+
� %��&��� 
������ �" ��
	����
�� ������-

��� �� ���&��� C ⇔ D �����&� �	����� ������' ��� � C ⇔ D'
� � ����� ���&��� F ���� ��
��,� ,��� %�����&��� C ��&���&� 	� D'
���� ������&� ���&��� F ′ ���
� �� �� F ⇔ F ′ �����&� ��� � F ⇔ F ′�

� �������& ������� %���	��
�
�&� �	����� �� 	� ����������� ��%+���� ��7
���� ��	�������
��	�� ��� � ��%+���� 4� �������
� ������ �����&� �	�����
�������

������� �" E��&���
��%+���� ������ ��	�������
��	��-

((
∨n

i=1 Ai) ∧ C) ⇔ (
∨n

i=1(Ai ∧ C)) � ((
∧n

i=1 Ai) ∨ C) ⇔ (
∧n

i=1(Ai ∨ C))

� ��%+���� 4� �������
� ������-

(¬(
∨n

i=1 Ai)) ⇔ (
∧n

i=1 ¬Ai) � (¬(
∧n

i=1 Ai)) ⇔ (
∨n

i=1 ¬Ai)

	� �����&� �	����� �������
4���� �� %�
� ���&��� �� �������� ������ �� �� �� ���&��� ���7
�������� .�� ������� � � ������ ����"0� ���� �����/���- ����� ��	7
�������
��	�� ∧ � ����	� �� ∨ �� �����&� .������� � �� ������
"�����0 >����/��	�� %���%�	��
��- ((

∨n
i=1 Ai)∧C) ⇔ (

∨n
i=1(Ai ∧C))

�� �����&�� *� �	��
� �	����� �� �� ����� ��	�������
��	�� ∧ �
����	� �� ∨ �����&�' �&�&� �����&�
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((
∨n

i=1 Ai ∨ An+1) ∧ C) ⇔ (((
∧n

i=1 Ai) ∧ C) ∨ (An+1 ∧ C)).

E��&��� ���� �� �����&� %� �����/��	��� %���%�	��
/� � ���&���
An+1 ∧ C' �� �	��
� ���� ."0 
������ !' ���� �����&�

(((
∨n

i=1 Ai) ∧ C) ∨ (An+1 ∧ C)) ⇔ ((
∨n

i=1(Ai ∧ C)) ∨ (An+1 ∧ C)).

>� �
�5 �����&�' �� �	��
� ���� .#0 
������ �' ������&� �����&�

((
∨n+1

i=1 Ai) ∧ C) ⇔ (
∨n+1

i=1 (Ai ∧ C))�

���(�� 	� %�	��%� � � ������&� �� �	���� ��%+���� �������

6������� ��& �� � 	�����	�� 
������ 
������ � �
� � �
�� 2� �	����� 
�
���� ���&���	��� �� 	�	��& L �	����� ������ ��� 
� ���� ����� �� �	�����
���� ����� 
������ � �
� � �
� � ��&� 	� �&�	�� ����������� %�+� �����&�'
��� �&�	�� ����� |= %�+�&� � � �&�	�� �	����� �� 	� ��%+���� ������ ��	�����7
��
��	�� � ��%+���� 4� �������
� ������ ����������� ����	��&� �	����� ��
������� �" �� 	� ��� �����&��


������ ��

� ������
 L �� ����
 '���
�
 F ������� (�� ����� '���
�� F k 
 ����
��������
��������� '���� � (�� ����� '���
�� F d 
 ����
�������� ��������� '����& �����
�� ����/

� F ⇔ F k � � F ⇔ F d�
����	

6�	&�����&� %����
���� ���&��� F � <�� 	� � ���&��� F %�7
��
���� 
����/� ���� ��	� �� 	��%� {∧,∨,¬}' ���� �5 ����	��
�
������/��� 
������ ��&�,���&�' 
����/�&� �� 	��%� {∧,∨,¬}� �����
	&�&� �� %���%�	��
�&� �� �� F ���&��� 
�
 ���
�� ������' ��� �
,�� 	� %���
���� 	�&� 
����/� ∧' ∨ � ¬� 2����&� ��������&� �����7
/���& %� ����� 
������ ���&��� F ' ����� n�

���� �����/���' ���&��� F ��&� 
������' n = 0� 2� ���(� �� ��
���&��� F ���� �	����� 	��
�' �� %��&�� �	����� 	��
� p� 2��9���
���&��� F k � F d 	� 	�&� �	����� 	��
� p�

>����/��	�� %���%�	��
��- �����&� 
�9� �� 	
��� ���&��� F ����
�&� &�,� �� n ����(��5 
�������

4���9�&� �� �����&� 
�9� � �� ���&��� ���� �&� n 
�������
6�	&�����&� ���&��� F ���� �&� n 
������� E��&��� F &�9�
�&��� ����� �� 	����
�5 ������-

A ∧ B' A ∨ B ��� ¬A�

��� ������ �� �� ���� �� ��� ��
����� ������ �&� ���&��� F ,���
%�����&��� A � B �&��� ��� ����� 
����� &�,� �� ���&��� F ' %�
�� ,�5 
�9� �����/��	�� %���%�	��
��- %�	���� ���&��� Ak � Bk �
���������
��� ���&����� ���&� � ���&��� Ad � Bd � ��	������
���
���&����� ���&�' ���
� ��-

� A ⇔ Ak' � A ⇔ Ad � � B ⇔ Bk' � B ⇔ Bd�
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�� 
�&� �
�� ���� ����� �����&� 	�&� � 	��(��� ���� �� ���&���
F ������ A ∧ B� 6���%�	��
�&� �� �� ���&��� F ������ A ∧ B �
������&� %�
� ���&��� F k�
>� � A ⇔ Ak � � B ⇔ Bk' �� �	��
� 
������ �"' �&�&�-

� (A ∧ B) ⇔ (Ak ∧ Bk)'
��� 	� ���&��� Ak � Bk � ���������
��� ���&����� ���&�� ����� ��
� ���&��� Ak∧Bk � ���������
��� ���&����� ���&�' %� �� ���9���
���&��� F k ��+ ���&��� Ak ∧ Bk�
@�����&� 	��� ���&��� F d�
@� ���&��� Ad � Bd � ��	������
��� ���&����� ���&�' ����	��
�
������ �	�/�����
��	�� �� ∧ � ∨ .��� %��&�+����
� �������0' &�9�&�
���&����� ���&��� Ad

1 � Bd
1 � ��	������
��� ���&����� ���&� ����

	� ����& ��%+���� ��	����/��� C1 ∨ ... ∨ Ck .k ≥ 10 � C ′
1 ∨ ... ∨ C ′

j

.j ≥ 10' ��� �� 	
��� ���&��� Ci' 1 ≤ i ≤ k' � 	
��� ���&��� C ′
i'

1 ≤ i ≤ j' ��%+���� �������/���� 8��� 	� ������ �	�/�����
��	�� ��
∧ � ∨ �����&� .
����� ������ #0' ���� �� �	��
� ���� .#0 
������

� 
�9�-
� Ad ⇔ Ad

1 � � Bd ⇔ Bd
1 '

� ������' �� �	��
� 
������ �"' �&�&�-

� (Ad ∧ Bd) ⇔ (Ad
1 ∧ Bd

1 ).
>� � A ⇔ Ad � � B ⇔ Bd' �� �	��
� 
������ �"' �&�&�-

� (A ∧ B) ⇔ (Ad ∧ Bd).
4����' �� �	��
� ���� .#0 
������ � �&�&�-

� (A ∧ B) ⇔ (Ad
1 ∧ Bd

1 ).
E��&��� Ad

1 ∧ Bd
1 �� (C1 ∨ ... ∨ Ck) ∧ (C ′

1 ∨ ... ∨ C ′
j)� <�� %�����7

&��� C ′
1 ∨ ... ∨ C ′

j ���&��� Ad
1 ∧ Bd

1 ����(�&� 	� C ′' ���� �� Ad
1 ∧ Bd

1

���&���- (C1 ∨ ... ∨ Ck) ∧ C ′� *� �	��
� �����&� ��%+���� �����
��	�������
��	�� ∧ � ����	� �� ∨ .
����� ������� �"0' �&�&� ���7
��&�-

� ((C1 ∨ ... ∨ Ck) ∧ C ′) ⇔ ((C1 ∧ C ′) ∨ ... ∨ (Ck ∧ C ′)).
E��&��� 	� ��	�� 	����� 
������ ⇔ � �
�� �����&� �� ������-

(C1 ∧ (C ′
1 ∨ ... ∨ C ′

j)) ∨ ... ∨ (Ck ∧ (C ′
1 ∨ ... ∨ C ′

j))
.��� �� C ′ ���&��� C ′

1 ∨ ... ∨ C ′
j0 � �� ���&��� 
�&� ����(��� 	� F1�

>&�&� �� 	� ���&��� F1 	�	���� �� %�����&���

Ci ∧ (C ′
1 ∨ ... ∨ C ′

j)' 1 ≤ i ≤ k'
%�
�����5 ��	����/���&�� >� �����&� ��%+���� ����� ��	�����7
��
��	�� ∧ � ����	� �� ∨' �� �	��
� ������ ��&�����
��	�� �� ∧'
�&�&� 	����
� �����&�-

� (Ci ∧ (C ′
1 ∨ ... ∨ C ′

j)) ⇔ ((Ci ∧ C ′
1) ∨ ... ∨ (Ci ∧ C ′

j))
�� 	
��� i' 1 ≤ i ≤ k� � F1 	
��� %�����&��� Ci ∧ (C ′

1 ∨ ... ∨ C ′
j)'

1 ≤ i ≤ k' ��&�,���&� ���&���& (Ci ∧C ′
1)∨ ...∨ (Ci ∧C ′

j) � ������&�
���&��� F2-
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((C1 ∧ C ′
1) ∨ ... ∨ (C1 ∧ C ′

j)) ∨ ... ∨ ((Ck ∧ C ′
1) ∨ ... ∨ (Ck ∧ C ′

j))

� �� ���&��� �� � ��	������
��� ���&����� ���&�� *� �	��
� 
���

���� �"' �&�&�-
� F1 ⇔ F2�

���� �� � (A ∧ B) ⇔ (Ad
1 ∧ Bd

1 )' � (Ad
1 ∧ Bd

1 ) ⇔ F1 � � F1 ⇔ F2' ��
�	��
� ���� .#0 
������ �' ������&� �����&�-

� (A ∧ B) ⇔ F2�

4����' ���9��� ���&��� F d �� ���&��� F2�

8��� �� F ������ A ∨ B ��� ¬A ����� �� �������� �
�& �������

♦

*� ����� �
� 	�����	�� 
������ 
������ � �� ������ ����"�


������ ��

,�� �� '���
�� F ������� ������� L& ���� �� ���� ������� ����� p '���
�� F �
�������.�
 ������
 '���
�
 C � '���
�� F p

C �� ������� ������� L-
����	

<�� �� ���&��� F �����&� 	�	��&� L' ���� %�	���� ����� ���&��� F
� ��& 	�	��&�- F1'���' Fn .n ≥ 10' ��� �� Fn ���&��� F � <�� � 	
����
�� ���&��� Fi' 1≤i≤n' �	����� 	��
� p ��&���&� ���&���& C' ����
������&� ��� ���&��� F1

p
C '���' Fn

p
C � ���&��� Fn

p
C �� F p

C � :��� 	�

��� �� �� ��� ��� ����� ����� � 	�	��&� L 	� %�	���,�& ���&���&
F p

C � 4����' ���&��� F p
C ��	�� �����&� 	�	��&� L�

♦

� ������ �	����� %��%���	��' ��� �� �� 	
��� ����������� �����&� �	�����
������' ����	��
�&� �	����� �� �� 	
��� ����������� � 8*E �����&� �	�����
�������


������ ��

%��� �� '���
�� F 
 9%2-
,�� �� '���
�� F ��
����)���& ���� �� F ������� ������� ��)���-

����	

>	����� ������ 
�&� %���	��
��� 	�	��&�& L� 6�+�� �� ���&���
F � 8*E ��� �� ������ A1 ∧ ... ∧ Am' �� ���� %������� ���� m ≥ 1'
��� 	� 	
� ���&��� Ai' 1 ≤ i ≤ m' 	�(�,��� �� �������� %�
�����5
��	����/���&�� E��&��� F �� �����������' %� �� �	��
� ������� #
�� ������ �����' � 	
���� �� ���&��� Ai' 1 ≤ i ≤ m' &��� �� 	� ��
��
���� �	����� 	��
� p � ,���
� ����/��� ¬p� 2� ���(� �� �� 	
��� ���7
&��� Ai' 1 ≤ i ≤ m' &�9�&� %��&�+��,�& ,���5 �������� .����+7

�,�& ������ ��&�����
��	�� � �	�/�����
��	�� �� ∨0 ������ ���7
&��� A′

i' 1 ≤ i ≤ m' ������ (p∨¬p)∨A′′
i ' ��� �� p �	����� 	��
� ���� 	�

������� 	� 	
���& ����/���& ¬p ��
�� � Ai � ���&��� A′′
i �� ��(�,�7

�� �� %���	����5 �������� ���&��� Ai %�
�����5 ��	����/���&�� �




��� ��6��9� ;%<�6� 6�% *%>��;9� =3%>��� ��"

������
 # �� ������ "���� %������� 	&� �� �� %����
���� ���&���
������ A ∨ ¬A �����&� �	����� ������� 4����' ���&��� p ∨ ¬p ��
�����&� �	����� ������' ��� �L p ∨ ¬p� ����� 	
��� �� ���&��� A′

i'
1 ≤ i ≤ m' ��	�� ��	����/��� ����� �����&� � ���� ���&��� A′′

i ' %�
�� �	��
� ���� ."0 
������ �' ������&� �� �� 	
��� �� ��5 ���&���
A′

i' 1 ≤ i ≤ m' �����&� 	�	��&� L� 8��� 	&� �� 	
��� i' 1 ≤ i ≤ m'
���&��� A′

i ������ �� Ai %��&���& ������ ��&�����
��	�� � �	�7
/�����
��	�� �� ∨ ��' �� �	��
� ����
� .�0 � . 0 
������ �' �&�&�
�� �� � 	
��� ���&��� Ai' 1 ≤ i ≤ m' �����&� 	�	��&� L-

�L A1' � � � ' �L Am.

8���	��
� �
� �����&�' �� �	��
� ���� .�0 
������ � ������&� �� ��
���&��� A1 ∧ ... ∧ Am = F �����&� 	�	��&� L' ��� �L F �

♦

����	 
������ � �����	 ��
��
��
��

� ������ �	����� %��%���	�� �	����� ������ 
�&� %���	��
��� 	�	7
��&�& L� 6���%�	��
�&� �� �� ���&��� F �����������' ��� |= F �
6������� �� �������� �� �� ���&��� F �����&� �	����� ������� 1�
���&��� F ' �� �	��
� 
������ ��' %�	���� ���&��� F k � 8*E ��
���� 
�9�-

�L F ⇔ F k (∗)

*� �	��
� 
������ �' ��� �	����� 
�����	��' �����&� F ⇔ F k �� �
�����������- |= F ⇔ F k�

4����' �&�&� �� 	� ���&��� F � F k ��
�
�������' F ≡ F k' � �� ��
���&��� F �����������' %� �����(���&� �� �� F k ������������ �����
�� �	��
� 
������ ��' ������&� �� �� ���&��� F k �����&� �	�����
������- �L F k�

>� (∗) �� �	��
� ���� .�0 
������ �' �&�&� �����&� �L F k ⇒ F �

8���(��' �� �L F k � �L F k ⇒ F ' �� �	��
� 
������  ' ������&�
�L F ' ��� ���&��� F �� �����&� �	����� ������� 1����(���&� ��
	
��� ����������� &��� ���� �����&� �	����� ������' ��� 
�9� �	�7
���� %��%���	��-

��� �� |= F ' ���� �� � F �

♦

%���2 �"
������� � �	�������	����� ������	 
� ��	

8���	��
� �	����� �� �� �	����� ���&��� �����&� �	����� ������ ��� � 	�&�
��� �� �����������' ������
�&� �� �� �	����� ������ ����(�
� � ��%����
��(��
���&���� ��������
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������ ��

2������� ������ ������� ��)���& ������ L& �� ���
+��-

����	

1� 	
��� �	����� ���&��� F &�9� 	� ������
�� %��
����� �� �� ��
����������� .�� %��&��' &�����& (�+
�,�0� 8��� �� �	����� ���7
&��� �����&� �	����� ������ ��� � 	�&� ��� �� �����������' 	���� ��
	� �� 	
��� �	����� ���&��� F &�9� ������
�� %��
����� �� �� ��
�����&� 	�	��&� L� 4����' 	�	��& L �� ����(�
�

♦


������ ��

2������� ������ ������� ��)���& ������ L& �� ����������+��-

����	

8��� �� �	����� ���&��� �����&� �	����� ������ ��� � 	�&� ���
�� �����������' 	���� �� 	
��� ���&��� ���� ���� ����������� ����
�� �����&� 	�	��&� L� 4����' %�+�� �&� ���&��� ���� ��	� ���7
��������' ���� �� ���&��� ��	� �� �����&� 	�	��&� L' ��� 	�	��& L
�� ��%����
��(���

♦

%���3 ����������� ��������� ������	 
� ��	

��9�&� 	� %����� 	����
�- ����
 	�	��& ������&� ��� %��+���&� 	�	��&
�	����� ������ L ����& ���&���&' ��� ��� ��%��
�&� 	�	��& ���� ��� ��7
	��&� �&� ��	��&� 	�	��&� L � ��+ ���� ���&��� ���� ���� �����&� 	�	��&�
L) @���
�� �� �
� %���,� �� �� 	� � ���� ��������& 	�	��&� .��� ������ �� ��
���� �� �� ������ ���&���0 	
� �	����� ���&��� �����&��

@%�+�&� %�
� %��%��� %��/���� +�� ���(� %��+����� ���� ���&����
	�	��& S ����& ,���
�& ���&���& F � 2� ���(� �� ���&���&� ��
� 	�	��&
S ′ 	� �	��& 	��%�& 	�&����' ���&��� � %��
��� ��
�Æ�,� ��� � 	�	��& S
	�&� �� 	��% ��	��&� 	�	��&� S ′' 	��% A(S ′)' 	��% ��	��&� 	�	��&� A(S) 	�
������& ���&���& F ' ��� A(S ′) = A(S) ∪ {F}� F�9�� �� �	��
� �� 	� %��
�
�& ����
�,�& ���&��� F %������&�
� �� �� F ����� 	5�&� ��	��&�� <��' ��
%��&��' 	�	��& L %��+���&� ���&���& F = (A ∨ B) ⇒ (A ⇒ B)' ��� 	� A �
B %����
���� ���&���' ���� �� � ((D ∧A)∨ (A ⇒ C)) ⇒ ((D ∧A) ⇒ (A ⇒ C))
����� ��	��&� 	�	��&� L′ ��� �� �� ���&��� �	��� ������ ��� F � ����� �� A
���&��� D ∧ A' � B ���&��� A ⇒ C� E��&���� 	�	��& S ′ ���� �� �� �%�	���
��(�� ��%��
��� �� 	�	��&� S �
�
�&� %��+���,� 	�	��&� S ���&���& F �

4� �� �� ���� ���&���� 	�	��& S 	�������(�� %��%�� ��
�	� �� ,���
�5
%��+���,� �����(���& ���&���&�� ;
� ������/��� 	�������(�� %��%����
	�	��&��




��� ��6��9� ;%<�6� 6�% *%>��;9� =3%>��� ���

!�'������� ��������+�� ����
��) '�������) �������

*��� �� S ����� ���&���� 	�	��&� <�� �� 	
��� ���&��� F 	�	��&�
S' ���� ���� �����&� ��� 	�	��&�' 
�9� �� 	� � %��+���,� 	�	��&� S
��& ���&���& F ' 	�	��&� SF ' 	
� ���&��� �����&�' ���� �� 	�	��&
S 	�������(�� %��%�� 	�	��&�

6�����
�&� �� �� 	�	��& �	����� ������ L 	�������(�� %��%�� 	�	��&� 6�	7
&�����&� ���&���� 	�	��& �	����� ������' 	�	��& L� *�%��
�&� 	�	��& L′

���� �� %��+���,� 	�	��&� L ���&���& A ���� ���� �����&� 	�	��&� L� 1�
	�	��&� L � L′ 
�9� 	����
�-
(i) �
� �����&� 	�	��&� L &����� ���� �����&� 	�	��&� L′� *��&�' ��� �� ����
���&��� F �����&� 	�	��&� L' ���� %�	���� ����� �� ���&��� (��� 	
��� ���7
&��� �� ��� ��	��&� 	�	��&� L ��� �����(�� %��
��� MP �� %���5����5 ���7
&���� <�	��&� ���� 	� %���
���� � ��& ������ 	� ��	��&� � 	�	��&� L′ � MP
�� %��
��� ��
�Æ�,� ��� 	�	��&�� 1��� ��� ����� ��	�� ����� � � 	�	��&� L′' %�
�� ���&��� F �����&� � 	�	��&� L′�
(ii) @	����� ���� 	� %���	��
���� � 
�������� ���� �� 	�	��& L 
�9� � ��
	�	��& L′� � ������&� 
������ ���� ���
�9���� ����&��� �� �� �� %�	����
�5
�����&� %�	&������� ���&����� 	�	��&� �� %�&�
 %��
��� ��
�Æ�,� %��
�&�
��
� �����&� ��� ���&����� 	�	��&�' � 	�	��&� L � L′ �&��� �	�� %��
���
��
�Æ�,��

8���	��
� �
� 	
��	�
� ����9�&� �� �� 	�	��& L 	�������(�� %��%���


������ ��

2������� ������ ������� ��)���& ������ L& �� ��������+�� ����
�-
����	

6�	&����&� ���&��� A ���� ���� �����&� 	�	��&� L� *��� �� 	�	7
��& L′ %��+���,� 	�	��&� L ���&���& A� � 	�	��&� L' �� �	��
�

������ ��' �� ���&��� A %�	���� ���&��� Ak � ���������
��� ���7
&����� ���&� ���
� �� 
�9�-

�L A ⇔ Ak�
E��&��� Ak �� ������ B1 ∧ ... ∧ Bm' �� ���� %������� ���� m ≥ 1'
��� 	� 	
� ���&��� Bi' 1 ≤ i ≤ m' 	�(�,��� �� �������� %�
�����5
��	����/���&�� E��&��� A ���� �����&� 	�	��&� L' %� �� �	��
�
�	����� %��%���	��' ���� ������������ E��&��� A ⇔ Ak ��	�� ���7
��&� 	�	��&� L' %� �� � �����������- |= A ⇔ Ak� 4����' �&�&� �� 	�
���&��� A � Ak ��
�
������� � �� A ���� �����������' %� �����(�7
��&� �� ���&��� Ak ���� ������������ 2� ���(�' �� �	��
� ������� #
�� ������ � �����' �� &�Æ� ���&���&� B1, ..., Bm %�	���� ���� ���7
&��� � ����� 	� �� ��
���� �������� q � ¬q �� �� ����� �	����� 	��
�
q .��� ��� 	� ��
�� ���� �	����� 	��
� q' ���� 	� �� ��
�� ¬q' � ���7
����0� *��� �� �� ���&��� Bj ' �� ���� j ��&�Æ� 1 � m�
F����&� 	� 	��� � 	�	��& L′� � 	
���& ���&����& 	�	��&� ��	��&�
��� 	�	��&� 	� � ,���
� �����&�' 	���� �� � ��	��&� A 	�	��&� L′

�����&� ��� 	�	��&�- �L′ A� >&�&� �� �� ���&��� A ⇔ Ak �����&�
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	�	��&� L' %� �� ��&� .�� �	��
� (i)0 �����&� � 	�	��&� L′' ��� 
�9�-
�L′ A ⇔ Ak� >� �� �����&�' �� �	��
� ���� .�0 
������ � .�� 	�	��&
L′0' ������&� �����&�- �L′ A ⇒ Ak� ���� �� �L′ A ⇒ Ak � �L′ A ��
�	��
� 
������  .�� 	�	��& L′0' ������&� �� �� Ak �����&� 	�	��&�
L′-

�L′ Ak.

>� ���� +�� �� Ak �����&� 	�	��&� L′' �� �	��
� ���� .�0 
������ �

.�� 	�	��& L′0 ������&� �� �� 	
��� ���&��� Bi .1 ≤ i ≤ m0 �����&�
	�	��&� L′� 4����' � ���&��� Bj �� �����&� 	�	��&� L′-

�L′ Bj .

*�+ /�� �� �� %���9�&� �� �� ���� ���� �	����� 	��
� p 
�9�- �L′ p�
4� ��	&� �� %������� %������� �� �������� �� 
�9�- �L′ Bj ⇔ p�
*� �	��
� �	����� ���&��� Bj ' 	��% �	�����5 	��
� ���� 	� ������7
�� � ���&��� Bj � 	��% �	�����5 	��
� (��� ����/��� 	� ��������
� ���&��� Bj 	� ��	������� 	��%�
�� 1��� � ���&��� Bj &�9�&�
��
�+��� �
��
� ��&���- 	
��� ������� ���� �� ���� �	����� 	��
�
��&�,���&� �	�����& 	��
�& p' � � 	
���& �������� ���� �� ����/���
����� �	������ 	��
� �� �	����� 	��
� ��&�,���&� 	� ¬p� .4� %�	����
�������(�� ���&��� r %�&�����5 	��%�
�' ��� �� 	� � r � ¬r ��
����
� Bj ' �� ��	&� &���� �� �����&� �� ��&���' ��� ��	&� &����� �� r
��&���&� � 	� p � 	� ¬p�0 3������� ��5 ��&��� �� ���&��� B ��(�7
,��� �� p � ¬¬p %�
�����5 ��	����/���&��
.*� %��&��' ��� �� ���&��� Bj ������ (s∨¬q)∨(r∨¬p)' ���� �	�����
	��
� s � r ��&�,���&� �	�����& 	��
�& p' � q � p ��&�,���&� 	� ¬p
� �������� �� ���&��� B- (p ∨ ¬¬p) ∨ (p ∨ ¬¬p)�0
8���	��
� 	
��	�
� �� � L .� %� (i) � � 	�	��&� L′0 
�9� � ¬¬p ⇔ p
� � (p ∨ p) ⇔ p' 
�+�&� 	����
� ��&����
� ���&��� B 	
��� ,��� %�����&��� ¬¬p ��&�,���&� 	� p � ��7
����&� ���&��� C� E��&��� C (��� ��
��,� �	������ 	��
� p
%�
����� ��	����/���&� .l ��
��,� 	��
� p �� ���� l' l ≥ 10�
.� ��+�& %��&��� ���&��� C �� (p ∨ p) ∨ (p ∨ p) � l = 4�0
���� � ���&��� C ����� ,��� %�����&��� p ∨ p ��&�,���&� 	� p�
*� ��� ��(�� ������&� ���&��� �	��� ������ ��� ���&��� C ����
�&� l − 1 ��
��,� �	������ 	��
� p� *�	��
�&� �� %��
�&� ���
�
��&��� .�&� �5 ���%�� l−10 	
� ��� �� ������&� ���&��� 	� �����&
��
��,�& �	������ 	��
� p' ���&��� p�
.� ��+�& %��&��� %�
�& ��&���& p ∨ p 	� p � ���&��� C ������&�
���&��� (p ∨ p) ∨ p' ����& p ∨ p � �� ����� p� >&�&� ��� ������
��&���' ��� l − 1 = 4 − 1 = 3�0
*� �	��
� 
������ �" .�� 	�	��& L′0' �&�&�- �L′ Bj ⇔ B' �L′ B ⇔ C
� �L′ C ⇔ p' %� �� �	��
� ���� .#0 
������ � .�� 	�	��& L′0' �&�&�
�L′ Bj ⇔ p� 4����' �� �	��
� ���� .�0 
������ � .�� 	�	��& L′0'
������&� �L′ Bj ⇒ p� 8���(�� �� �L′ Bj � �L′ Bj ⇒ p' �� �	��
�

������  .�� 	�	��& L′0' ������&�-

�L′ p�




��� ��6��9� ;%<�6� 6�% *%>��;9� =3%>��� ��#

>� �L′ p �� %����
���� �	����� ���&��� D' �� �	��
� 
������ ��

.�� 	�	��& L′0' ������&� �L′ pp
D' ���

�L′ D�

4����' %����
���� �	����� ���&��� D �� �����&� 	�	��&� L′�
1����(���&� �� �� ���&���� 	�	��& L 	�������(�� %��%���
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