I'maBa 1

IIpenukarcka Jjioruka

1.1 CwuHTakca nmpeanKaTcKe JIOTUKE

1.1.1 TIlojam Tepma u mpeauKaTa.

IIpomenssue. KBautudukaropu

1.1.2 Je3uk npeamkKaTcke JIOTUKE

3a a3byKy NpeJIuKaTcKe JOTUKe MOXKeMO pehin Ja nMa CBOj JIOTUUKH W HEJIOTHIKH
Je0.

HedvHuumnja nornykor gena asbyke npeankaTcke N0Orke

Jlornuku neo azbyke mpeaukarcke JOruke, Koju hemo o3nadasatu J,
cacroju ce of caenehia geTupu cKyma:

(1) npebpojuBor ckyra MHAUBHIYAJTHUX IMPOMEH/BUBHX, CKyna V, unje
esleMeHTe NeMO 03HAYABATU CA T, Y, Zy ooy L1y Y1y 21y «ovs Ty Yny Zny -

(2) cxyna noruuxkux Besnuka {L,A,V,=}, e je L Hynapuu Be3nuk, a
A,V 1 = OMHAPHU BE3HUIIH;

(3) ckyna kBantuduxaropa {V, 3}, rue je V yHuBep3anuu, a 3 ersucres-
[MjaHu KBAHTUDUKATOD;

(4) ckyna nomohuux cumbona {(,)}.



2 I'VIABA 1. TIPEJUKATCKA JIOTUKA

[eduHnymnja Henornykor gena asbyke npeguKkaTcke J0rnke

Henorutuku neo a3dbyke mpeaukarcke JIOTUKe, Koju hemo o3nadasaru 7,
cacroju ce on caeneha Tpu ckymna:

(1) ckyma cumbona KOHCTAHTH uHje ejemenTe hemo Hajuemnhie ozHaua-
BaTH ca a,b,c,..., i 0, 1 1 cau4Ho;

(2) cxkyna onepanujckux (dyskuujckux) cumbona, ckyna O, duje ene-
meHTe hemo Hajuemhe oznavasaru ca f, g, h,..., 1IK 3HATTAMA *, +, -, ®
u cyimaHo. CBaKOM OIepannjckoM CUMOOILY je J0[e/beH HEeKHM NPUPOIaH
6poj 7, Wwerosa Ay>KUHA,

(3) ckyna penanujckux cumbona (npeaukara) ckyna R, Umje egeMeHnTe

hemo najuemnnhie o3nauasaru ca «, 3,7,..., wn <, =, C u cimuno. CpakoMm
penamujckoM cuMO0JTY je 10/1e/beH HeKU TpUpoan 6poj m, merosa 1y »Ku-
HAa.

McrakHUMO a2 Kaga rOBOPUMO 0 andabery mpeguKaTcKe JJOTUKE Hberos JOrHYKN
€0 J; MOYKEMO CMATPATH HEMPOMEH/bUBUM. Haume, yBEK UMaMO CKYIl TIPOMEH/bU-
Bux V u nomohne cumbosie, 1 yBeK MMaMO CBe JIOTHYKE Be3HUKE (jep je yBeK CKym
Be3HMKA Heka 6a3a Be3HuKa) M uMmamo oba kpaHTudukaropa. C mpyre crpaHe, He-
JOTHYKH 7e0 andabera MpeauKaTcKe JIOTHKe, cKyn J KOju 30BEMO je3WK, MOXKe
ce memaru. Illrasmme, andaber He MOpa Ja MMa KOHCTAHTE, ONEPAIN]CKEe MK
penanujcke cumboste. Ilpu npasrbery BaykHUX HOPMHU MPEAUKATCKE JOruKe (Tepama
1 npeaukaTckux GopMysia) Ha pacnosaramy e HaMm 6UTH pa3nuauTe KOHCTAHTe, Pa-
BIUYUTH CKYTIOBU OTEPAIN]CKUX CUMOOJIa, PA3IUIATH CKYIIOBH PEJIAUjCKUX CHM-
boJta, OJHOCHO Te POPME MOYKEMO MPABUTH HAJl PA3IUIUTUM jesuruma. [Ipu jgedu-
HHUCAY TepaMa U MpeIuKarckux Gpopmyra, yBek ieMo IpeTrnocTaBuT 1a cMO (hHK-
cUpajd HeKH je3uk J ¥ Jia of HmeroBux cumbosa u cuMmbosa JOrudkor aena J
npaBuMo Te TepMme u npeaukarcke dopmysie. Crora, TOjMOBE TepMa U MPEIUKAT-
cke dopmyne hemMo yBeK Be3uWBATH 32 HEKM je3uk J © rosopuhieMo O TepMuUMa U
npeIuKaTcKuM (hopMyIaMa HaJl HEKUM je3uKoM J .

IIpBo geduHUMIMO TepMe WK U3pas3e HaJ HEKUM je3uKoM J.

Hedunuynja Tepma (n3pasa)

(1) CumOuin KOHCTAHTH ¥ WHIWBHUIyajHe NPOMeHJ/bHBe je3uka J cy
TEepMHU.

(2) Ako ¢y ty,...,t,, Tepmu u f GYHKIHjCKNA cUMOOJ Ty KUHE 1L U3 Je3UKA
J,onnajeu f(ty,...,tn) TEPM.

(3) TepMmu ce MOry TpaJUTH CaMO KOHAYHOM IpuMeHOM JjenoBa (1) u (2)
oBe JeduHuIn]e.

Mpumep 1 TTocmarpajmo jesuk J = {a,0,+}, rme cy a u 0 cumbonu
KOHCTAHTH U + orepaiujcku cumbos ayxxute 2 (1j. GUHApHHU Onepary-
jexm cumbon). HajjennocraBuuju TepMu HaJ je3UKOM J Cy KOHCTAHTE
0Oua u cBe MPOMEHJ/bUBE T,¥, 2, ... CKyna V. A caja €BO U HEKOJUKO
CTIOYKEHNJUX TepaMa HaJl je3uKoM J:
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+(0,a), +(z,0), +(z,y) u +(+(+(z,2),0),+(+(y, 2), +(z,a))).

O Max penuMo Ja ce y ciiydajy GuHapHUX ONepalujcKuX cuMO01a CHM-
Oos1 omepanuje Hajuemhe mume uaMehy Tepama, yMecTo HCIOpE] mapa
TepaMa Ha KOju Aenyjy Tu 3Hand. To je mocieanna HauuHa TUCarbha 103~
HaTUX OMHAPHUX apUTMETUYKUX onepanuja +, - uan —. dakie, ymecro
+(x,y) mumemo z+y. Kopucrehu oBaj 10roBop rope HaBEAEHHU CI0KEHH
TepPMHU HAJI je3nKOoM J MOry ce DeloM 3alucaTi U Ha ciaenehn HAuuWH:

04+a, 240, z+y u (z+2)+0)+ ((y+2)+ (z+a)).

Cana nedunneMo mojaMm npeaukarcke hopMysie Hal HEKUM Je3UKOM 7.

JedwvHuunja npegukaTtcke opmyne

(1) Hynapuu jiornuku Be3HUK L je mpeaukarcka hopmya.

(2) Ako ¢y ty,...,t, TEPMHU U p peNAlH)CKHA CUMOOJ AyKUHE N U3 je3uKa
J, ouna je u p(ty, ..., ty) npeaukaTcka HopMyIIa.

(3) Axo cy A u B npenukarcke dhopmyse, oaga cy (AAB), (AV B) n
(A = B) npeaukarcke dbopmye.

(4) Axo je A mpenukarcka GhopMya U T UHIAMBHIYATHA TPOMEH/bUBA,
onga cy ((Vz)A) n ((3x)A) npenukarcke dopmye.

(5) TIpenukarcke dopmyse ce MOr'y TPAJUTH CAMO KOHAYHOM IPUMEHOM
nenosa (1), (2), (3) u (4) oBe nedununyje.

[Ipenukarcke dopmyne hiemo kpalie 3saru dhopmyne. Hajjennocrasuuje npe-
nukarcke (popmysie us genosa (1) u (2) ropme nedununmje hemo 3BaTu enemeHTapHe
npeaukarcke Gopmysae uim aroMcke hopmye.

JIoroBOpUMO ce, Ka0 U y MCKA3HO] JIOTHIM, Ja IPU IPABJbEIbY CI0KEHUX (hop-
MyJla He NuIIeMo cyBuinHe 3arpaze. Ha mpumep, dbopmymne (A A B), (A V B),
(A = B), ((Vx)A) u ((3z)A) nucaliemo pensom AN B, AV B, A = B, (Vz)A
(nan VzA) n (3x)A (umm 3z A).

YV napeanoMm mpuMepy hemMo MpeaCTaBUTHU jefaH je3uk J U HeKe IPeIuKaTCKe
dopmysie Ha TUM JE3UKOM.

Mpumep 2  Ilocmarpajmo jesux J = {c,*,a}, rae je ¢ cumbo KOH-
cranTe, * OMHAPHU ONEPAIyjCKu CUMOOJI U (v OMHAPHY DENTAINjCKNA CUM-
6os. HamoMenuMo 1a JOroBop O Mucamy OMHAPHOD OMEpAaIlnjCcKOr CUM-
6ona koju cMo HaBenu y [Mprmepy 1 Baku 1 3a CBaKM OMHAPHU PeJIAIN]jCKU
cum601 p, onHocHO cieneha aBa 3amuca cy paBHoONpaBHa: p(z,y) 1T p y.
Mu hemo y 3aBUCHOCTH OJ PesTalyjcKor cumboIa av KOPUCTUTH jeJaH Off
BUX. EBO HEKOMHMKO MPeIuKaTCKUX (hOpMy/Ia HAJl OBUM je3UKOM J :

a(z,c), oz xy, (c* 2) * z),

(Vz)a(c, ), (Vz)(Jy)a(z,y)

(Vy)((elex z,y) Aale,c)) = (Fx)a(z,y)).
IIpumerumo ga cy npse JaBe (opmysie egeMeHTapHe hopMyIe.
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C npyre crpane, cinenehe dpopme

(Vz)(32)a(z, y, 2), (Vz)Fy)zxy =c " (Vz)a(z *y* 2, ¢)
HuCy (opmyse HaJ jesukoMm J. Y npBoj dhopmu « je uckopuihena Kao
penanyujcku cuM0O0J1 ayrKuHe 3, a « je 1o JedUHALN]U PealyjcKi CUM-
6051 qyxxune 2. 3anuc (Vz)(Jy)zxy = c uuje bopmyna vaz jesukom J jep
je y meMy Kopuihen cuMb0JT KOjU He MPUIAJa TOM Je3UKY, PEIalujCKu
cumbon =. Y Tpehem 3amucy cBe je y peny ca yrnorpebOM pesanujcKux
U OIepalyjCKux cUMOO0JIa, Tj. CBU OHHU Cy CHMOOJH j€3WKa U HUXOBA,
JIy2KUHA OAroBapa AedUHNUCAHO] AYKUHU THX cuMbosa. Mefyrum, nmamo
TEPM I * U * z KOjU HHje NIPEeIHU3H0 HanucaH. Haume, oH MoxKe 6UTH TepMm
(z*y)*z, anu 1 TepM T * (Y * z), a Ta ABa TepMa (Ka0 HU30BH CUMOOIIA)
HUCY jeJHaKa.

CeTuMO ce a CMO y HMCKa3HO] JIOrUIH 1ocse geduHucama nojmMa uckasue $hop-
MmyJie geduHucaan u nojaM nordopMmyse Heke UCKasHe (hopMysie, Kao HbeH 160 KOju
je u cam uckaszna dopmyna. Canano he 6utn u ca nordopMmyIaMa HEKe PEIuKaT-
cke dopmyne. ITocmarpajmo npemukarcky dopmyny (Vz)(3y)a(z,y) s Mpumepa
2. Ilpumernmo ma cy HEKH HeHU nesioBu, Ha npumep (3y)a(z,y) u a(z,y) u camu
npenukarcke dhopmyne Han jesukom J. Te dopmyne hemo 3Baru nordopmyie mo-
nazue dopwmyne (V) (3y)a(z,y).

Ako cBaky mpeukaTcky (GOpMysy TJIEAAaMO Kao jeJHy ped je3uKa NpeuKaT-
CKe JIOPHKe, OHJa je CBaka IheHa MOApPed, KOja je M cama npeaukarcka (popmysa,
jeana nordopmyna Te dopmyne. A caga aedUHHIIAMO CKyN CBUX NOT(OpPMYyJia
HeKe MpeJIuKaTcke Ghopmyie.

[edunnuymnja ckyna notgopmyna Heke cdopmyne

Ckyn cBux mordopmysa npeaukarcke (hopMmyse Hal HEKUM je3nkom J
F, ckyn Py(F), nuaykTusHo nedurumemo Ha ciaenehn HaumH:
(1) cama dopmyna F npunazna ckyny Pr(F);
(2) ako je VoA € Pf(F), ouna je A € Pr(F);
ako je JzA € Pf(F), onga je A € Py(F);
ako je AN B € Py(F), onna je A€ Py(F)u B € P;(F);
ako je AV B € P¢(F'), onna je A€ Pr(F)u B € P(F);
ako je A = B € P¢(F), onnaje A€ Ps(F)u B € P¢(F).

Kao mro cmo Beh pexnn, kopucrehn geduHUIUjE W OCTANTNX JOTHUKAX BE3HUKA
KOje CMO paHuje IPeICTaBU/IN, BE3HUKA — M <>, MOYKEMO O/ IPEJIUKATCKUX (PopMyIa
A n B npasurn n npeaukarcke dhopmysie obimka ~A u A <> B, a 1 HyJIapHu BE3HUK
T je npenukarcka dpopmya.

1.1.3 CaoboxHe u Be3aHe IPOMEH/BUBE, CYIICTUTYIINja TepaMa

[Mocmarpajmo upoussosbHy hopmyny F' Hag nekuM jesukoym 7. Mehy cBum npomen-
JBUBHUM KOje ce 1ojaBibajy y dopMyan F' Hexe IPOMEH/bUBE Cy MO, J1e]CTBOM KBAH-
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TuduKaTOpa 1 HA3UBAjy Ce Be3aHe, a HeKe HUCY, U HA3UBAjy Ce CJI00OIHE TIPOMEHbH-
Be Te bopmyrne F'. TlormenajMo oaMax jeian mpuMmep.

Mpumep 3 Mmamo jesuk J = {0, +, <, =}, rze je 0 cumbon KoHCTaHTE,
+ je dbyuxknmjcku cumbom ay>kune 2 u < U = Cy JBa pesamnujcka cumboma
oba nyxwune 2. Ilormemajmo mpBo jeany dbopmyny Haz jesukom J Koja
HeMa KBaHTUMUKATOPE, Tj. je/IHy eeMeHTapHy (GopMmyy:
O+z<zxz+y.
Cee npoMeH/bUBE KOj€ ce 110jaBibyjy y T0j hOpMyiu, IPOMEHLUBE T, Y
U z, cy cia000/IHe TPOMeHJbUBe Te enemeHTapHe dhopmyne. U y ommrrem
Caydajy Baku JIa Cy CBE MPOMEH/bUBE OGUI0 Koje eneMenTapHe dhopmyiie
Ha/l HEKUM je3uKOM c1000JHe mpoMeHbuBe Te hopmyme. Asu, Kaja ce y
dopMy nojaB/byjy KBAHTHMUKATOPU OHIA MOPAMO MPEIU3UPATH T
TO 3HAYW OUTH T10/1 iejcTBOM KBaHTudbuUKaTopa. [locmarpajmo dopmymny
P
(Vx)z <y Az<0.

Y ®m0j ce nojaBibyjy IpoMeHbUBe T, Yy 1 2. IlocToju caMmo jemaH KBaH-
TuduUKaTOp, KBAHTH(MUKATOP Y3 MPOMEH/bUBY =: Vz. JacHo je ga ce
y HeKOj hOpMy/IH CBaK¥ KBAHTU(MUKATOP OJHOCHU HA HEKY IIPOMEH/bUBY,
na fiemo gecTo 3a 3amuc KBAaHTUGMUKATOD Ca TPOMEH/BUBOM TPOCTO TOBO-
PUTH KBAHTUMUKATOD HE TOMUBUNY TPOMEH/BUBY, KO TO HUje HEOTIXO -
no. Jakise, y ropmoj dbopmynn F' 3a KBaHTUDUKATOD VT TOHE 1e10Baba
je mordpopmyna z < y. OaMax 3ak/pydyjeMo J1a ce NMPOMEHJbHBA 2z He
HaJa3u y TOJbY JIeJI0Bakha HUjeJIHOT KBAaHTUMUKATODA, MA je OHA CJIO-
boaHa nmpoMmeH/buBa rnmocMarpase dopmysne. Illra je ca mpoMeHbUBHMA
z u y? Obe npoMeH/bUBE Ce HATa3e y M0JbY JAeJI0Bakha KBAHTU(MHUKATOPA,
Vx, anu caMo je NMPOMEH/bUBA HA KOJy €e Ta KBAHTHUMUKATOP OIHOCH,
JaKje TPOMEHJbUBA T, MO, JejCTBOM TOT KBaHTuduUKaropa. [lakne, x
je Bezana, a y je cnobonHA NpPOMEHJbUBA rocMarpaHe dopuyne. 3a-
K/bydyjeMo, T je Be3eHa, a z U Yy Cy CI000IHe TPOMEH/bUBE ITOCMATDAHE
dopmyne F'.

Caza pmajemo crpory neduHHIHjy CKyna CI0O0IHUX TPOMEHJLUBHX Heke dhop-
myne F.

Hedurnunja ckyna cnobofHNX NMPOMEHBUBUX Y HEKO] hOpMynn

Ckyn craoboanux npoMenbusux nexe dbopmyne F| cxyn SP(F), nedunu-
me ce Ha ciaenehn HaYWH:

o axo je I enemenrapna ¢opmysia, OHJA CBe NPOMEHJ/bUBE KOje ce IOo-
jaBmyjy y F npunanajy SP(F);
o ako je I dpopmyna obnuka —A, onna je SP(F) = SP(A);

o ako je I dopmyna obnuka A A B, AV B uu A = B, onja je
SP(F)=SP(A)USP(B);
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o axo je I' dbopmyna obnuka Ve A wim 3z A, onga je
SP(F)=8P(A)\ {z}.

Mpumep 4 OxpeauMo cKyn ci060AHUX TIPOMEHBUBIX dopmyte F :
(Vz)(0 < (z+y) A=(3y)(y <0))

naz jesukoMm J = {0,+, <,=}. mamo na je
SP(F)=SP(0 < (z+y)A~(3y)(y <0))\ {z}.

Cxyn co60IHUX POMEH/BUBUX (hOpMyJIe
0<(z+y)A-(EFy)(y <0)

je SP(0 < (z+y)) USP(~(3y)(y <0)).

CaJsia, oIpe Mo CKyToBe CJI060AHUX TPOMEHIbUBUX (hOpMYya
O0<(z+y) n =(3y(y<O0).

Dopmyna 0 < (x + y) je enemenrapsa, na je SP(0 < (z +y)) = {z,y}.
3a dopmyny —=(Jy)(y < 0) umamo
SP(=(3y)(y < 0))=SP(Iy(y < 0))=SP(y <0)\ {y} = {y}\ {y} = 0.

Jlakyie, ckym cJI000JHUX TIpOMeHsbuBUX Gopmyne F je

SP(F) = ({z,y} D)\ {z} = {y}.

Kopucrehn ckyn cnoboganx npoMen/buBux Heke dhopmyne F aqedunumemo mene
cnobo/iHe ¥ Be3aHe MPOMEHIbUBE.

HeduHuymnja cnobogHnx n Be3aHUX NPOMEHSBUBIX

Axo Baxku x € SP(F), onna je npoMeH/buBa & cJ10601HA TPOMEHIbUBA
dbopmyne F.

Ako mocroju nordopmyaa dopmyne F obnuka VrA wim 3z A n Baxkn
x € SP(A), ona je IpOMeH/bUBA T Be3aHa pOMeHsbuBa dopmyne F'.

[IpumernMo ma jeJHAa MPOMEH/PMBA MOXKe OUTH M Be3aHa U CJI0OOJHA MPOMEH-
muBa Heke dopmyne F. Y dopmymn F, (Vz)(0 < (z 4+ y) A =(3y)(y < 0)), us
Mpumepa 4 mpoMenmpuBa Yy je U Be3aHa u c1000gHA TpoMeHbUBaA Te dhopmysie. Beh
CMO TIOKazaJ u Ja y jecre cyioboiHa mpoMmeHsbuBa dopmyne F, a camga MOKaxKuMo
Ja je u Be3ana npomensbuBa Te dopmyne. Popmyna F uma nordopmyny obiamuka
(3y) A, 1o je nordopmyna (Jy)y < 0 u y je cnobomua y dopmynn A, ogaocHo y < 0.
Jakne y jecre BezaHa npomen/buBa dpopmyme F. I[IpupoaHO je MOCTABUTH IUTAHe:
Jla T MOXKe J1a ce mn3berHe cuTyardja Ja je jeqHa NPpOMEH/bUBA MCTOBPEMEHO U
cnobonua u Bezana? Onroeop je: JA. 3a namty dopmyiay Fy weHoj nordgopMynn
(Fy)y < 0 HpoOMeH/bUBY Y 3aMembyjeMO HEKOM TOTIYHO HOBOM NPOMEH/BUBOM KOja
ce He mojaBibyje y hopmynn [, Ha nmpuMep z u gobujamo GopMmyty

(Vz)(0 < z 4+ y A —(32)z < 0),
YUjU CKYTIOBM BE3aHUX U CJOOOJHUX MPOMEH/bUBHUX CY JAMC]YHKTHH: CKYI CJI000I-
HuX npoMensbuBuX je {y}, a CKyn BezaHux npomeH/bUBHX je {z, z}. Tenepanno, ako
je Heka NpOMeH/bUBA T U cJI000JHA U Be3aHa MPOMEH/bUBA IIPOU3BOJbHE (opMYyIie
F'| onna y cBakoj norgopmynu dopmyne F obnuka VoA unu 3z A rne x € SP(A)
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IPOMEHJHUBY X 3aMEHyjeMO HEKOM IOTIyHO HOBOM IPOMEHJ/BUBOM KOja Ce He TO-
jaBipyje y dopmynn F.

IIpenukarcke dhbopmyse Koje HeMajy cI060IHUX TPOMEH/BUBHUX 30BEMO 3aTBOPEHE
dopmyse win pedernnie. OaMax UCTAKHUMO BEJIUKH 3HAYA] CJI0OOJHUX [TPOMEH/bHU-
Bux y Hexkoj dopmynu. Kana GyneMo roBopusu 0 3Haderny (BPeJIHOCTH) MpeauKaT-
ckux GopMmysia, OJHOCHO O CEMAHTHIIY IPEIUKATCKE JIOTUKE, C1000IHE TPOMEHIHUBE
fie buTn y rmasHoj yio3u. Hamme, BpemnHocT 6mio Koje mpegukarcke bopmyse 3a-
BUCH O BPEJHOCTH FEHUX CIOOOJHUX MPOMEH/HPUBUX, Tj. TPOMEHOM BPETHOCTH
cnoboaHe TPOMEH/bUBE HeKe (hopMysie Memha ce U BPeTHOCT Te (hopmyIe.

Ocum Tora, c0601He TPOMEHIBUBE Cy BayKHE U Y CHHTAKCH IIPETUKATCKE JIOTUKE.
Op nocmarpane dpopmysie F' 3aMeHOM HeHe CJI0001He TPOMEHIbUBE & HEKUM TEPMOM
nobujamo HOBY hopmysy Kojy fiemo o3nauaBaru ca FP. Ann He MOKeMO OUIIO KOjy
cnobonHy TpoMeH/bUBY (hbopMyse F' 3aMemUBATH TPOU3BO/LHUM TEPMOM. Ta 3amena
MoOpa OUTH HUCIIPABHA, OJHOCHO IIPOMEH/bUBA T MOKe OUTH 3aMemeHa TEPMOM t aKko
HUjeHA TPOMEH/BPHUBA TepMa ¢ TOM 3aMEHOM He IOCTaje Be3aHa MPOMEeH/bUBA Y (hop-
mynu Fi°. Ilpe Hero mro gamMo CTpory AedUHHIHMjy UCIPaBHE 3aMeHe IOIVIeIajMo
jenan mpumep.

Mpumep 5  Mwmawmo jesuk J = {c¢,*,a} n3 Mpumepa 2 u npeauxarcka
dopmyna F :
(Vy)a(y * ¢, z) V a(e, )

HaJ TUM Je3MKOM HMMa jeJHY CJI000IHY NPOMEHJbUBY, IMPOMEHBUBY .
ITornenajmMo HeKe MCIpaBHe 3aMeHe TpoMeHsbuBe & ¥ T0j hopmyau. Ilor-
MyHO je jacHO Ja 3aMeHa, Koja TO y CTBapH U HUje, 3aMeHa IPOMEHIbUBe
T TEePMOM KOjU je caMma Ta IPOMEHJbHBA X jecTe UCIPaBHA 3aMeHa, Tj.
dopmyna

F? = (Vy)a(y xc,z) V ale,c)
je Hacraja MCIpaBHOM 3aMmeHOM. Jlabe, ako IPOMEHJBUBY 3aMEHMMO
TEepPMOM KOjU HE CAJIPYKU IPOMEHJbUBE OIET BPLUIMMO UCIPABHY 3aMeHY.
Ha npumep, NIPOMEHIbUBY T 3aMEmyjeMO TEPMOM (C * ¢) % ¢ KOju Hema
NPOMEH/BUBUX 1 106ujaMo hopMyny
Flueyee = (9)a(y * ¢, (e c) x ) V alc, ¢).
Joun jesHa ncnpaBHA 3aMeHa je 1a Ce IPOMEHJ/bUBA 3aMeHM TePMOM KOora
YMHY caMO jeJIHA TPOMEHJbUBA, KOja je IIOTIIYHO HOBa U He IojaBibyje ce y
nocmarpano] GopMyJTd. Y HAIleM MPUMePy NPOMEH/bUBY T 3aMemyjeMo
TEePMOM Z:

Fz = (Yy)a(y x¢,z) Valec)
U TO je ucrpaBHa 3aMeHa.
A kako m3rnena HeucrpapHa 3amena? [la, HemcrnpaBHa 3aMeHa je Ja
IPOMEH/bUBY T y nocMarpanoj ¢opmyan F 3aMeHHMO, Ha IPUMED, Tep-
MOM ¥ * 2

Fr., = (Vy)a(y * ¢,y * 2) V alc,c).

IMpomenmuBa y Tepma y * 2 y dopmynu Fy,, mocraje Besana, Tj. OHa je
y T0j opMyIH 1101 AejCTBOM KBaHTH(MHUKATOPA VY.
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MozkeMo /i1 13, JTaMO PEIenT 3a MPaB/bekhe UCIPABHUX 3aMeHa, CII000IHe
poMeH/buBe T ocMarpane dopwmysie F'?7 Ila, ciobogHa npoMen/buBa T
ce nojaBsbyje y mordopMmyan oy * ¢, ) Koja je IMo/be Ie/l0Bamha KBaH-
tuduxkaropa Yy n x je cnobonHa MPOMEHJbUBA Te MOT(OPMYIIe, 3aTO
CBaKu TepM ¢ KOjUM XOheMo Jja 3aMEeHUMO TPOMEH/bUBY T HE CMe /1a UM
NIPOMEHJbUBY ¥, jep OM TOM 3aMEHOM HEroBa NMPOMEHJbMBA AOILIA IO
nejerBo kBanTugukaropa Yy u nocrana Bezana y dopmynu FF.

Osaj penenr u3 [Mpumepa 5 y ommrem ciydajy 3a NpousBobHY GopMmyny [
ey CA000/JHy IIPOMEH/bUBY T W HEKH TepM ¢ uMma cienehu 0OJUK: HU 3a jeJHy
NPOMEH/bUBY Y TepMa  He cMe Ja nocroju nordopmyina dopmyne F obnuka (Vy)A
TaxkBa Ja je x ciodonHa npomen/busa y A. AKO 0BO CBOjCTBO BaykKd OHJIA je TepM ¢
cnobonan 3a npomensbuBy  y dopmynu F. Kopucrehu oeaj nojam, najemo gedpunu-
1IMjy WCIIpaBHE 3aMeHe.

JedunHnymnja ucnpasHe 3ameHe NpoMeH/bLUBE TEPMOM Y hopMyn

Ako je Tepm t cii060aH 3a TPOMEHBUBY T v HeKo] hopmynu I, onma je
3aMeHa NPOMEeHJbUBEe = TepMoM t vy (opMymn F' ucrnpasHa.

1.2 CemaHTuKa npeankKaTckKe JJOTUKE

Y oBoMm moryiaB/py hiemo ce GaBuTH 3HAUEHEM TpeauKkarckux dopmyna. Kao u y
caydajy uckazHux OpMysIa, Tako U 3a CBAKY MPEIUKATCKY (DOpMyIy TIAaBHO IMH-
rame fie 6urn Koja je mena BpenHoct (oz aBe Moryfie BpeIHOCTH), OJHOCHO 14 JIu
je Ta bopmyna uCTHHUTA MM J1aXKHA (HEMCTHHHATA).

1.2.1 Baayanmuje u peJjanuja 3aJ0BOJbUBOCTHI

ITojam mozmemna

Y nocrynky oapehuBama BPeIHOCTH HeKe UCKasHe hopMysie, BheHa UCKa3HA C/I0Ba
Pa3IUINTHM BaJdyanujama cy Jobujasia 3Hauene (MHTEepIPeTHPAI CMO UX Kao) HC-
runur (1) naun naxan (sencruaur) (0), a 3atum, kopucrehu nedununujy dynkuumje
UHTEpIpeTalije 3a Te Bajyalnje PadyHa/ln CMO BPEIHOCT rocMaTpane (hopmyiie,
Iyt o BpeaHocTH (MCTHHNATA WM HEMCTHHUTA) Npeaukarcke dhopmyne je apy-
raguju. 3a HeKy npeaukarcky dopmyny F npso Tpeba 3HATH je3uK J HAJ KOjUM
je ma mpeauKarcka (popMy/ia HANpPaB/hEHA, & 3aTHM MHTEPIPETUPATH ITPOMEHJLUBE
u3 ckyna V u cumbose jesuka J. Hawmme, Tpeba nzabparu Henpalzan CKyI S, KOju
hemo 3BaTu HOCAY WM JOMEH, YUju eJleMeHTH he OUTH BPEIHOCTH 3a MPOMEHJbUBE
u3 ckyna V. Ocum Tora, cBaka KOHCTaHTa je3uka J hie OUTH HEeKU U3IBOjEH e/IeMeHT
u3 S, cBaku omepanujcku cumbon f jesuka J, unja aykuHa je n, fie 6uru wHTEP-
NpeTupad TAYHO jeJHOM ONEPAaIUjoM Ay»KUHE 1 HaJ cKyrnoM S (Tj. dyHkuujom u3
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ckyna S™ y cKyn S), U Ha Kpajy CBaK{ DeJIAlHjCcKu CUMOOIT p je3uka J, unja JyKHHA
je m, he OuTu UHTEPNPETUPAH TAYHO jeJHOM DEJIAIUjoM Jy>KHUHE 1M HaJ CKyIoM S
(1j. dbynxuujom n3 ckyma S™ y ckym {0,1}).

EBo jennor npumepa.

Mpumep 1 Mwmamo jesux J = {c,*,a}, vae je ¢ cumBos KOHCTAHTE, *
6unapun onepanujcku (pyuruujcku) cumMboa U v GUHAPHHU PeJIAIH]jCKI
cumbost. 3a Hocau Gupamo ckym npupogaux 6pojesa N. 3uauu, npomen-
JbUBE U3 cKymna ) y3umajy BPEIHOCTU M3 CKyIa IPUPOJHUX OpojeBa, 3a
KOHCTaHTy ¢ 6upaMo npupogas 6poj 1, onepanujcku cuMmOOII * AyKuHE
2, uHTepnperrpamo omeparnmjoM + @ N? — N, 0ZHOCHO caGupamem
NpUpoAHUX OpojeBa W peanujCcku cuMO0I (v Ay>KUHE 2, HHTEPIpPeTH-
paMO peIalujoM jelIHAKOCTH = NpPUPOAHUX Opojesa (Tj. dyHKIMjOM
=:N2 - {0,1}).

Nedunuunja crpyktype S = (S, I7) 3a jesuk J

Jenmy cTpykTypy 3a je3uk J uumHe HempasaH ckyn S u dynxuuja [7
nedunucana vaz jesukom J Ha caeaehin Hadus:

(1) cBakoM cMOOITy KOHCTaHTE ¢ je3uKa J OAroBapa TAdyHO jeJaH eje-
menr ¢; ckyma S, 7j. I7(c) = cr;

(2) cBakoMm omeparjckoM cumbouty f jesuka J, unja Jy>KUHA je 1, 0Jro-
Bapa TadHO jeqHa omepaumja fr, fr:S® — S, 1j. I7(f) = fr;

(3) cBakoMm pesranujckoMm cuMboiy p je3uka J, unja [oy»KUHA je m, O4ro-
Bapa Ta4HO je/iHa pesanuja Jy>kKuHe m Ha ckymny S, pr € S™ (omHOCHO
byuxmmja pr, pr : S™ — {0,1}), ti. I7(p) = pr.

Ty crpykrypy hemo osmagasarun S = (S,I7), a ckyn S hemo 3BaTm
HOCAY WM JoMeH crpykrype S = (S, 7).

VY Npumepy 1 mu cmo npeacrasunu crpykrypy (IN, 1, +, =) 3a jesuk J = {c, *, a}.
Crpyxrype (Z,1,-,<) u (R,0, -, <) cy ucTo Tako CTpyKType 3a 1aj jesuk J. Ammn, ca
OpaB/berheM CTPYKTYPa 3a HeKM je3nk Mopamo 6urtn ornpesnu. Ha npumep, cTpyk-
typa (R, 0, <, =) Huje crpykTypa 3a Hau jesuk J = {c,*, a} jep je u 10j CTpyKTypn
OUHAPHHU OIlepalyjcKu cuMOOoII * je3uka J WHTeprnpeTupaH OGuHAPHOM penanujom <!

Kana umamo jenuy crpykrypy S = (S,17) 3a jesux J, oHIa NPOMEH/bHBHUM
U3 CKyTla NPOMEH/bUBUX V 07e/byjeMO BPEIHOCTH W3 Hocada S. JemHa Basyaijuja
v 3a CKyIl IPOMeH/BUBHX V y ogHOCY Ha HOcau S crpykrype S = (S,17) je jemno
npeciaukasame v Y — S, Koje CBaKOj NPOMEHJBbUBO] U3 V nofesbyje jelaH e/leMeHT
m3 S. Axo 3a Banyanujy v, NPOMEHJ/bUBY I; ¥ HEKH eJIleMeHT d CKyla S BayKu
v(z;) = d, oHAa KaykeMo [J1a je d BpeJIHOCT MPOMEH/bUBE T; BAJIYyalldjoM v.

3a mexn jesuk J jenma crpykrypa S = (S,717) u jenma sanyammja v : V — S,
qmHe jenHy nHTEpHperanujy Kojy hemo osnauasaru ((S,17),v) = (S,v) nmu I,.

Kaza 3a Hekn jesux J mmamo oapeljeny mmrepnpramujy ((S,17),v) = (S,v),
OHJIa CJIeU NUTabe: KaKO Ce TOM MHTepIperanujoM oapeljyje BpeiHOCT HEeKOr TepMa
UM npeaukaTcke popMmyse Ha je3ukoM J, OJHOCHO Kako ce Taj TepM (Ipeukar
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cka ¢opmysna) narepnperupa’? Iloynumo ca waTepnperanujom Tepma. Hexn Tepm
HA/T je3nKOM J YiHe [IPOMEH/bUBE U KOHCTAHTE [IOBE3aHe OlepalujcKuM cCuMOOoInMA.
Unrepnperamumjom ((S, I7),v) = (S,v) craka KOHCTaHTa TOT TepMa je JOOUIA BPE-
HOCT HEKOT eJIeMeHaTa U3 HOcada S, CBaKka HeroBa MPOMEH/bUBA je BaIyalyjoM v J10-
6n/1a HeKy BPEJHOCT M3 UCTOI CKYIA ¥ KOHAYHO CBAKY OMEPAIUjCKH CUMOOM Iy KuHe
7 TOI TepMa M0CTaje KOHKPeTHA Olepalija Hal ejjeMeHTuMa ckymna S. Jlakne, Bpe-
HOCT TepMa HEKOM MHTepIIpeTanujom I, je pe3yjrar HeKuxX Oreparnuja Hal, eJIeMeH-
THMa CKyIa S, IpeMa ToMe, TO je HeKHu ejeMeHT ckyna S. To mero Kayke m crpora
neduHNLNja HHTEpIIpeTaluje TepMa KOja CIIeIu.

Hedunnynja nnrepnperaunje tepma

Bpennocr (3Haveme) tepma t y untepnperamuju I, onpehenoj crpyx-
rypom S = (S,17) u Banyarmmjom v : V — S, o3mauasamo ca I,(t) n
neduHUIIEeMO Ha cienenn HaduH:

© aKo je TepM ¢ IpOMeH/bUBA T, oHJa I, (t) = v(x);
© aKo je repM ¢ KoHCTaHTa ¢, onga I, (t) = cr;
© aKo je repm t obmuka f(ty,...,t,) (npu uemy je ay>kuna dbyHKIH]CKOD

cumbona f jennaka n) u ako je I,(t;) = d;, d; € S, 1 < i < n, onga je
I,(t) = fi(ds,...,dn).

A eBo u jeJHOr TIpUMepA.

Mpumep 2 HapeguMmo HeKONMKO Tepama Ha je3uky J = {c,x*},, rue je
* OMHAPHU OTepalnjCcKu CUMOOIT:

z, ¢ (cxx)xy u ((cxx)*c)x*y.
Onpeanmo BpeJHOCT TUX Tepama y uHTepnperanuju I, onpeljenoj crpyx-
typom (N, 1, +) u Banyanujom v : V — N 3a kojy je v(z) = 3uv(y) = 5.
BpennocTn THX Tepama Cy HEKH eJIeMEHTH HOCada CTPYKTYDE, y Hallem
caIydajy cKyma NpupoJHux OpojeBa:
Is(z) = v(z) = 3, L) =er=1,
Iy((cxz) *y) = (cr +v(z)) +v(y) = (1+3)+5=09,

I,(((cxx)xc)xy) = ((cr +v(z)) +cr) +v(y) = (1 +3)+ 1)+ 5= 10.

V omnmreM ciaydajy, BpeJHOCT TepMa He MOyKe OUTH UCTUHUT WM Jaxkan. Vc-
TUHUTA WIN JIaXKHA MOKe O6utn npenmkarcka dbopmyna. Eso medbunnnmje nnrep-
npeTaluje npeaukarcke GopMmyIie.

Hecdbunununja nHtepnperaunje npeankatcke opmyne

Bpeanocr (znaveme) npeaukarcke dhopmysne F'y unrepnperanmju I, of-
pehenoj crpykrypom S = (S,717) u Banyammjom v : V — S, unTep-
nperatuju (S,v), osnagasamo ca [,(F) u gedurnmemo Ha caenehn
HAYUH:

o axo je I enementapua dopmyna L, ouga je I,(L) = 0;
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o ako je F' enemenrapua dopmyna obiuka T, onga je [,(T) = 1;
o ako je I’ enemenrapHa dopmymna obmuka p(ti,...,t,) (npum gemy je
Jly?KMHA pestanujckor cuMbosa p jennaka n) u axo je I(t;) = d;, d; € S,
1 <i<n,onnaje Li(p(tr,....tn)) = pr(dy,...;dn);
o ako je I' dpopmyna obnuxka —A,
onza je I,(~A) =1 - I,(A);
o axo je F' dopmymna obiuka A A B,
ouna je I,(A A B) =min(l,(A), I,(B));
© axo je F' dopmyna obiuka AV B,
onga je I,(AV B) = max(I,(A), I,(B));
o ako je F' dopmyna obnuka A = B,
ouna je I,(A = B) = maz(l — I,(A), I,(B));
¢ axo je I' dpopmyna obnuka A < B, oHaa je:
I,(A < B)=1ako je I,(A) = I,(B), unaue je I,(A < B) = 0;
© ako je ' dopmyna obnuka VA,
ouga je I,(VxA) = min{I,(A%) : d € S};
o ako je I popmyna obyimka T A,
onna je I,(3zA) = max{l,(A%) : d € S}.

ITpumeTuMo Ja ce BPEJHOCTH Npeaukarckux dhopMmysa Koje Cy HalpapB/beHe y3
noMoh JTOrHIKUX Be3HWKa oapelyjy Kao ¥ BPeIHOCTH HUCKA3HUX (HDOpMYysIa HAmpas-
JbeHnx y3 nomoh mcrmx Besnuka. Ocraje HaM Ja NPOKOMEHTAPHIIEMO BPEIHOCTH
npeaukarckux dpopmyna obnuka VA u 3z A y Hekoj unTepnperauuju [,.

Mpumep 3 Tlocmarpajmo jesuk J = {c¢,*,a} u3 [pumepa 1 u tpu
npejukarcke hopMysie Ha TUM Je3UKOM:
(Vz)a(e,z), (Bx)a(z,c) un (VYz)a(z,z*c).

OapeauMo BpeAHOCT TUX MPeInKaTckux gopmyna y uaTepnperanujn 1,
koja je gara crpykrypom (N, 1,4+, <) u Banyanujom v : V — N.

IIpsa dopmyna nocraje: (Vz) 1 < z.

Onpehyjemo I,((Vz)l < z):

I,((V2)1 < z) = min{l,((1 < 2)%) : d € N} = min{I,(1 < d) : d € N}.

Haxne, na 6u cMo oapemunu spennoct [, ((Va)l < x) mopamo ompe-
JATH BPEJHOCT TOM uHTepnperanujoM I, cux dopmyna (1 < z)¥, rae
d mponasu cxkyn N, 0JHOCHO BpPEIHOCT MHTepnperanujoMm [, CBake O]
dopmyna 1 < 0, 1 < 1,1 < 2,... Ako cy cBe oBe dOpMyne UCTUHUTE,
ona he ckyn {7,(1 < d) : d € N} 6uru jeqnounan, umahe camo ejeMenT
1, u ,((Vz)l < &) = min{l} = 1. ¥ cynporHoMm, BpegHocT GopMmyie
(V)1 < @ he 6urn 0. Mmamo ma cy cse mocmarpane (opmysie, ocuMm
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rpBe JBe, MCTUHUTE, Tj. UHTeprperarujoM [, uMmajy BpeaHocT 1, a npsa
0 < 1upapyral < 1cy gakHe, Tj. TOM UHTEPIPETAIU]Y UMA]y BPEJIHOCT
0, na je ckyn {I,(1 < d):d € N} ={0,1}. Crora,

I,((V2)l < ) = min{I,(1 < d):d € N} =min{0,1} =0,
na je dopmyna (Vz)a(c,z) naxua y uarepnperanuju (N, 1, +, <), v).
Ipyra dopmyita mocraje: (F2) 5= 1
Ounpehyjemo I, ((3z)1 < z):
I,((32)1 < ) = maz{L,((x < 1)%) : d € N} = max{l,(d < 1) :d e N}

Ja 6u cmo oapeaunu spegaoct [, ((3z)z < 1) omer mopamo oapeautn
Bpegaoct csux dopmyna (z < 1)7, rge d mponasu ckyn N, ognocHo
Bpennoct ¢dopmyna 0 < 1, 1 < 1, 2 < 1,... Y oBoM ciyuajy 3a KBaH-
TuduKaTop I JOBOJHHO je Ja jejiHa Of BHUX Oyae ucTuHuta, Tj. ga 1
6yae enement ckyna {I,(d < 1):d € N} u dopmyna (Iz)z < 1 hie 6urn
ucrnanTa jep je makcumyM ckyna {[,(d < 1) : d € N} jeanak 1. Cre
nocmarpane Gpopmyse OCHM TIpBe ¢y Heradre, na je [,(0 < 1) = 1, a
I,(d<1)=0,3adeN,d#0. Jaxe,
L,((3z)x < 1z) = max{0,1} = 1.

3axspyayjemo aa je dopmyna (3z)a(z,c) uCTHHATA ¥ UHTEPIPETALU)HU
(N, 1, +, <),v).
Tpeha dopmyna je: (Vz) z <z + 1.
Hbena Bpeanoct uaTepnperanujom I, je

I,((Va)r <z + 1) = min{l,((zr <z +1)%) : d € N}.
ITorpebro je ompemuru Bpenuoctu dopmyna d < d + 1, d € N, 1j.
dopmyna 1 < 2, 2 < 3,... Cse oBe ¢opMysie cy UCTUHHUTE, Tj. UMajy
speanoct 1, na je I,((Vz)x < z + 1) = 1. Bakmyuyjemo ga je dopmymna
(Vz)a(x,z * ¢) ucruaura y uarepnperanuju ((N, 1, +, <), v).

[IpumernmMo ga y NPeTxXOgHOM IPUMepPy HHCMO MHOTO BOJUJIM pAadyHA O Baj-
yaluju v Koja ciamka ckym mpomenspuBux V y ckyn N. Ilormenajmo mame dop-
MyJe W3 TOI IpuMepa y cBeTay ciobomuux npomenmsusux. Cse Tpu dopmyne cy
pedenuiie, OJHOCHO HeMajy cJI000JHUX MPOMeH/bUBUX. VICTAKHUMO [1a 3a HEKY WH-
repriperanujy (S,v) speanoct I, (F') 3aBucu oj Heke Basmyauuje v @V — S camo
ako dpopmyna ' uma cnobomaux npoMen/buBux. Ha mpumep, ako je mpoMeH/bUBA T
cnobonna npomenbuba dopmyine F oxga Ham je morpebHa BpeaHoct v(z) ma 6uemo
onpemunn I, (F). Tlocebuo, axo je dopmyna F' pedennna, tj. dopMmyna Koja HeMa
c1060/IHUX IPOMEH/BUBUX, OHJA BpeaHocT I, (F') He 3aBucu ox v, na ymecro I, (F)
gecto nuuiemo I (F).

EBo npumepa nnarepruperamnuje popmyiie Koja HUje pedeHnna.

Mpumep 4 Tlocmarpajmo jemry hopmysay Koja nma ciio60JHUX TPOMEHbUBUX
Haj noszHarum jesukom J = {c,*, a}, dbopmymy:
(Va)a(z, z * y).
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Cnobonna nmpomenspuBa 0Be popMmylie je mpoMmeH/buBa y. Heka je mara
caMo CTPYKTYpa jenHe uurepnperanuja [, crpykrypa (Z,0,4, <). 3a-
JaTak, Ja ce oApead MCTHHOCHA BPETHOCT OBe (GOpMyJie 3a Ty UHTEp-
nperannjy [, He MOXkeMO0 Aa ypaaumo. Hamme, nocmarpana dbopmyna
y O0BOj mHTeprperanuju je dpopmyra
Vz)z<z+y

1 BH/JMMO 13 He MOXKeMO Ja YCTaHOBHUMO Ja JIU je OHa MCTHHUTA jep He
3HAMO BPEJHOCT 3a Y. Y IOCTABIM HAIEr 33JaTaka CMO H30CTaBUIU
nojarak o Baayamuju v @V — Z. Mopamo 3naru Banyauujy v : YV — Z
U BPEJHOCT IPOMEHJbUBE Y BAJIyalujoM v, Tj. BpeaHoct v(y). Nzabep-
uMmo Bastyanujy vi : ¥V — Z xoja npomensuBy y cauka y 0, vy (y) = 0.
Hobujamo dopmyny (Vo) z < 2+0 u Ta dopmyna je naskua. daxne, moc-
Marpana dopmyna je naxkHa y uaTepnperanyju I, . Amn, 3a Bagyanujy
vy 1V — Z, va(y) = 1 nama dopmyna uma obiuk (Vo) z < z+ 1 u ona
je mcrmHHUTA, OJAHOCHO Ta OpMysa je HCTHHHATA y HHTEprpeTannju I,,.
3ak/bydyjeMo J1a 3a pa3judyuTe BaJyalldje Ha CKyMy MPOMEHJ/bUBHUX V),
V1 U U2, Tj. 3& PA3/IMUUTE BPEJHOCTH CJI0O0IHE IPOMeHsbuBe y hopMye
(Va) a(z,z *y), IMaMO 1 pasauduTe BpeaHocTu te ghopmyne.

[TpuposHo je 3a cBaky npeaukarcky gopmyny F Hag HEKUM jesukom J H3/1BO-
jutn ome nnreprperanuje (S,v) = ((S,17),v) 3a xoje je ona mcruHuTA, Tj. OHE 33

koje Baxku [,(F') = 1. Takse uarepnperanuje hemo 3satu momenu dbopmyne F.

HedwvHuunja mogena npeankatcke opmyse

Ako je marepmnperanuja I, oapehena crpykrypom S = (S,17) u Ba-
nyaumjoM v U axo 3a dopmyny F Baxu [,(F) = 1, onia Kaxemo Ja
unrepnperanuja I, 3ajg0Bo/baBa dbopmyny F naje dopmyna F uctruHUTA
y unrepnperaunju I, = (S,v) u na je (S, v) monen dopwmyne F, a To 3a-
nucyjemo: (S,v) = F.

VY namewm lMpumepy 4 unrepnperanuja ((Z,0,+,<),v2) je Momen mnocmarpane
dopmyne (Vz)a(x,z * y), onnocuo ((Z,0,+,<),v2) E (Va)a(z,z *y). Mehyrum,
dopmyna (Vo)a(z, x *y) auje ucruaura y unrepuperanuju ((Z, 0, +, <),v1) u 3a 1y
unTepnperanujy hemo pehu na je koarpamonen dopmyne (Va)a(z,z * y).

1.2.2 Bamane dopmyiae

Y cemaHTUIM MCKa3HE JIOTWKE IEHTPAJTHO MecTO 3ay3mMmajy tayrosoruje. [loace-
THMO Ce KOje TO CBOjCTBO M3/Baja TAyTOJOTHje Ol CBUX JAPYTUX UCKA3HUX GopMmysa:
TayTOJIOTMja je MCTHHUTA 33 OWJI0 KOjy BaJlyalyjy HeHuX HCKasHux cjiaosa. CBo-
JCTBO KOje MOXKEMO 3aXTeBaTH OJ NpeJukarcke dopMyia, a Koje JIMYM Ha CBOjCTBO
TayTONOrHja, je Ja Ta mpeaukaTcka dopMyna y ompehenoj crpyxkrypu S = (S, 1)
Oy/e UCTUHUTA 3a CBaKy Bajyanujy v : V — S, WIM jOII BHIIE: A je UCTUHHUTA 32
CBAKy MHTEpPIpPeTalnjy.
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Hedburnunja sasbare opmyne y cTpyktypu S

Axo je 3a Hexy crpykrypy S = (S,I7) dopmyna F ucrunuTa 3a CBaKy
BaJyalMjy v, Tj. y CBako] WHTeprnperanuju [, ca TOM CTPYKTypoMm S,
Baxku [,(F') = 1, onna kaxkeMmo aa je cTpykrypa S mozesn dopmyne F,
1j. dopmyna I je amana y crpyktypu S m mumemo S = F

Mpumep 5  UNmamo jesuk J = {o,a}, rme je o GUHADHHU OEpAIUjCKu
cuMmboit, a o buHapau penanujcku cumbon. IlocmarpajMo mpeguKaTcKy
dbopmyay

(V) (Jy)a(z,y)
naj jesuxom J u crpykrypy (R, +, <) 3a Taj jesuk. 3a Ty CTPYKTYpY
nocMmarpata ¢popmysia je

(Vz)(Fy)z <y
U OHA je MCTUHUTA 3a CBAKy Basyauujy v : V — R, omHOCHO Ta dopmyna
je Bamana y crpykrypu (R, <).
Hexko he pehu: na, To je jacHo ma BpemHocT oBe GOpMyse He 3aBUCH
0/l BajJyaluja jep je OHa pedYeHWIa W HeMa CJI000MHWUX ITPOMEHJbUBUX.
Cnaxxkemo ce ca ToM mpuMendoMm u majemo jorn jenan npumep. Ilocma-
TpajMo hopMyTy

(Vz)a(z,zoy).
ca cJ000QHOM TpOMeH/buBoM Y U cTpykTypy S = (N, +,<). 3a 1y
CTPYKTYpy mocMarpana dbopMyna je:

(Vz)z <z +y.
Paszmuuure Banyanuje v @ V — N 100040y OIPOMEH/BUBY Y CIUKA]Y Y
passunTe MpHUpomHe Opojese, Aajy pasnuuute unrepnperaunuje (S,v)
U BpesHocTH mocMarpase GbopMmysie THM HHTEpPIpeTanujaMa Cy Maskaa
pasinuure. [IpuMeTruMo ma MpOU3BOJLHOM BAJIyallljOM IPOMEHJbUBA Y
MOKe OUTH IpOM3BOJbaH nmpuponaH 6poj d. Kaxo 3a 6110 Koju npuponan
6poj = Baxku: x < x+d, rae je d > 0, 3akspydyjemo aa je Hara GpopMyta
uctuauTa 33 CTPYKTYpy S = (N, +, <) u cBaky Bangyauujy v : V — N.
JHaxme, dopmyna (Vz)a(z, z oy) je Bamana y crpykrypu S = (N, +, <)
n numemo (N, +, <) = F.

Jo cama cmo mobumm dbopMysie Koje Cy UCTUHUTE y HEKOj CTPyKTypu S, rie
je S = (S,I7) 3a cse Banyanmje v : ¥V — S, 1j. n0o6uam cmo BasbaHe GopMmyie
y ompebenoj crpykrypu. Jla 1M MOXKEMO M HEIITO BHIIE OJ TOra Ja TParKHMO?
Moskemo. Hanme, MOXKEMO Ja TpaxkuMo 13 (opMysia Haa HEKUM je3uxom J Oyie
ueruHUTA y cBakoj crpykrypu S = (S,17), Tj. 3a cBaky MHTepmperanujy 3a Taj
jesuk. Jla nu mocroje Takse dhopmyne? Ilocroje. EBo jemnor mpumepa.

Mpumep 6  Mmamo jesux J = {4}, rae je § penanujcku cuMO0IT Ay XKUHE
1, m mocmarpamo cienehy bOpMyIy HaL THM je3UKOM:

Blz) v ~B(z).
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3a npousBosbHy cTpyKTYpy S = (S, 1) u Banyauujy v: V — S, v(z) = d
3a HEKH eJIeMeHT d M3 CKyTa S, ropmha (popmyna je obanka

Bi(d) Vv —B1(d)

Enemenrtapsa dopmyna Or(d) uarepruperanujom (S, v) MOKe IMATH Bpe-
auoct w1 unm 0. Y caydajy aa je jeHa BpeqHoCT 1, OHJIa je BPeaHOCT
dbopmyne —57(d) jennaka 0, u obpuyTo ako dopmyna [r(d) nma Bpej-
noct 0, onna je speaaoct dopmyne —Fr(d) jeqnaxa 1. IMomro je Bpe-
nocr dopmyne B;(d) V =f;(d) jennaka MuHMMYMy BPEIHOCTH (OPMYJIa
Br(d) u =B;(d), onga y oba ciydaja nobujamo na je meHa BpegHoct 1.
Jaxune, 3a npoussosbHy cTpykTypy S = (S, A1) u Banyanujy v dbopmyna
G(z) V =f(x) je ucruaura. Dopmylsie Koje uMajy Ty OCOOUHY 30BEMO
Basbane hopmye.

HedwvHuunja samsare opmyne

Axko je npemuxarcka dbopmyna F Ham jesukom J HUCTHHHUTA 33 CBAKYy
MHTEepIpeTanujy, ouaa 3a Ty GopMyIy KaykeMo Ja je BajbaHa (bopmy/ia
u numemo = F.

Bamane dopmysie uMajy meHTPATHO MECTO y IPEIUKATCKO] JIOHIM HCTO Kao
TayTosioruje y ucka3uoj joruiy. IlocToju n BakHHMja Be3a m3mehy rayTosoruja u
Basbanux popmymna. Hamme, mocroju mocrynak KOjuM O TayTOJIOTHja MPABUMO Ba-
mane gopmyne. Oamax hemo npezgcraBuTu Taj nocrynak. llormenajMo Basbany
dopmyny u3 Mpumepa 6. Y T0j Ba/banoj hopMy/n je cakpuBeHa, Hama J0OpPO 103-
HaTa, TayTosnoruja pV —p. Bamana dopmyna G(z)V —-F(x) je nobujena Tako mro je y
TayTONOrUjn pV =P HEHO HCKAZHO CJIOBO P 3aMEHEHO TIpeIuKaTcKoM gopmynom G(x).
ITocrapma ce muTame: Ja U THM MOCTYIIKOM, KopucTelnm O6M/IO KOjy TayTOIOorujy
u npeaguxarcke dopmyne, moxemo g06utu Basbane dopmyne? Oarosop je: JIA.
Hexa je F'(p1,...,pn) OUI0 KOja TAyTOJNOTHjA TAE CY P1,...,Pn CBA UCKA3HA CIIOBA,
MehycobHO pasnuuuTa, Koja ce 1ojaBibyjy y Toj tayrosoruju. Jlame, mocmarpa-
jMo npomnsposbHe MehycobHo pazauunre npegukarcke dbopmyne Ay, ..., A, Ako je
F(Ay, ..., A,) npeankarcka dpopMyra Koja je 1001jeHa TaKO LITO CMO y TayTOJOIH]j1
F(p1,...,pn) CBAKO N0jaB/bUBAIE HCKA3HOT CJIOBA P; 3aAMEHHJIN IIPeJINKATCKOM (hop-
mynom A;, 3a ceako 4, 1 < i < n, onna je ta GpopMyna HCTHHATA y TPOU3BOJLHO]
crpykTypu (HapasHO 3a je3uk J HaJ KOjuM cy HampaBibeHe dopmyre Aj, ..., A4,),
Tj. oHa je BasbaHa opMysa.

VY Mpumepy 6 tayronoruja F(p) je uckazuna dpopmymna pV —p, npegurarcka dhop-
My7a, Koja 3aMerbyje BeHO jeJMHO UCKA3HO CJI0BO p je eneMentapHa dopmyna §(x),
na je npeauxarcka dpopmyna F(B(z)) 6am npeankarcka dopmyna f(x) V =f(x) 3a
KOJy CMO Jl0Ka3aju Ja je Bajbana dopmyrna.

ITocmatrpajyhu Besy usmehy nckasue dpopmyne F(p) = p V —p u mpemukarc-
ke dopmyne F(B(z)) = p(z) V -f(z) nokazaliemo kaxo je mose3aHo onpehusame
speanoctu dopmyine I, (F(p1, ..., pn)) (32 Ipou3BO/bHY HHTEPIIPETALH]Y [, HCKAZHIX
dopmyna) ca oapehusamem spenaoctu dopmyne I, (F (A1, ..., Ay)) (3a npoussosbuy
uaTepnperanujy [, npeaukarckux dhopmyna). Ilomcernmo ce nocrynka ogpehusama
BPEAHOCTH Hexke uHTepnperauuje [5 y nckasHoj jorunu, n oapeanmo I3(F(p)) =



16 I'ZIABA 1. IPEJINKATCKA JIOTUKA

Iz(p V —p) 3a Heky Bamyanujy U. Baayamujom U ¢BakO MCKa3HO CJIOBO (hopmyre
F(p) (camo cnoso p) je mobuno Heky BpenHocr U(p) = Iy(p) u OHIA padyHAMO
I(F(p)) = Iz(p V —p) na ciaenehn HauuH:

I5(F(p)) = Is(pV —p) = maz(I5(p), 1 — I5(p)).
ITornyHo je jaCcHO 1A HEKOM JPYrOM BaTyalujoM U HCKA3HO CJIOBO P MOMKE HMATH
apyry Bpeasoct (p) = I=(p) pazmuauty on T(p) = Fx(p), amu hie I=(F(p)) 3aBucuru
on I=(p) o ucrom 3akony: maxcumywm Bpemnoctu I=(p) u 1 — I=(p).
Crora Ty 3aBHCHOCT MOXKEMO IPEJICTABUTH Ka0 je/IHy DYHKIH]Y

I5(F(p)) = MI5(p)), rae je h(z) = max(z,1 - z).

3a NPOM3BOJbHY Basyalyjy U. BpaTumo ce y NPeIUKATCKy JIOTMKY U OJPEIUMO
I,(F(B(z))) = L,(8(z) V —-8(x)) 3a neky unrepuperauujy I,. HWnrepnperaimy-
jom I, mordopmyna B(z) uma csojy spemuoct [,(5(z)), n BpeaHocT padyHamo
L,(F(B(z))) = I,(B(x) V ~F(x)) na cnenehn nauun:

I,(F(B(x))) = 1,(B(z) V ~B(z)) = maz(I,(B(z)),1 — I,(B(z)))
Hexom gpyrom unrepuperanujyom I, Bpeaaoct dopmyde 3(z), L, (B(x)), he moxna
6utn pasmuanta on I, (8(x)), amu he ce spemnocr I, (B(x) V —5(x)) pauynaru y
sasucutu o I, (4(x)) mo ucTom 3aKOHY Kao y MHTeprnperanuju I,:

Iy, (B(z) V -f(z)) = h(ly, (B(z)), tae je h(z) = maz(z,1 - z).
[ornenajmo dbysxmjy b koja omucyje 3aBucuoct Iy(F(p)) on Ix(p) u dbyukunjy h
koja onucyje zasucuocr I,(F(8(x))) on I,(B(x)). Te nse dynxkumje onucyjy ucru
3aKOH, Tj. BaXKH

I5(F(p)) = h(Iz(p)) u I, (F(B(x))) = h(1,(B(z))),
rae je h(z) = maz(z,1 — z) u I3 npou3Bo/bHA MHTEpIpETAlUja UCKA3HUX, a [,
NpPOU3BOJbHA MHTEpNpEeTAnrja MPEAUKATCKUX (HhopMyIia.

Opa ocobuHa Ba>Ku U 3a IPOU3BO/bHY UCKazHy hopmymny F(p1, ..., pn) U IPEIUKATCKY
dopmyny F(Aq, ..., A,) nobujeny u3 te uckazue HopMyse Ha TOPe ONMUCAH HATHH.
Haume, ncrom dynxnujom je onucana sasucuoct [,(F(Ay, ..., A,)) on BpeaHocTu
I, (A1), ..., I,(A,) (3a 6uno kojy unTepnperauujy [, mpeaukarckux Gopmyna) u
sapucnoct I5(F(p1,...,pn)) on Bpeanocru Ig(p1), ..., Iv(pn) (32 6uso kojy unTeEp-
nperauujy I3 uckazuux popMysia), Tj. Ta 3aBUCHOCT je OMUCAHA HEKOM (DYHKIINU]OM
h:

I,(F(Ay, ..., An)) = h(I, (A1), ..., I, (Ay))

u

IU(F(pla --'apn)) = h(IU(pl)a EED) Iﬁ(pn))-
OBy ocobuny fiemo KopucTuTH y nokKaly cienehe reopeme.

TEOPEMA 1
Axo je chopmyna F'(py,...,p,) TayTonoruja n Ay,..., A, npeankarcke dopmyine,
oHpa je dopmyna F(Ag, ..., A,) Basmana copmyna.

OOKA3
ITorpebHo je mokazaTh ga 3a cBaky uarepuperanujy I, (S,v) = ((S,17),v) Bpegunoct
dopmyne F(Aq,...,Ap) je 1.
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Cpakom wuHTepnperanujom I,(S,v) = ((S,19),v) dopmyne Ai,..., A, nobujajy
speanoctu I, (Ay),..., I,(A,) n nebununmja narepnperanuje gaje dbynxkmujy h xoja
onucyje 3apucuoct I, (F(Ay,...,An)) on I, (A1),..., I,(Ay), Tj.
L,(F(Ay,...,A)) = h(Iy(A1), ..., [,(An)).

CenuMo ce y MCKa3Hy JIOPHKY W TaMo nocmarpamo dopmyny F(pi,..,pn) u jeany
BAJIyalljy U HEHUX MCKA3HUX CJIOBA 3a KOjy BaxKM Ja je:

U(p;) = Iz(pi) jemnnaxo I,,(4;),3a 1 < i <n.
Wmamo na Ig(F(p1,...,pn)) 3asucu o 0(p1) = I5(p1), ..., 9(pn) = I5(pn) 1o ucroj
dynxnmju h kao Iy (F (A, ..., An)) on I,(A1), ooy Iu(An), Tj

IU(F(pl-, ---,Pn)) = h([ (pl)v ---’[v(pn))'

Kako je dopmyna F(pi,..,pn) TAyTONOTHja OHA jé UCTHHUTA 33 CBAKY BAIyalujy
CBOjUX MCKA3HUX CJIOBA P1,..., Pn, [1a U 32 Badyauujy v. Jakie,

I5(F(py,...,pn)) = h(Iz5(p1), ..., I5(pn)) = 1.
A cana, xopucrehin cse ropme ocobute, paayaamo I, (F(A1, ..., An)):
I,(F(Ay, ..., An)) = h(Iy(A1), ..., I, (An))

= h(Iy(p1), ..., Is(pn)), 360r Li(p;) = I,(A;), 1 <i<n
= IE(F(plvlpn)) = 1
Haxne, 3a caxy uarepnperanujy [, speanoct dopmyne F(Ag, ..., A,) je 1. Crora,
F(Ay,...,A,) je Bajbana dopmyia.
¢

Hacrapumo ca moBe3mBameM 0COOMHA MCKA3HUX U npeaukarckux dopmyna. [Tom-
CeTuMO Cce Ja je y MCKa3Hoj jorunm npasuio modus ponens (MP) ox rayronoruja
A n A = B npoussonu tayrosorujy B (TEOPEMA -T-MP). Y npeaukaTcKoj JIOTUIH
npasuiao modus ponens he o1 Babanux Gopmyna A u A = B npousBoau BasbaHy
dopmyny B. To je mokazaHo y HapegHOj TeopeMH, Kojy hemo HazBaTm TEOPEMA
-V-MP, rie nac V noaceha Ha Basbane dopmyse, a M P na npasuio modus ponens.

TEOPEMA 2 (TEOPEMA-V-MP)

Axo cy chopmyne A u A = B Basware dopmyne, Tj. = An = A= B,

oHfa je n opmyna B sasbana dopmyna, Tj. = B.

LIOKA3
®opmyne A m A = B cy Bajbane ¢Gopmysie, crora 3a CBaKy HHTepuperanujy I,
I, = (S,v), saxku na je I,(A) = 1 u I,(A = B) = 1. C xgpyre crpare, 110
nedunniuju I, nmamo:
I,(A = B) = maz(1 — I,(A), I,(B))=mazx(l — 1, ,(B))=max(0, [,(B))=1,(B).
Jaxne, nobujamo na je I,(B) jennako 1 3a cBaxy mHTepnperauujy [, = (S,v), ]
dopmyna B je Basbana dhopmyia.

o

V npeamkarckoj JOruu ocuM npasuia MP uMaMo jolI jeHO MPaBHUIO KOje Of
jeane Bamane dopmyse npasu HoBy. To je mpasuiio renepanusanuje (Gen) xoje of
Basbane (opmyne A npoussoau Bambany gopmyy (Va)A.

TEOPEMA 3 ( TEOPEMA-Gen) Ako je cdhopmyna A BasmaHna copmyna, 1j. |= A,
oHaa je n (Vx)A samana dopmyna, 7). = (Va)A
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OOKA3
Dopmyna A je Basbana dhopmynia, a IMaMo Ja 3a CBaKy MHTepnperanujy I, , rie je
I, = ((S,I7),v), Baskn na je I,(A) = 1.
C npyre crpane, no gedunnuuju I, umamo: I,((Vz)A) = max{l,(A%) : d € S}.
ITocroje ase moryhuocTu:
(1) ako =z € SP(A), ouna ce Bpennocr I[,(A%) Mema y 3aBHCHOCTH O TOra KOju
enementT d uz S 3amemyje z. Kako je A pamana dopmyna, uMaMo Jia je BPEeJIHOCT
dbopmyne A% jennaka 1 3a csako d uz S. Hakie, {I,(A4%) : d € S} = {1}, na je
maz{l,(A5):d e S} =1, rj. bopmyna (Vz)A je Bammana dopmya.
(2) ako x ¢ SP(A), onna je jemnocrasuo [,((Vx)A) = [,(A). Haxne, dopmyna
(Va)A je Baswana dpopmyna.
¢

V mckaszHoj JoruuM M3ydaBasid CMO €KBHBAJIeHTHe nckasHe dopmyse, a caja

heMo ce mo3abaBaTyu €KBUBAJIEHTHUM TpPeAUKaTCKuM (hopMyrama.

HedvHuunja ekBUBaNeHTHYX NpeanKaTCKUX hopmysna

Jse npeaukarcke popmyne A u B HaJ HEKUM je3UKOM J CY CEMAHTHUIKU
expupasentre (nmu kpahe, ekBupanentae) axo je dopmyna A < B Ba-
mana, 1j. = A< B.

3apatak 1 Ilokaxxkumo crenehe CBOjCTBO €KBUBAJEHTHUX (DOPMYJIA:
dopmyne A u B cy eKkBUBaJIEHTHE AKO U CAMO aKO 3a 38 CBaKy CTPYKTYDY
S u unrepnperauujy I, = (S,v) saxu: I,(A) = I,(B).
TIpernocrasumo ga cy dopmyine A u B exkBubasentue. To 3Ha4M 12
je dopmyna A < B Bamana, 1j. = A < B. To 3naun ja 3a cBaky
crpykTypy S u unrepnperannjy [, = (S,v) Baxu [,(A & B) = 1. Ilo
nedbununmju uarepnperanuje [, 3a ¢popmyny obiuka A < B BpegHOCT
I,(A < B) =1 3nauu ga je [,(A) jennako [,(B): I,(A) = I,(B).

C apyre crpase, ako 3a CBaKy CTpyKTypy S u uurepnperauujy [, =
(S,v) Baxu I,(A) = I,(B), onna no geduHunmjn nHTEpnperanuje I,
umamo: [,(A < B) = 1. Haxne, dopmyna A < B je BasbaHa, 0JIHOCHO
dopmyne A u B cy eKBUBAJIEHTHE.

Bunapna penanuja ” dpopmyne A n B cy eKkBUBaJIeHTHE” HA CKYIy CBUX IIPeIKaT-
ckux hopmyna HaJ HEKUM je3ukoM J je jeqHa penanuja €KBUBAJICHIM]e HA TOM
ckyny. Kao v y ncKa3HOj JIOTHUIIM MOXKeMO jJeduHucari OHHAPHY PeJanujy Ha TOM
CKyIly, pejanujy =:

A = B AKKO dopmyne A u B cy eKBHBAJIEHTHE.
Jlokazyje ce, aHAJIONHO Ka0 M Yy UCKA3HOM C/Iydajy, Ja je = jeaHa pelalnja eKBuBa-
JIGHIIMje HA CKYIy TPeJUKATCKuX (opMmysa HaI TUM je3uKoM J .

3apatak 2 IlokakuMO jeIHO CBOjCTBO Ba/baHUX GopMmyna, Koje fie
OUTH BEOMA YeCTO KOPHUIINEHO y HApPeIHOM DPaJly, a Koje je Iocjeaula
TPAH3UTUBHOCTYA €KBUBAJIEHTHOCTH (hOpMy/Ia:

akojeEFAe BuEB< C,ounajeE A< C.
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Us = A& Bul B e C, Ha ocHOBY JeduHHIMje = MMaMO PeIOM
A = Bu B = (C. Crora, Ha OCHOBY TPAH3UTUBHOCTH = m00HjaMO
A= C, onnocro F A & C.
Y mapeaHoj reopemu fiemo mOKa3aTH oIl HEKe BayKHE 0COOMHE KOje UMajy €KBU-
BaJICHTHE NpeauKarcke (popmyie.

TEOPEMA 4 Heka cy A n B npeaukatcke dopmyne Hag jeankom J.
(1) Akoje = A B, onpa je |= A& —B.
(2) Axo je = A < B, oHpa 3a npousBosbHy npegukatcky dopmyny C' Hag J Baxu:
(Al) E(CAA)s (CAB) n (A2) E(ANC) <= (BAO);
(V) E(CVA) < (CVB) " (V2) E(AVC)«< (BVC);
(=) E(C=A) < (C=B) =u (=2) F(A=C)< (B=C);
(1) F(Ce=A) e (CeB) n (£2) E(A&C)< (B&O).
(3) Akoje = A< B, onga je |= (Vo)A < (Vz)B.
(4) Axoje = A< B, oHpa je = (3z)A & (3z)B.
[OKA3
Henosu (1) u (2) moxasyjy ce aHajorHo kao jgenosu (1) u (2) NEME O 3AMEHWN
EKBUBANEHATA y MCKA3HO] JIOTHIIU.
(3) Us = A < B umamo exBuBasieHTHOCT dopmyna A u B, Tj. 3a CBaKy HHTeD-
nperauunjy I, saxu: [,(A) = I,(B). Tokaxkumo ja 3a cBaKy HHTeprperanujy I,
ca crpykrypom S = (S,17) na saxu I,(VxA) = I,(VzB). Ha ocnoBy nedununuje
I, peanocr I,(VxA) je jennaxa min{I,(A) : d € S}. Hame, uz I,(A5) = I,(B])
umamo na je min{l,(A%) : d € S} jemnaxo min{l,(Bj) : d € S}, a oBo je, 1o
nedunnumju I, spennocr [,(VeB). Haxie, 3a cBaky HHTepHperauujy [, BayKu:
I,(VzA) = [,(VzB). Crora cy dopmyrne VA u Vo B exBusaientue, tj. dhopmyna
(Vz)A < (Vx)B je BambaHa.
(4) Jloxasyje ce Ha MCTH HAYMH Kao Jeo (3).

3apaTtak 3 ITMokaxkumo ga cy dopmymne
—(Vz)A & (Jz)-A
=(3z)A & (Vx)-A

pasbane. Ose dopmyne ce nasupajy Ie MopranoBm 3akOHM 3a KBaH-
Tuduxkarope. Jokakumo fa je npsa dhopMysia BabaHa, OJHOCHO
E - (Vz)A & (3z)-A.

IIpema pedunnnuju Bajbane Gpopmyiie TOTpeOHO je JOKa3aTu Ja je oBa
dopmyna mernHuTa y cBakoj nHTepnperanuju. Ilomro je mocmarpana
dbopmyma obmuka C' < D, 10BO/BHO je nokaszaru aa je dpopmyna ~(Vr)A
HCTHHHUTA aKO M caMo axo je uctunura dhopmyna (3z)—A. ITocmarpamo
IPOU3BOJBHY MHTEpNperanujy [, u wer Hocad S. Mmamo nBa ciayuaja y
3asucHoctu of, speanoctu I, (—(Vx)A). Ako je I,(—(Vz)A) = 0, onna je
I,((vx)A) = 1. Kako je, Ha ocHoBy aedunuuuje I, speanoct I, (VrA)
jennaxa min{l,(A%) : d € S}, umamo ga je I,(A§) = 1 3a csaxo d
3 ckyna S. Crora I,(—A5) = 0 3a cBako d u3 ckyna S. Jlaxrne,
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mazx{l,(—A4%) : d € S} = 0, vj. I,((3x)-~A) = 0. Hpyru cnyuaj je
kaga je I,(—(Vz)A) = 1, na je I,((Ve)A) = 0. Kaxko je, na ocnoBy
nedununuje I, speanoct I, (Ve A) jexnaa min{l,(AJ) : d € S} umamo
1a nocroju Heko do WA ckynma 8 3a koje Baxu [,(Aj ) = 0. Crora
I,(~A3) = 1. Haxkne, maz{l,(A3) : d € S} =1, 1j. L,((3x)-A) = 1.
V o6a eayuaja emo gobpmm ga je I,(—(Vz)A) = I,((3z)—A). To 3Haum,
HA OCHORY Je(pHHUIMje WHTepIpeTanuje, 1a 3a CBAKy MHTEPIDETaljy
I, saxwm: J,(~(Vxz)A & (3z)-A) = 1. Crora cy dopmyne =(Vz)A u
(32)-A exmupanentre, 1j. dopmyna ~(Vz)A & (3z)—A je Bamana.
MerakHAMO J1a TOPHbe 3aK/by YiBatbe HUje 3aBUCHIIO o7 obauKa dopmyie
A, na cMa J0Ka30M Ja je nocMarpasna dhopMysia BabaHa JIOKA3aIU Ba-
JhaHOCT BeckoHAUHO MHOro dopmyna, Tako mro nordopmyna A dop-
myne ~(Vz)A < (3z)—A moxe 6urtn 6uno koja dopmyna. 3aro, axko
y Ty BashaHy dopmynry Ha MmecTy dhopmyne A crasumo dopmysty —A
n06ujamMo HOBY Ba/baHy hopMyJIy:

= —(Vz)—-A & (Jz)——A (%)
HWa rayvonoruje F(p) : =—p < p u npeauxarcke dopmyne A, Ha OCHOBY
TEOPEME 1 dopmyna F(A) = =-—A & A je Basmana. Crora, Ha OCHOBY
aena (4) TEOPEME 4, dopmyna ((3z)——A) < (3z)A je Babana:

E ((32)—4) € (32)A ()
U3 (%) u (*+) Ha ocuoBy 3apatka 3 mobujamo:

= ~(va)~A) © (32)4

1j. dopmyna ~(Vz)—A < (3z)A je Bamana.

Basmanocr dopmyne =(3z)A < (Vz)-A hiemo goka3arn Kopucreliu Ba-
many dopumyny ~(Vz)-A & (Jz)A u TEOPEMY 1. AKa y PayToiaruju
(mp < ¢) & (¢ & p) WEHO HCKA3HO CJIOBO P 3aMeHHMO POPMYIOM
(Vz)—A, a uckasno cinoo g dopmynom (3x)A, na ocHOBYy TEOPEME 1
nobujamo BasbaHy HOPMYTy:
(=(Vz)-A & (3x)A) & (-(F2)A & (Vz)-A)

Hakne, 3a cBaky uuHTepriperanyjy I, Baxu

I,((~(Vz)-A & (F2)A) & (~(Fz)A & (Vz)-A)) = 1.
To, no necdpununuju I,,, 3Ha4yun

I,((~(Vz)—A) & (32)A) = L,((-(3z)A & (Vz)-A4)).
3a dopmyny —(Vz)—A & (3z)A cMo nokazanu fa je Ba/bana, ma Basku
I,((—(Vz)-A) & (F2)A) = 1. Hdaxne,

I,((—(32)A & (Vz)-A)) =1,

Tj. dopmyna ~(3z)A < (Vz)—-A je Bamana.

Bamane cdbopmyne u3 IpeTXoQHOr NpuMepa HaM TOKa3yjy Ja ce jelaH Qi KBaH-
tudukaropa V u 3 Mmoxke nedunucaru nomohy oHor apyror. Hanwme, ako naabepema
YHHBEP3aJHN KBAHTU(HUKATODP KAO OCHOBHH, OHJIA er3UCTeHITN]aJTHN KBaHTH(HKA-
TOp AedUHUIIEMO HA ClegeRu HAYUH:

(EIQJ)A =def ﬁ(VI)ﬂA
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Ao nzabepemMo ersucTeHujaTH KBAHTH(MUKATOP KAO OCHOBHH, OHJIa yHUBEP3AIHN

kBaHTHhUKaTOp HedUHUIIEMO HA cjeaehn HauWH:
(VI)A =def ﬂ(ﬂz)ﬂA

3agarak 4 Tlorsmenajmo dopmyity
(Vx)A = A7,
rue je dopmyna AY nobujena 3aMeHOM HPOMEHJbUBE X IPOU3BOJHHUM
repmom t. ITuramo ce: ga nu je oBa dopmyna Babana?! Popmynny du-
TaMo: aKo je tadHo A 3a cBe x, oHza je TauHo u AY koja je mobujeHa
u3 A Tako mMTO je MPOMEH/bUBA T 3aMemeHa HeKUM TepMmoM t. Ilnramo
ce: Ja JIM TO BaykW 3a cBaky mHreprnperanujy? Ogarosop je: HE. Eso
npuMepa.
TTocmarpajmo dopmysty
(V2)(Fy)a(z, y) = (Fy)a(y, y).
naz HekuM jesukom J = {a}, rme je o GMHAPHU penanujcKu cuMOo.
Ta dopmyna je npumep dopmyne (Vo)A = AY, tme je A dopmyna
(Iy)a(z,y), repm t je y, na je A7 dopmyna (Iy)a(y,y). Ha mu je
dopmyna (Vz)(Fy)alz,y) = (Jy)a(y,y) Bamana? Oxrosop je: HE.
JlokakuMo TO Tako mMTO hemMo HanpaBUTH jefaH KoHTpamonen (S,v)
3a Ty (POPMYITy, OJHOCHO je/IHY HHTepIpeTalnujy v Kojoj he ra dopmyna
6utu naxkHa. Ha npumep, 3a crpykrypy S = (N, <) nocmarpana ¢op-
MyJa je
(V2)(Fy) = <y) = (Fy) y <)
¥ OHA je JIaXKHa.
ITornenajMo nayk/bUBHje HAIy 3aMeHy TIPOMEH/bUBE T TepMOM ¥ y (op-
mynn (Jy)a(z,y). To Huje ncnpaBHa 3aMeHa, jep IPOMEHJ/BUBA Y TEPMA
y nocraje BesaHa y Gopmynn
By)a(z,y)y=Fy)a(y, y).
[TuTamo ce: axo je 3aMeHa T TepMOM t ucnpasHa, Ja jiu je tajga Gopmyna
(Ve)A = AT samwana? Oprosop je: JA. Cana hemo To n gokazaru.
[TocmarpajMo mpou3Bo/bHY cTpyKTypy S = (S, 1Y) n npoussomuy Basy-
aunjy v. Tpeba noxazaru ga je
I,((Vx)A = A7) =1
HNmamo fapa cayyaja y sasucHoctn of spenaoctu [, ((Vz)A). Axo je
I,((Vz)A(z)) = 0, onna
I,((V2)A = A(t)) = maz(1 — I,((Vz)A), I,(A(t)))
= max(l —0,I,(A}))
maz(1,I,(AF)) =1
NnTepecanTaujn ciy4daj je ako je spenaocr [, ((Vx)A) jennaka 1. Tana
UMaMO

I,((Vz)A = A(t)) = maz(l - I,((Vz) A), I, (A(t)))

I
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= max(0, I, (A7)) = I,(AY).

Ocraje naMm ga mokaxkemo 1a je onma u spegnocr [, (AY) jennaka 1 ako
je 3amena x ca t ucnpasna. U3 I,((Vz)A) = 1 nmamo ga je I,(A%) =1
3a cBako d w3 S. Wurepuperanujom [, Tepm t m06uja HEKY BPEIHOCT
do, I,(t) = do, rze je do Hexu enement Hocada S. ITomro je 3amena x
TepmoM ¢y A ucnpasza, onga y dopmynn AY cBe npomeHbuBe TepMa t
ocrajy cy060/He, Tj. He J0Ja3e MO [ejCTBO HIjeIHOI KBAHTH(MHUKATODA.
Crora, npu pauaynamwy I,(AY) spennocr I,(t) hie 6utu do u tepm t y
dbopmyin AY croju Ha mecty npomensbuse x. Haxie, I, (AT) je jennako
I,(Ag,), a Ta BpemnoCT je jennaka 1 jep je I,(Af) jennaxo 1 3a ceako d
u3 S, na u 3a dy.

Y oba cayuaja emo mobumu na je I, ((Vz)A = AY) = 1, na 3akmyuyjemo
na dopmyna (Vo)A = AY, rue je 3ameHa T TepMOM ¢ MCIOpPaBHA, jecTe
BasbaHa (POPMyIIa.

Kopucrehn oBy Basbany dopmymny, 1e Mopranose 3aKoHe 3a KBaHTU(DHUKA-
rope n3 3apatka 3 1 TEOPEMY 1, no6ujamo jou jeaHy sBabany (hopmMyiy:
A? = (3x)A,

rae je y dopmynmn A 3ameHa x TepMOM ! MCIIpaBHA.

1.3 IIpenukarcka joruka kao popMaJjiHa Teopuja

Y oBowMm jseny hemo ce Bparutu dbopmagaum Teopujama. Kao mro cMo ypaaunnm ca
MCKA3HOM JIOTMKOM H TIPEINKATCKY JIOTUKY ieMO MPeACTaBUTH Kao jeHy (hopMaiiny
teopujy. 3a To he Ham mocnyxkutu dopmanan cucreM N u dbopManHn cucrem
L KojuMa CMO MpeACTAaBUIN MCcKa3Hy jJoruky. Hawmme, gedunucahiemo dpopmannn
cucrem npenuxarcke gornke NK u dpopMannu cucreM npeguKaTcke goruke K xoju
hie 6uTn Ha Hexy HaumH Haarpaama pegoMm cucrema N u L. 3a cucreme NK u K
hemo mokaszaru ja cy ekpuBaseHTHu. Ocum Tora, nmokazaheMo [a Kako y MCKa3HO]
JIOTHIM BaXkKH Ja je ucKazHa (hOPMysIa TayTOJIOrHja aKO U CaMO aKo je TeopeMa, Tako
y TPEJIUKATCKO] JIOTUIIHM BaxKu: npeauxkarcka dopmyna F' je Bamana dpopmyna AKKO
je F' reopema y mpeauKaTCKOj JIOTHITH.

1.3.1 IlIpasmsaa 3a KBaHTU(dUKATOPE IIPUPOIHE AEIAYKIIUjE

Beli cMo ce ymozmanu ca mpaBUIMMa IPUPOJHE JeAyKIHje 3a JIOrHYKe BE3HUKE.
Cana hemo mpencTaBUTH MpaBuia M 3a KBAHTU(MUKATOpPE. 3aje/lHO, NpaBua 3a
BE3HUKE M MpaBUIa 33 KBAHTUDUKATOPE UHHE NPUPOJIHY AEAYKIU]Y 3a NpeauKar
cky noruky. Kao mro 3a cBaku Be3HUK, Tako ¥ 3a Baku kBaHrudukarop (V u J)
MOCTOjM NPABUJIO yBODemha U IPABUIIO eJIMMUHALIN]E.

1. IIpaBuia 3a yBoheme u eaquMuHaAIN]y KBaHTU(hUKaTopa V



